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Introducao

@ Muitos problemas fisicos (e infelizmente n3o todos) podem ser escritos na forma de um
sistema de equag¢des lineares com a seguinte forma:

aiix1 +apxe + - +ainxy = by
anxi +anxe + - +anxy = bi
apix1 t+amexe +- - +aunxy = b

onde um total de M equagdes lineares devem ser satisfeitas por N incégnitas x;
(i=1,...,N) as quais se deseja determinar, dados NM aj;j e M b;'s.
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@ Muitos problemas fisicos (e infelizmente n3o todos) podem ser escritos na forma de um
sistema de equag¢des lineares com a seguinte forma:

aiix1 +apxe + - +ainxy = by
anxi +anxe + - +anxy = bi
apix1 t+amexe +- - +aunxy = b

onde um total de M equagdes lineares devem ser satisfeitas por N incégnitas x;
(i=1,...,N) as quais se deseja determinar, dados NM aj;j e M b;'s.

@ Vocé certamente ja resolveu algum sistema linear de equag¢des antes. E provavelmente foi
um sistema com poucas equagdes: 2 ou 3 equagdes acopladas no maximo.

@ Quando o ndmero de equagdes e incdgnitas é muito grande, precisamos lancar m3o de
métodos numéricos sistematicos para encontra a solugdo.
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onde um total de M equagdes lineares devem ser satisfeitas por N incégnitas x;
(i=1,...,N) as quais se deseja determinar, dados NM aj;j e M b;'s.

@ Vocé certamente ja resolveu algum sistema linear de equag¢des antes. E provavelmente foi
um sistema com poucas equagdes: 2 ou 3 equagdes acopladas no maximo.

@ Quando o ndmero de equagdes e incdgnitas é muito grande, precisamos lancar m3o de
métodos numéricos sistematicos para encontra a solugdo.

@ Num sistema em que o ndmero de equagdes M é igual ao nimero de incégnitas (M = N),
em grande parte das vezes, o sistema de equagdes acima terd solugdo Unica.

@ Em alguns casos, se uma ou mais das equag¢des é uma combinag3o das outras, ou se todas
as colunas do lado direito do sistema contém certas varidveis sempre na mesma
combinag3o linear, o sistema de equagdes é dito degenerado ou singular e possui um
ndmero infinito de solu¢des. No primeiro caso, o sistema é dito ter uma degenerescéncia de
linha e no segundo uma degenerescéncia de coluna.
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@ Analiticamente, as condi¢c8es de singularidade de um sistema est3o perfeitamente bem
definidas e mesmo sistemas para os quais seja possivel formar uma combinag3o linear de
um certo subconjunto de linhas que difiram de outra linha por uma quantidade € pequena
sdo considerados n3o-singulares.

@ Numericamente, no entanto, a limitacdo na representacdo de niimeros, implica em erros de
arredondamento e mesmo sistemas analiticamente n3o-degenerados, podem ser
classificados como singulares pela maquina.

@ Em especial, para sistemas grandes, os erros de aproximagdo se acumulam e tais problemas
tornam-se ainda mais comuns.
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Forma Matricial

@ A eficiéncia na solu¢do de sistemas lineares numericamente reside em grande parte no fato
de que o sistema de equagdes lineares é equivalente a uma equag¢3o matricial

ain a2 o aiy X1 by

S I T S I Rt
amr  am2 o AMNXN XN by
X Y b

de modo que a solugdo depende de métodos de inversdo e multiplicagdo matriciais.

@ Vocé ja deve saber do seu curso de Algebra Linear que resolver o sistema em questdo é
equivalente a encontrar a matriz inversa A~1, cuja propriedade é: AA~! = A~1A =1,
onde 1 é a matriz identidade, jad que

A-x=b=A1Ax=A"b=x=A"1b (2
——
1
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onde 1 é a matriz identidade, jad que
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N——
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@ O método a seguir implementa um algoritmo de inversdo numérica de matrizes.
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Um pouco de Algebra Linear

@ Antes de apresentar o método de Elimina¢do de Gauss-Jordan, um pouco de Algebra Linear
serd necessario para compreender o método.

@ Podemos associar a equag¢do matricial 1 a chamada matriz ampliada do sistema e definida

como
an a2 - any bk
a1 an - ay b

. . : ()
a1 am2 - amn by

onde simplesmente agregou-se uma coluna adicional contendo o vetor b.
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Um pouco de Algebra Linear

Edivaldo M.

Antes de apresentar o método de Eliminagdo de Gauss-Jordan, um pouco de Algebra Linear
serd necessario para compreender o método.

Podemos associar a equagdo matricial 1 a chamada matriz ampliada do sistema e definida
como

aix  ae - any by
ari an2 ce an by

. . : ()
amMi  am2 -+ amn by

onde simplesmente agregou-se uma coluna adicional contendo o vetor b.
Define-se também as chamadas operacdes elementares sobre as linhas:
@ permutagdo da i-ésima e j-ésima linhas: L; — L;
@ multiplicagdo da i-ésima linha por um escalar a ndo-nulo: (L;i — al;)
© Substituicdo da i-ésima linha por i-ésima linha mais « vezes a j-ésima linha:
(L,‘ — L+ OéLJ').

Diz-se que uma matriz B é linha equivalente a A se B foi obtida a partir de A por um
ndmero finito de operagdes elementares sobre linhas.
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Um pouco de Algebra Linear

@ Antes de apresentar o método de Elimina¢do de Gauss-Jordan, um pouco de Algebra Linear
serd necessario para compreender o método.

@ Podemos associar a equag¢do matricial 1 a chamada matriz ampliada do sistema e definida

como
an a2 - any bk
a1 an - ay b
. . : ()
a1 am2 - amn  bn

onde simplesmente agregou-se uma coluna adicional contendo o vetor b.

@ Define-se também as chamadas operagdes elementares sobre as linhas:

@ permutagdo da i-ésima e j-ésima linhas: L; — L;
@ multiplicagdo da i-ésima linha por um escalar a ndo-nulo: (L;i — al;)
© Substituicdo da i-ésima linha por i-ésima linha mais « vezes a j-ésima linha:
(L,‘ — L+ OéLJ').
@ Diz-se que uma matriz B é linha equivalente a A se B foi obtida a partir de A por um
ndmero finito de operagdes elementares sobre linhas.
@ De posse das defini¢des acima, o seguinte teorema (cuja demostragdo pode ser encontrado
em muitos livros textos de /-,\Igebra Linear) é vélido:

Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes sdo equivalente, ou
seja, possuem a mesma solug3do.
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Eliminacdo de Gauss-Jordan

@ No método de Eliminagdo de Gauss-Jordan, uma sequéncia de operagdes elementares é
executada sobre a matriz ampliada de um sistema até que a sub-matriz A seja transformada
na identidade 1. Quando isso ocorre, a soluacio do sistema equivalente é direta, pois:

an ajp - aiy b 1 0 oo 0 by

any an2 s arn by operagdes elementares 0 1 ce 0 b;
—

b ’

ami  am2 - aun by 0 0 - 1 b,

De modo que para o sistema equivalente

1 0 - 0 X1 b; X1 bi
7 7
0 1 e 0 X2 _ b2 X2 _ b2
7 ’
0 0 1 XN by XN by
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@ No método de Eliminagdo de Gauss-Jordan, uma sequéncia de operagdes elementares é
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b ’

ami  am2 - aun by 0 0 - 1 b,

De modo que para o sistema equivalente

1 0 - 0 X1 b; X1 bi
7 7

0 1 e 0 X2 _ b2 X2 _ b2
e / /

0 0 1 XN by XN by

@ Por outro lado, as mesmas operacdes elemetares aplicadas sobre a identidade devem
produzir a matriz inversa A~1 de A.

@ No método de Eliminac3o de Gauss-Jordan, obtém-se simultaneamente o vetor solu¢do x e
ainversa A~1.
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@ O primeiro passo é aplicar a operagdo elementar de multiplicagdo da primeira linha pelo
escalar 1/a11:

ain a2 - ainy b
a1 axn - any b
ayt an2 '+ awn by

1 212
ail

azl az

ani  am2

2N
a1l
an

ANNXN
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Eliminacdo de Gauss-Jordan

@ O primeiro passo é aplicar a operagdo elementar de multiplicagdo da primeira linha pelo
escalar 1/a11:

1 a an by

ain a2 - an b an an a
a a - a a a o a by
21 ax v b2 21 22 2N m
a a - a b by
N1 ANz NN BN ani am2  ccc ANNXN oy

@ Em seguida, a operagdo L; — L; 4+ aL; é realizada para todas as linhas restantes
(i =2,...,N) escolhendo oo = —a;1, de modo a zerar todos os elementos a;;. Apds esse
passo, a primeira coluna € igual a correspondente coluna da identidade:

1 £ .. AN by
ail ail 31})
212821 aina1 1321
0 an—5% - aw—TE b-S0 (4)
a12an1 a1Nan1 bian;
0 anz— S5 ©oawy - TR by — T
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@ O primeiro passo é aplicar a operagdo elementar de multiplicagdo da primeira linha pelo
escalar 1/a11:

1 a an by

ain a2 - an b an an a
a a - a a a _ a 2
21 ax v b2 21 22 2N o
a a - a b by
N1 ANz NN BN ani am2  ccc ANNXN oy

@ Em seguida, a operagdo L; — L; 4+ aL; é realizada para todas as linhas restantes

(i =2,...,N) escolhendo oo = —a;1, de modo a zerar todos os elementos a;;. Apds esse
passo, a primeira coluna € igual a correspondente coluna da identidade:
1 £ .. AN by
ail ail 31})
0 ayp — 212321 ... a,y — 21NA21 _ DA
22 any 2N aiy by any (4)
by a
0 ap, — 223N any — 2INaNL  p blamg
N2 ail NN ail N ail

@ As operagdes acima s3o entdo repetidas normalizando-se agora o elemento 22 da diagonal

a 1 e realizando-se a operagdo L; — L; + aly (i # 2) para as demais linhas. Ao final dessa
etapa, a segunda coluna da matriz também serd igual a da matriz identidade.

@ Repete-se o procedimento, até que toda a sub-matriz N X N a esquerda esteja na forma da

identidade.
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Eliminacdo de Gauss-Jordan

@ Na prética, o procedimento é uma pouco mais elaborado, pois a escolha dos chamados
pivots, isto é, os elementos que serdo normalizados a cada passo ndo necessdriamente
segue a ordem de elementos da diagonal.

@ Pode-se decidir permutar duas linhas (ou duas colunas) de modo que o ndmero a ser
tomado como pivot seja sempre o maior possivel. Isso se deve ao fato de que pivots
grandes diminuem a influéncia do acimulo de erros de aproximagio durante todo o
processo de eliminagao.

@ De fato, a prética diz que jamais deve-se aplicar o método de Eliminacdo de Gauss-Jordan
sem pivoteamento, pois a precisdo do método se deteriora rapidamente a3 medida que as
operagdes sdo realizadas, e leva a resultados completamente errados, em especial para
sistemas grandes.

@ Perceba também que uma vez aplicada o método para um dado vetor b, se vocé precisar
resolver o sistema para um novo b, ndo é necessdrio repetir o método, pois a matriz inversa
A1 j3 ests disponivel e tudo que é preciso é multiplici-la por b para obter a nova soluc3o.
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Decomposicdo LU

@ Suponha que seja possivel decompor a matriz A no seguinte produto

A=1LU, (5)

onde L e U s3o matrizes triagulares inferior (Lower) e superior (Upper):
Lj = Oparaj>i (6)
Uj = Oparai>j (™)

ou seja, todos os elementos acima da diagonal de L s3o nulos e todos os elementos abaixo
da diagonal de U também.

@ No caso particular N = 4 teriamos

a1 O 0 0 Bin Bz Bz Pu

0 0 0 P P23 P
[ | e ax U= 8
asr azx asz 0 ¢ 0 0 P33 P (8)

Q41 42 43 Qg 0 0 0 B

Edivaldo M. Santos e Jodo R. T. de Mello Neto () Métodos Computacionais em Fisica | (FIW234) Turn Aula 11 17 / 25



Decomposicdo LU

@ A solugdo de um sistema linear em que A possue uma tal decomposicdo é direta pois
Ax = LUx = L(Ux) = b, (9)
de modo que podemos primeiro resolver o sistema para um vetor de incégnitas y
Ly = b, (10)
e depois para o vetor de final de incégnitas x

Ux =y, (11)
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Decomposicdo LU

@ A solugdo de um sistema linear em que A possue uma tal decomposicdo é direta pois
Ax = LUx = L(Ux) = b, (9)
de modo que podemos primeiro resolver o sistema para um vetor de incégnitas y
Ly = b, (10)
e depois para o vetor de final de incégnitas x

Ux =y, (11)

@ A vantagem de tal decomposicdo é ambos os sistemas acima s3o bastante diretos de se
resolver usando-se substituicdo progressiva para y:

by

ai11

1 i—1 )
y=-—— yi=_ b~ D ajyi| (i=2,.,N) (12)
i =

e em seguida substituicdo regressiva para x

YN 1
= y  Xi =
Bnn Bii

XN

N
yi— > Bixi| (i=N-1,..1) (13)

j=it1
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Decomposicdo LU

@ Vocé deve obviamente estar se perguntando como é possivel decompor A no produto LU?

@ Isso pode ser feito por meio do algoritmo de Crout.
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Decomposicdo LU

@ Vocé deve obviamente estar se perguntando como é possivel decompor A no produto LU?
@ Isso pode ser feito por meio do algoritmo de Crout.

@ A decomposicio LU é equivalente a resolver um sistema de N? equagdes lineares, uma para
cada elemento de a. O elemento a;; dessa matriz da origem a seguinte equagdo:

aj1fyj + appfj + -+ - = ajj, (14)
e o nimero de termos n3o nulos da soma a esquerda depende dos valores de i e j. H3 3
Casos:
P<j: aj1f1j + aipfoj + - - + B = ajj
i=j: aj1f1j + aipfoj + - - + B = aj
i>j: ainfij + aipBzj + - + aii = aj
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@ Vocé deve obviamente estar se perguntando como é possivel decompor A no produto LU?
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@ A decomposicio LU é equivalente a resolver um sistema de N? equagdes lineares, uma para
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2 2
N7N+N:N2+Nav

3 S

@ Perceba no entanto que o niimero de incégnitas no sistema s3o os

2
e os w B's, num total de N2 + N > N2 incégnitas.

@ O sistema a ser resolvido possui um ndmero infinito de solugdes. Basta especificar N
valores das incégnitas e o restante é uma fungdo dessas.

@ Se escolhermos os N aj; = 1, a solugdo do restante das incégnitas é dada pelo algoritmo de
Crout. O aluno interessado pode buscar na literatura a descricdo do algoritmo. Nos
limitaremos aqui a descrever apenas o resultado de uma decomposi¢ao LU tipica
encontrada em muitas bibliotecas.

Edivaldo M. Santos e R. T. de Mello Neto () Métodos Computacionais em Fisica | (FIW234) Turn Aula 11 21 /25



Decomposicdo LU

@ Numa implementac3o tipica de decomposicdo LU usando-se o algoritmo de Crout, o
usuafio fornece a matriz N X N a ser decomposta e recebe de volta uma matriz N X N,
onde a diagonal e a parte superior contém os elementos [3's e a parte inferior a diagonal
contém os a's. Explicitamente para N =4

B P2 P13z Bu
a1 B2 Pz P

15
az1 a3z B33 B (15)
o1 oy w3 Pas
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Decomposicdo LU

@ Numa implementac3o tipica de decomposicdo LU usando-se o algoritmo de Crout, o
usuafio fornece a matriz N X N a ser decomposta e recebe de volta uma matriz N X N,
onde a diagonal e a parte superior contém os elementos [3's e a parte inferior a diagonal
contém os a's. Explicitamente para N =4

B P2 P13z Bu
a1 B2 Pz P

15
az1 a3z B33 B (15)
o1 oy w3 Pas

@ Veja que na matriz acima os N «;; da diagonal n3o s3o retornados, e em seu lugar
posiciona-se os ;. Isso ndo é um problema, j& que sabemos que esses elementos foram
explicitamente escolhidos iguais a 1 no algoritmo de Crout.

@ A vantagem do formato matricial de retorno acima é que apenas uma matriz é necessdria
durante todo o processo, pois a matriz original passada por referéncia para a fun¢do de
decomposicdo é reescrita com os elementos « e 3 da decomposi¢io acima.
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Decomposicdo LU

Numa implementac¢3o tipica de decomposi¢do LU usando-se o algoritmo de Crout, o
usuafio fornece a matriz N X N a ser decomposta e recebe de volta uma matriz N X N,
onde a diagonal e a parte superior contém os elementos [3's e a parte inferior a diagonal
contém os a's. Explicitamente para N =4

B P2 P13z Bu
a1 B2 Pz P

15
az1 a3z B33 B (15)
o1 oy w3 Pas

Veja que na matriz acima os N «;; da diagonal n3o s3o retornados, e em seu lugar
posiciona-se os ;. Isso ndo é um problema, j& que sabemos que esses elementos foram
explicitamente escolhidos iguais a 1 no algoritmo de Crout.

A vantagem do formato matricial de retorno acima é que apenas uma matriz é necesséria
durante todo o processo, pois a matriz original passada por referéncia para a fun¢do de
decomposicdo é reescrita com os elementos « e 3 da decomposi¢io acima.

Além da decomposi¢do matricial acima o usudrio também recebe de volta um vetor de
indices com os registros das permutagdes efetuadas sobre as linhas de A para a escolha do
melhor pivot a cada iteragdo. E por fim, também retorna-se um nidmero que pode ser +1
ou -1, dependendo se o nimero de permuta¢des efetuadas foi par ou impar,
respectivamente.
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PARA FAZER EM SALA DE AULA

@ Dada uma decomposicio LU de uma matriz A = LU, sua inversa pode ser calculada a
partir das inversas L=! e U1 de L e U, respectivamente.

Al=(@u)t=uy1L!? (16)
@ Escreva um programa para encontrar a inversa de uma matriz A a partir da sua
decomposicdo LU, utilizando os algoritmos de substituicdo progressiva e regressiva.

© Utilize as rotinas ludcmp.c, lubksb.c.
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