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O problema

@ Na aula de hoje estamos interessados no problema de encontrar numericamente as solugdes

de uma equagio do tipo:
f(x)=0 (1)
para uma fun¢do f(x) que seja ao menos continua. Ou seja, encontrar os zeros de f.

@ No caso em que fungdo f(x) é um polinémio de grau no médximo 4, as solu¢des podem ser
obtidas por expressdes e algoritmos fechados uma vez fornecidos os coeficientes do
polindémio.

Para polindmios de grau 5 ou maior, nenhum procedimento fechado existe.

@ E f(x) pode ser ainda uma fun¢do muito mais complicada de x, fazendo com que a
equagdo acima n3do tenha solugdo anaitica como no caso dos polindmios de grau maior que
4.

@ De fato, qualquer equagdo com uma Unica variavel independente x pode ser escrita na
forma de 1, movendo-se todos os termos de um dos lados da equagdo para o outro lado.
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Procedimento numérico

@ A determinagdo de raizes de uma fungdo numericamente é feita por itera¢Ges sucessivas,
iniciando-se com um chute inicial para o valor da raiz e aproximando-se do valor verdadeiro
a cada iteragdo.

@ Obviamente, o sucesso e rapidez da convergéncia dessa procura iterativa depende
crucialmente do chute inicial.

@ Outro tarefa que deve ser realizada com cuidado antes de aplicar o algoritmo de procura da
raiz é a definicdo do intervalo de busca, que de certa forma estd ligado ao da escolha do
chute inicial.
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Encurralamento de raizes

@ O primeiro passo ao se escrever um programa de busca de raizes é garantir que ha de fato
uma raiz no intervalo de busca.

@ Diz-se que uma raiz de f estd encurralada no intervalo (a,b) de f(a) e f(b) tém sinais
contrérios. Se f é continua em (a,b), o teorema do valor intermediario garante a
existéncia de pelo menos uma raiz nesse intervalo.

@ A fungdo pode ter mais de uma raiz no intervalo de busca, de forma que os procedimentos
de busca mais simples vido encontrar apenas uma delas. O problema de raizes muiltiplas é
bastante sitil e ndo ha qualquer receita geral que sirva para se determinar o nimero total
de raizes num dado intervalo.

@ Quando possivel, graficar a fungcdo da qual se quer encontrar a raiz é um primeiro passo
para se decidir o intervalo de busca e/ou o chute inicial para a raiz.
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O método da bissecio

@ O método mais simples para se encontrar uma raiz encurralada num intervalo (a,b) é o da
bisse¢do.

@ Nesse método, divide-se o intervalo atual de busca em duas metades e toma-se como novo
intervalo aquele que contém uma raiz encurralada, ou seja, aquele em que a fun¢do tem
sinais opostos nos seus extremos.
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Método da bissecao

f(x)
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Método da bissecao
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Método da bissecao

f(x)

v
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Bissecao: precisao e velocidade de convergéncia

@ Ha 2 tipos de precisao com a qual podemos trabalhar. A precisio absoluta
€aps = |valor verdadeiro — valor aproximado| (2)
e precisdo relativa

valor verdadeiro — valor aproximado
€rel = N (3)
valor verdadeiro
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e precisdo relativa

valor verdadeiro — valor aproximado

®3)

€rel = N
valor verdadeiro

@ A precisdo relativa é a mais apropriada na maioria das aplicagdes de interesse. No entanto,
n3o conhecemos o valor verdadeiro da raiz, sé temos acesso & melhor aproximagdo ao seu
valor. Dessa forma, nossa estimativa de precisdo relativa sera:

melhor valor — valor anterior

€rel =

(4)

melhor valor
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n3o conhecemos o valor verdadeiro da raiz, sé temos acesso & melhor aproximagdo ao seu
valor. Dessa forma, nossa estimativa de precisdo relativa sera:

melhor valor — valor anterior

€rel =

(4)

melhor valor

@ No método da bisse¢3o, a precisdo varia linearmente a cada iteracdo, de fato ela é reduzida
por um fator 2 a cada iteracdo.

@ E facil mostrar que para uma dada precisdo € e uma largura A para o intervalo inicial de
busca, o nimero de itera¢des necessarias varia de acordo

n=tog; (2) (5)
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Bissecao: vantagens e desvantagens

@ Vantagem:

@ Determinagdo de uma raiz encurralada garantida!
@ algoritmo simples

@ Desvantagem:

© A convergéncia linear é considerada lenta.
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Bissecao: implementacao

/* Adaptado de Numerical Recipes in C */

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "protos.h"

#define JMAX 40 /* Maximum allowed number of bisections. */

float rtbis(float x1, float x2, float xacc)
/%
Using bisection, find the root of a function func known to lie between
The root, returned as rtbis, will be refined until its accuracy is +/-
*/
{
int j;
float dx,f,fmid,xmid,rtb;
f=func(x1);
fmid=func (x2) ;
if (fxfmid >= 0.0) printf("Raiz deve estar encurralada para a bissecao
rtb = f < 0.0 ? (dx=x2-x1,x1) : (dx=x1-x2,x2); /* Orient the search so
for (j=1;j<=JMAX;j++) {
fmid=func (xmid=rtb+(dx *= 0.5)); /* Bisection loop */
if (fmid <= 0.0) rtb=xmid;

if (fabs(dx) < xacc || fmid 0.0) return rtb;

printf("Numero maximo de bissecoes atingido!\n");
return 0.0; /* Never get here. */

x1 and x2.
xacc.

em rtbis\n");
that £>0 lies at x+dx. */
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O método de Newton-Raphson

@ De acordo com o teorema de Taylor, uma fungdo f(x) com derivadas continuas de ordem
arbitrdria pode ser representada pela seguinte série de poténcias:

f‘//(XO)

f(x) o

f(xo) + f'(x0)(x — x0) + (x—xo)2+~~~+
> F(n)(x
> o) (x — x0)"

|
—0 n!

£(n)
F00) (-
n:

para expansio em torno de um ponto xg do dominio de f.
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@ De acordo com o teorema de Taylor, uma fungdo f(x) com derivadas continuas de ordem
arbitrdria pode ser representada pela seguinte série de poténcias:

£ (x0)

f(x) o

f(xo) + f'(x0)(x — x0) + (x—xo)2+-~~+
> f£(n) X
> o) (x — x0)"

|
—0 n!

£(n)
ﬂ(X_XO)"_i_...
n!

para expansio em torno de um ponto xg do dominio de f.

@ Se aproximarmos a fun¢io na vinhanca de um ponto a qualquer do dominio de f pela sua
expansao em série de Taylor até ordem 1, isto é:

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a), (6)

uma estimativa direta de uma raiz de f pode ser obtida resolvendo-se
f(a)+ f'(a)(x —a)=0
f(a)

f'(a)’
que é a intersec¢do da reta tangente ao grafico de f(x) em x = a com o eixo x.

X =a

()
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f(x) o

(x—x0)+---+

f(xo) + f'(x0)(x — x0) +

> f£(n) X
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|
—0 n!
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@ Se aproximarmos a fun¢io na vinhanca de um ponto a qualquer do dominio de f pela sua
expansao em série de Taylor até ordem 1, isto é:

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a), (6)

uma estimativa direta de uma raiz de f pode ser obtida resolvendo-se
f(a)+ f'(a)(x —a)=0

f(a
x=a— (2) . )]
f'(a)
que é a intersec¢do da reta tangente ao grafico de f(x) em x = a com o eixo x.

@ Na realidade, o valor de x determinado acima pode ser usado como um novo ponto de
expansdo de f e o algoritmo pode ser repetido para obter uma nova estimativa da raiz.
Num método iterativo: )

Xn
Xpi1l = Xp — 8
n+ n f/(Xn)’ ( )
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Newton-Raphson: velocidade de convergéncia

@ A expansio em série de Taylor em torno da i-ésima aproximagdo para a raiz de de f é:

' (xi
) = F0x) + £/ G)x ) + T 0D (s 4 ©
de forma que a aproximag3o seguinte é dada por
f(xi)
i+1 = Xi — . 10
Xi+1 (x)) (10)

@ Subtraindo-se do valor verdadeiro da raiz (x) ambos os lados da dltima equagdo e
lembrando que €;4; = x — xj11 e € = x — X, temos

f(xi)

£/(x)

(11)

€it1 = € +

@ Nas proximidades de um zero de f, o lado esquerdo 9 pode ser desprezado, de modo que
mantendo apenas termos de ordem 2, podemos escrever

2
€
f(xi) = —eif'(xi) — E'f"(XiL (12)
de modo que substituindo essa expressio na anterior chegamos a
2 o1
s ! (x;
€11 = —— (xi) (convergéncia quadrétical) (13)
2 f(x)
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Newton-Raphson: vantagens e desvantagens

@ Vantagem:

© Convergéncia rdpida: quadrdtica em ¢
@ Salvo em alguns casos patoldgicos, determinacdo de uma raiz encurralada
garantida!

@ Desvantagem:

@ E preciso calcular n3o sé a funcdo, mas também sua derivada a cada iterac3o.
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Newton-Raphson: patologias

&)
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Newton-Raphson: patologias

&)

Edivaldo M. Santos e Jodo R. T. de Mello Neto () Métodos Computacionais em Fisica | (FIW234) Turn Aula 7 29 / 32



O método da secante
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PARA FAZER EM SALA DE AULA

escreva um cédigo para encontrar o zero n3o-nulo da fungdo x2 — 4sin(x).
grafique a fungdo no Gnuplot para decidir qual serd seu intervalo de busca.

@ compare o nimero de iteragbes até encontrar a raiz nos dois métodos: Bisse¢do e
Newton-Raphson.

@ confira seus resultados visulmente com o grafico do Gnuplot.
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