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@ O péndulo n3o linear amortecido e forcado

@ Determinismo e Imprevisibilidade
@ Secdo de Poincaré
@ Atratores estranhos
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Introducao

@ Caos é o termo utilizado para descrever o movimento que aparentemente é muito complexo
de sistemas considerados simples, com poucos graus de liberdade.

@ Na realidade, esses sistemas sdo essencialmente deterministas: o conhecimento preciso das
condi¢des inicias do sistem nos permite, pelo menos em principio, prever exatamente o
comportamento futuro do sistema.

@ O problema de se entender um sistema cadtico est’a em reconciliar os conceitos de
aleatoriedade e determinismo, que aparentemente sdo antagonicos.

@ O elemento chave para este entendimento é a no¢do de nao—linearidade. Muito
informalmente, um sistema é linear se a resposta é proporcional ao estimulo.

@ Por qué sistemas cadticos s3o considerados t3o interessantes?

o O estudo desses sistemas trouxe novos conceitos e ferramentas tedricas que
nos permitem categorizar e entender o comportamento complexo mencionado
anteriormente;

o Comportamento cadtico parece ser universal: aparece em osciladores
mecanicos, circuitos elétricos, lasers, sistemas Sticos ndo—lineares, reagoes
quimicas, células nervosas, fluidos e muitos outros!!

o Comportamento cadtico possui caracteristicas qualitativas e quantitativas que
sdo universais: o estudo de circuitos elétricos simples pode ser utilizado para o
entendimento de arritmias cardiacas.
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O péndulo n3o—linear amortecido e forcado

@ O péndulo n3o linear amortecido e forcado é descrito pela equagdo

2
% = —%sen(&) — q% + Fesen(Qg)

@ Onde

0 é a coordenada angular do péndulo

g é a aceleragdo da gravidade local

g parametriza a intensidade do amortecimento
Fe é a amplitude da forca externa

Qe é a frequéncia angular da forca externa

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

@ Como vimos na aula passada, uma equacio diferencial de segunda ordem ser transformada
em duas equacdes diferenciais acopladas de primeira ordem:

do
dt
dw

5 - —%sen(@) — q% + Fesen(Qg)
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O péndulo n3o—linear forcado

@ Precisamos modificar apenas uma linha do cédigo

mhs_rké4.c

@ S¢ essa fungdo deve ser modificada:

/* funcao que diz o que estamos integrando - oscilador nao linear forcado */
double f(double x, double y[], int i)
{
if (i == 0)
return(y[1]); /* lado direito da primeira eq */
else if (i == 1)
return(-omega2*sin(y[0]) -g*y[1] +
FE*sin(omegaE*x)) ; /* lado direito da segunda eq */
else{
printf ("Numero de eq. incorreto!\n");
return -999999.;
}
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O péndulo n3o-linear for¢cado (—7 < 6 < 7)

Os "pulos” em 0 n3o sio discontinuidades. Estamos utilizando apenas os valores —m < 6 < 7.
Na figura usamos q =1/2, | = g = 9.8, Qg =2/3 e dt = 0.001
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O péndulo n3o—linear forcado

Na figura anterior vimos que para forca externa nula o movimento é amortecido e o
péndulo fica em repouso apds algumas oscilagBes. Essas oscila cdes foradas possuem uma
frequéncia préxima da frequéncia natural do péndulo ndo-amortecido wp e sdo um resquicio
do movimento harmdnico simples.

Com uma forga externa pequena, Fg = 0.5, observamos dois regimes. As primeiras
oscilagdes sdo afetadas pelo decaimento de um transiente inicial como no caso de ndo haver
forca externa. Ou seja, o deslocamento inicial do péndulo se dd com uma componente do
movimento que decai como tempo e que tem uma frequéncia dngular ~ wg. Apds esse
transiente ser amortecido, o péndulo oscila com uma frequéncia dada pela forca externa.

O comportamento muda radicalmente quando Fg = 1.2. Os pulos verticais em 6
correspondem ao reajuste do dngulo para manter —m < 6§ < 7 e portanto correspondem ao
péndulo dar uma volta passando pela posicdo vertical invertida. O péndulo n3o se acomoda
em nenhum movimento que parega estacionario, mesmo que se espere um tempo muito
grande. Para este valor da forga externa, o comportamento nunca se repete. Este é um
exemplo de caos.

O que significa movimento caédtico? A intui¢do nos diz que é um movimento aleatdrio e
imprevisivel, e o movimento para Fg = 1.2 certamente tem essa aparéncia. Mas da teoria
das equacgdes diferenciais, sabemos que uma vez determinadas as condig¢des iniciais, o
movimento é determinado.

Como o movimento pode ser determinista e imprevisivel ao mesmo tempo?
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Expoentes de Lyapunov

@ Vamos testar a estabilidade das solu¢Ges. Vamos considerar dois péndulos com mesmos
pardmetros e que comegam a oscilar no mesmo tempo, ambos do repouso. A Unica
diferenca é que 61 = 6, + 0.001

@ Vamos seguir as posi¢des dos dois péndulos (integrando) no tempo.
@ As duas préximas figuras mostram Af(t) = 6,(t) — 01(t) para dois valores de Fg: 0.5 e 1.2.

@ O primeiro valor, Fg = 0.5, foi o valor para o qual encontramos movimento oscilatério
simples. Para entender esses resultados, vejamos a préxima figura. Ocorrem quedas rapidas
a aproximadamente cada 3 s. Essas quedas em A# ocorrem quando um dos péndulos atinge
um ponto de retorno. Af se anulard perto de cada ponto de retorno ji que as trajetdrias
de 01(t) e 02(t) precisam se cruzar. Os valores dos picos vio decrescendo rapidamente com
t. Isto significa que o movimento dos dois péndulos se torna mais e mais similar, ja que a
diferen¢a nos dois angulos se aproxima de zero quando o movimento se desenvolve (cai seis
ordens de grandeza em umas doze oscilagdes). Isso significa que o movimento é previsivel.
Se n3o conhecessemos as condigdes iniciais do do péndulo 1, mas soubéssemos que eram
muito préximas do péndulo 2, poderiamos prever a trajetéria do primeiro, ja que o grafico
mostra que 61(t0 converge para uma solugdo particular (a do péndulo 2).
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Expoentes de Lyapunov

@ Por outro lado, o grafico seguinte, para Fg = 1.2, mostra que A6 cresce exponencialmente,
ou seja, 01 e 0> divergem uma da outra. A6 satura, pois atingiu um valor da ordem de 27
e n3o pode crescer mais.

@ Uma linha que passe pelos picos nos dois graficos sera uma exponencial, de modo que
AG(t) = et .

@ Esta forma funcional para Af é muito comum e o pardmetro A é conhecido como
expoente de Lyapunov.

@ Como n3o podemos conhecer os valores das condi¢cdes iniciais exatamente, para todos os
propdsitos praticos o comportamento do sistema para Fg = 1.2 é imprevisivel. O sistema
entdo é ao mesmo tempo determinista e imprevisivel. Isto é o que significa ser cadtico.
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O péndulo n3o—linear forcado: Expoentes de Lyapunov
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O péndulo n3o—linear forcado: Expoentes de Lyapunov
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O péndulo n3o-linear forcado: espaco de fase

@ O interessante é que ainda se pode fazer previsdes no que diz respeito a 8, mesmo no
regime cadtico.

@ Para ilustrar isso vamos fazer o grafico do espaco de fase, que é o grafico de velocidade
angular contra angulo.

@ A préxima figura mostra o espago de fase quando Fg = 0.5. Vemos que no inicio a
trajetéria depende das condigdes iniciais, mas rapidamente ela tende para uma 6rbita
regular no espac¢o de fase, que corresponde a movimentos oscilatério de 6 e w.

@ A figura seguinte mostra o espa¢ de fase para o regime cadtico. O espago de fase exibe
muitas érbitas que s3o quase fechadas e que persistem por apenas um ou dois ciclos. O
padrdo ndo é simples mas ndo é completamente aleatdrio, o que poderia ter sido
antecipado devido aos resultados anteriores.
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O péndulo n3o-linear forcado: espaco de fase
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O péndulo n3o-linear forcado: espaco de fase

Aqui removemos a restricdo em 6.
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O péndulo n3o—linear forcado: secdo de Poincaré

@ Vamos examinar as trajetérias no espago de fase de uma forma um pouco distinta e
encontraremos um resultado muito interessante. Vamos fazer o gréfico de novo dos pontos
6 X w mas apenas quando eles estiverem em fase com a forca externa. Assim, vamos
colocar o ponto no grafico apenas quando wgt = nw, onde n é um inteiro. Este é um
exemplo de uma se¢do de Poincaré.

@ Analogia: luz estroboscépica. Pode-se ler a etiqueta que estd girando num long-play se
uma luz estroboscépica operar na mesma frequéncia de rotacdo do disco. As coisas se
tornam simples quando olhamos para elas numa frequéncia que é adequada ao problema.

@ A se¢3o de Poincaré para o caso Fg = 0.5 nos fornece apenas um ponto (apds termos
deixado a solugdo transiente se esvanecer) j& que em qualquer ponto do ciclo de oscilagdo
encontramos sempre os mesmos valores de 6 e w.

@ No regime cadtico, o grafico é muito distinto. A trajetéria do péndulo cai nessa superficie
(no espago de fase), e essa superficie é denominada de atrator. O (nico ponto para o caso
Fg = 0.5 é um atrator também. No regime cadtico os atratores tém uma estrutura muito
complicada. Os atratores cadticos possuem estrutura fractal e usualmente s3o
denominados atratores estranhos.
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O péndulo n3o—linear forcado: Secdo de Poincaré, F; = 0.5
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O péndulo n3o—linear forcado: Secdo de Poincaré, F; = 1.2
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@ Nossos resultados principais:
@ E possivel para um sistema fisico ser ao mesmo tempo determinista e imprevisivel - isto
é 0 que se denomina por caos

@ O comportamento no regime caédtico nio é completamente aleatério, mas pode ser
descrito por um atrator estranho no espaco de fase
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PARA FAZER EM SALA DE AULA

@ O programa poincare.c grafica os pontos quando eles estio em fase com a forca, ou seja,
nos tempos t ~ 27wn/Qg, onde n é um inteiro. Nestes valores de t a for¢a externa tinha
valor zero. No entanto, podemos escolher fazer o grifico quando a forga corresponde ao
maximo da forga externa, ou num tempo w/4 fora de fase com a forga, etc. Construa a
se¢do de Poincaré para o primeiro caso e para os trés valores de F; = 0.0, 0.5e1.2.

@ Estude como o atrator cadtico muda para condigdes iniciais distintas. Mantenha a forga
externa Fy = 1.2 e construa os atratores para alguns valores iniciais de 6.
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