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Descoberta das ondas eletromagnéticas

"It's of no use whatsoever]...] this is just an experiment that proves
Maestro Maxwell was right—we just have these mysterious electro-
magnetic waves that we cannot see with the naked eye. But they are

there.”
Asked about the applications of his discoveries, Hertz replied,

"Nothing, | guess.”

“Heinrich Hertz", Wikipedia
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Ondas em uma dimensao

% Onda progressiva cldssica: perturbacdo associada com um excesso localizado
de energia num meio macroscépico e continuo, que se propaga (ou seja, se
translada) no espaco de uma dimens3o conforme o tempo passa.

% Ondas estaciondrias ndo se propagam no espaco e podem ser modeladas
como a soma de duas ondas.

* Num meio n3o-dispersivo a forma ou o envelope de uma onda progressiva se
mantém constante e é invariante sobre translacdes espaciais ou temporais.

* Na figura, cada ponto da onda é
deslocado de vt no tempo t.

% Dada a forma inicial do deslocamento
vertical da corda g(z) = f(#,0), qual a
forma num tempo posterior, f(z,t) ?

Imagem adaptada de Griffiths, 2017

% O deslocamento vertical num ponto z, num tempo posterior ¢, é 0 mesmo
que o deslocamento na distancia vt para a esquerda, ou seja, em z — vt no
tempo t = 0:

f(z,1) = f(z = vt,0) = g(z — vt)
B NG



Ondas em uma dimensao

% Uma onda depende de z e de ¢ de uma forma muito especial sempre: z — vt.
% Funcgdes que podem representar ondas unidimensionais:

Filz,t) = Ae P G0 g (2 ) = Asen[b(z — vt)],  fs(z,t) = A

b(z —vt)?2 +1

* funcles que n3o podem representar ondas unidimensionais:
fa(z,t) = Aeib(bf“’t), fs(z,t) = Asen(bz) cos(bvt)?
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Ondas obedecem a segunda lei de Newton

*

*

Imagine uma corda longa sob tensdo T' [N] P

oscilando. oy
[
Seu deslocamento transversal da posigio de ?/(
"7 . 1
equilibrio [m] no ponto z ao longo da corda no T
|

tempo t é dado por f(z,t).

A forga resultante transversal no elemento de corda
L, Imagem adaptada de Griffiths, 2017
é

AF,(z,t) = T, (2 + Az,t) = Ty(2,t) = Tsen§’ — T'send

Deslocamento transversal pequeno comparado com a corda: senf ~ 6 ~ tg6

apy =1 (S0 G0 P,

z+Az

Se a massa por unidade de comprimento da corda é i [kg/m], a segunda lei
nos da:

AF,(z,t) = may(z,t)
Pf(z,t)

ot?

onde ay(z,t) = em = pAz.
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Ondas em uma dimensao

% E portanto, igualando as duas expressbes para AFy(z,t) temos

*f(z,1) *f(z,1) . OPf(zt) 0% f(z,t)
T—5g AF—phi—5s— quedd —75 _(T> or

% onde podemos inferir

T N kgxm/s® m? [m]Q
pigm T ikgm @

% e finalmente temos a equagdo de onda na forma tradicional onde v = /T /pu:

Pf(zt) 1 Pf(at)

=0
S 022 w2 o2
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Solucdo da equacdo de onda unidimensional

* Vamos mostrar que qualquer fun¢do da forma f(z,t) = g(z — vt) satisfaz a

equacgdo de onda. Seja u = z — vt.

of _dgdu _dg ois 67u_(9(z—vt)_1
0z dudz du P 0z 0z B
of dgou  dg o Ou O(z—wt)
ot “duot . Cauw P T a "
Pf_ 0 (dg)_Potu_
022 0z \du) du?2dz du?
Pf _ 0 (dg\_ _ dgou_ .d
otz ot \ du du? ot du?

* e finalmente
d?g _ 02 f 1 0%f

du? 022 w2 o2

* Observe que g(z — vt) pode ser qualquer fung3o diferencidvel e que a solugio

geral é da forma f(z,t) = g(z — vt) + h(z + vt).
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Ondas progressivas

(x, to)

=1, tempo fixo

W(xp, Vlp) »
|
I
| . .
= \/ x * Da pagina anterlgr: c:ndas
| progressivas na dire¢cdo +z
I
|

W) ! of __ o

| Y - _n_L
! . ot 0z
| X = Xg posicéo fixa
|

Ylxp, vlp) === ————f-—~ : »

ot

Imagem adaptada de E. Hecht, Opticks, 2017
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Ondas senoidais

% Fun¢do mais familiar: senoidal Maximo

central 1 0)
f(z,t) = Acos[k(z — vt) + 4] \/v\l TNt

S/k

* onde A amplitude, o argumento é
a fase e § é a constante de fase,
usualmente (O << 27T). Imagem adaptada de Griffiths, 2017

* Em z = vt — 6/k a fase é zero no “maximo central”, §/k é a distancia pela
qual a onda é “atrasada”.

fe——

% O nimero de onda k se relaciona com o comprimento de onda A [m] por

= 2T
= 21,

* Quando o tempo passa a onda se desloca para a direita com velocidade v.
Num ponto fixo z, a corda vibra para cima e para baixo, com o ciclo se
completando em um periodo T' = 2% [s].

v

* A frequéncia v [Hz] é dada por v = £ = &2 = 2.

% A frequéncia angular [rad/s] é dada por w = 27tv = kv.
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Ondas senoidais

* Uma forma alternativa para a onda senoidal é:
f(z,t) = Acos(kz —wt + 9)

* e uma onda senoidal se deslocando para a esquerda é dada por:
f(z,t) = Acos(kz + wt — 0)

% e como o cosseno é uma fun¢do par, podemos escrever a mesma fun¢do para
a esquerda na forma

f(z,t) = Acos(—kz — wt + 9)
Observe também que

cos(kz —wt + m/2) = Fsen(kz — wt)

—— 10776



-
Notacao complexa

Im
% Pela férmula de Euler
e”):(l*osﬂ—i-z'sene7 e = cosf —isend @ 7

cosf = 1 (eie + e_ie) senf = 1 (ei‘g — e_ie) ?j “
2 ’ 2i

* |lembrando que
1=+v—-1 =i = /=1 M=% = +1
|| = Veife=1 =1 = /(cosO + isen®) « (cosf —isend) = V/cos? 6 + sen? 6

* Notagdo para grandezas complexas:
Z=x+1iy, Re()==z, Im(2)=y

=@+ =z—iy, Re(z*) =2, Im(z*)=—y

—— W



Notagao complexa _
* Vamos agora supor Z(f) = ae'® onde a é uma
constante real. im{z(0)}

2(0) = ae® = a(cos + isenf) = acosf + iasen 9{7—

Im{Z(0)} _
0= oz PO =0 = VIREOIP + IO

Re{z(0)} = acosf, Im{Z(0)} = asend
|2(0)] = ’aeie‘ =a ’eie‘ —a=+/a2cos?0 + a?sen? § = av/cos? O + sen? 0 = a
* Para uma funcdo de onda real _
f(z,t) = Acos(kz — wt + 6) = Re [Ae’(kz’“’t”)]
% Para uma func¢do de onda complexa

flz,t) = Ae’*s=D) = Acos(kz — wt) + iAsen(kz — wt)
* onde A= Ae™ e A ¢ real.

fN(Z,t) = ANei(k:z—wt) :Aei§ei(kz—wt) Ae [(kz—wt)+5] (1)
= A{cos(kz —wt +9) +isen(kz —wt +6)}  (2)
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Exemplo 1

% Exemplo 9.1 do Griffiths: soma de duas fun¢des senoidais de mesma
frequéncia mas de amplitudes e constantes de fase distintas

fi(z,t) = Aycos(kz —wt +61) e fa(z,t) = Agcos (kz — wt + d2)

—— 13776
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Analise de Fourier

* Linearidade da equacdo de onda: a soma de duas solucdes é uma solucio
também.

% Teorema de Fourier: qualquer onda arbitrdria (derivavel, etc) pode ser
expressa como uma superposi¢do linear de ondas harmdnicas (senos e
€ossenos).

* Uma funcgdo definida no espago real (z) pode ser transformada no espago de
ndmeros de onda (k) e vice-versa.

; ” 1 [* . |
f(z,t) = f A(k)ez(szwt)dk A(k’) — 7[ f(z’wefz(kz—wt)dz
2 J_

—0o0

* Dadas as condi¢Bes iniciais para a onda em t = 0: f(z t=20)e

f(z t= 0) M pode se determinar os coeficientes
=5 S_ [ z,0) + f(z 0)] e k2l
PrlnCIplo da incerteza de Fourier para (z,k): Az -Ak>1

¥*

* Dizemos que k e z sdo varidveis conjugadas.
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Condicoes de contorno

* Até agora corda infinita. Mas temos que examinar as condi¢Ges de contorno.

z=0

% Duas cordas semi-infinitas, amarradas em z=0, e —

p1 € po e mesma T (v =+/T/u). Extremidade L L
direita fixa e direita oscilando com w. 1 2

f f
vy Dl 2.
z J\ I J\ z

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Condicoes de contorno

* Onda incidente, refletida e transmitida:
fi(z,t) = Ape®rz=et - fp(z ) = Age'TREwh (2 < 0)
fr(z,t) = Apeih2z=wt) (2 5 ()

% As trés ondas oscilam com a mesma frequéncia (mantida em z = —o0) e

como v = Av = w/k
A1 _kz _u

X k1w
* e perturbacdo total em cada ponto da corda é dada por:

fet) = Apetlkrz—wt) 4 fpeil=kiz—wt)  parg 2 < ()
T Apetthez—wt) para z > 0
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Condicoes de contorno

* O deslocamento da corda tem que ser o mesmo

em z = 0 (condigdo de Dirichlet)

f(07,t) = f(0F,¢)

e se 0 né (z=0) tem massa desprezivel, entdo a

T/\néT

resultante deve ser zero e as tangentes devem ser

iguais (condicdo de Newman)

o _df
620,_8,2

0o+

né

Z

Imagem adaptada de Griffiths, 2017

* de onde obtemos 1211 + AR = flT, kq (/L — flR) = kgflT que da

~ k1 — ko
Ap =
R </€1+/€2
% ou
~ Vo — VU1
Ap =
R (’024—’[11

Jau i
Jau i

k1 + ko

2U2 ) AI

Vo + U1

2]{:1 > /’i[

17/76



|
Condicoes de contorno

* Se a segunda corda é mais leve do que a primeira (us < 1, € vy > vy),
todas as const. de fase sdo iguais (0g = o7 = )

Vg — VU1 2’[}2
Ap = A Ap = A
R (1)2—1-1)1) L T <U2+’U1> !

% Se a segunda corda é mais pesada do que a primeira (vy < v1), a onda
refletida é invertida e ganha uma fase (0g + 7 = dr = 7). Ou seja

cos (—k1z —wt + 05 — m) = —cos (—k1z — wt + dr)

V1 — Vg 209
Ap = A Ap = A
R <v2+v1> b T <’02+’U1) !

* Se a segunda corda tiver massa infinita Ag = Ay and A = 0 e toda onda
incidente é refletida.

% e portanto
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Polarizacao

% Ondas em cordas s3o transversais. As ondas de som e ondas nas molas slinky
sao longitudinais. Veja https://www.youtube.com/watch?v=GIkeGBXqWWO

* Para ondas transversais, existem duas dire¢des independentes perpendiculares
a direcdo de propagacdo, as direcOes de polarizacdo vertical e horizontal:

f'v(z,t) _ Aei(szwt)f(? f‘h(z,t) _ Aei(kzwt)y
% ou numa dire¢ao arbitrdria no plano xy definida pelo vetor de polarizagdo n
f(z,1) = 4™, onde #-2 =0
% usando que n = cos 0% + sen 0y
£(2,1) = (Acos0)e’F*0% 4 (Asenh)e'F=—wy

T 4
v

(th, _ Afh 7
/ \’“U "!" z z e z
", y )
Polarizagao vertical Polarizagao horizontal Vetor de polarizagao

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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https://www.youtube.com/watch?v=GIkeGBXqWW0

-
Ondas eletromagnéticas no vacuo

* Equagdes de Maxwell sem fontes (sem cargas ou correntes)

(i) V-E=0 (i) Vszfaa—]?
(Z’L) V-B=0 (ZU) v XB:/LQEO%

* que s3o equacgoes parciais de primeira ordem acopladas para E e B.
% Elas podem ser desacopladas com a aplicagdo do rotacional a (iii) e (iv)

B
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E=V x (aat)
0 0’E
= *g(v x B) = *ﬂOGOW
* e de modo analogo
2 0E
Vx(VxB)=V(V:-B)-V°B=V x poco -

0 0°B
= Ho%%(v xE) = _N060ﬁ
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Ondas eletromagnéticas no vacuo

x ecomoV-E=0eV-B=0

0’E 9 0’B
ok VB = /«LO€0W

V?E = 1€ ;

* ou seja, duas equacdes separadas de segunda ordem.

* No vécuo (que ndo é vazio na escala microscépica), cada componente
cartesiana de E e B satisfaz a equacio de onda tridimensional:

1 0%f

02 ot

* que significa que os campos eletromagnéticos se propagam com a velocidade

da luz = 3.00 x 108 m/s

V2f =

v =UVA=
€olt0
* que hoje é um fato trivial mas foi uma das grandes unificagdes de campos até
ent3o distintos da fisica: €y e g vém da lei de Coulomb e lei de Biot-Savart.
* Observe que o papel que a corrente de deslocamento de Maxwell é
fundamental para as ondas eletromagnéticas.

—— VT



Ondas planas monocromaticas

* Vamos focalizar em ondas senoidais de frequéncia w. Como frequéncias
distintas no visivel (violeta ~ 380 nm < A < vermelho ~ 780 nm )
correspondem a cores distintas, estas ondas sao chamadas monocromaticas.

% Vamos supor que elas se propagam na direcao z e s
que n3o dependam de = nem y: ondas planas ‘

E(z,t) = Ege'"*=98  B(z,t) = Bge!k—+? / lF» TF' IE' lF

* onde E; e B sio amplitudes complexas e
w = ck.

* Além de de serem solu¢cdes da equacdo da onda, os campos devem satisfazer
V-E=0e V. .-B =0 e portanto

(8).- (8), -1

% Ou seja, as ondas eletromagnéticas sio transversais.

Imagem Griffiths, 2017
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Ondas planas monocromaticas

' B
* E pela lei de Faraday V x E = -2

(B), ~o(B), . 1(5), - (B,
* ou de forma mais compacta
By = © (5 By)

* Vemos que E e B estdo em fase e sdo mutuamente perpendiculares, com
amplitudes relacionadas por

=

1

B Ey = -E,
C

0=
w

* A quarta equagdo (Ampere-Maxwell) V x B = poeo(0E/dt) apenas reproduz
o resultado da eq. de Faraday.
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Ondas planas monocromaticas

* N3o ha nada especial na direcdo z, a onda pode se propagar na direcdo do
vetor de onda k.
E(r,t) = Eoelkr—wtp

- 1~ . R
B(r,t) = —Eoe'® ™) (k x i) =
C

ol
=
X
ek

% onde n é o vetor de polarizagdo. Como E é

c Kk
transversal, b4
n-k=0

% Os campos fisicos reais sdo
E(r,t) = Egcos(k - r —wt + 0)n

B(r,t) = %EO cos(k - T — wt + 6)(k x @)

Imagem Griffiths, 2017
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Exemplo 9.2 Griffiths

% Se E aponta na direcdo x, B aponta para y
. _ - 1~
E(z,t) = Boe' ™ 0%, B(z,t) = ~Eoe' "y

* ou tomando a parte real

1
E(z,t) = Egcos(kz —wt + 6)%, B(z,t) = EEO cos(kz —wt +9)y

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Espectro eletromagnético

Penetra a
Atmosfera da Terra?

nao Sim

tipo de radiacéo radio micro-ondas infravermelho visivel ultravioleta

raios X raios gama
comprimento de onda 10°m 1072%m 2

10°m  05x10°m  10°%m  10m 10 ?m
Escala aproximada
do comprimento
de onda
edificios  humanos borboletas  PoNtada  protozorios moléculas  &tomos ngclgo
agulha atoémico
Frequéncia (Hz) ‘ :I
10* 108 10" 10" 10" 10" 10%°
Temperatura de corpos
cOorpos em que essa
radiacdo representa ))
0 comprimento de
onda mais intensamente 1K 100 K 10,000 K 10,000,000 K
arnitido -272°C  -173°C  9,727°C

~10,000,000 °C

Imagem Wikipedia
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Energia e momentum nas ondas eletromagnéticas

* Ja vimos que a densidade da energia é dada por

1 1
U= = (60E2 + BQ)
2 Ho

% e no caso das ondas planas monocromaticas
B = LB = joe B2
-2 = Mo¢€o
% e portanto as contribuicGes elétrica e magnética sao iguais
u=eoE? = eoF} cos®(kz — wt + 6)

* A densidade de fluxo de energia transportada pelos campos é dada pelo vetor

de Poynting
1 w
S=—(ExB —
Ho( *B) [mz]
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Energia e momentum nas ondas eletromagnéticas

% E para uma onda plana monocromatica

S = cegEj cos? (kz — wt + 6)z = cuz

% Observe que S é a densidade de energia vezes a

velocidade ck como deveria ser. A
* Num tempo At um comprimento ¢ At passa pela \, _€ .
area A, contendo uma quantidade de energia
uAcAt. 7
C

* A energia por unidade de tempo por unidade de

area transportada pela onda é uc.
* As ondas eletromagnéticas também carregam momentum. A densidade de

momentum armazenada nos campos é

Imagem Griffiths, 2017

1
g=cjs

% e para ondas monocromaticas
1 .1
g = —€eoF2cos®(kz —wt +0)z = ~uz
& C

—— 2876
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Média em varios periodos

* No caso da luz o comprimento de onda é muito curto (~ 5x 1077 m) eo
periodo tdo pequeno (~ 10710 s) que qualquer medida macroscdpica
envolverd varios ciclos.

* Tipicamente estamos interessados nos valores médios.

* Como Sg cos?(kz — 27t/T + 6)dt = 1/2 entdo

1 1 R 1 R
{uy = ieoEg, (S) = §C€0E3Z, (g) = %eoEgz

* A poténcia média por unidade de drea transportada por uma onda
eletromagnética é denominada a intensidade: I = (S) = %ceoEg
* A luz transfere para um absorvedor perfeito num tempo At é Ap = {(g)AcAt,
portanto a pressdo da radiacdo (forca média por unidade de drea) é
1Ap 1 I 1

= ——— = <€ =
ANt 2779 ¢
* O campo elétrico acelera as cargas na direcdo e o campo magnético faz
uma forca ¢(v x B) na dire¢do z.

—— 2076
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Ondas eletromagnéticas na matéria

* Vamos discutir a propagacao dentro da matéria em meios lineares mas numa
regiao sem cargas ou correntes livres. As equagdes de Maxwell sdo

() V-D=0 (4i4) VXE:—%—?
(i) V-B=0  (iv) VXH=%[;

% e como estamos tratando de
* meios lineares 1
D=¢E, H=-B

I
% e vamos supor também que os meios sejam

* homogéneos, € e u ndo variam de ponto a ponto, portanto

() V.E=0 (i) Vsz—%—]?
(75) V-B=0 (iv) VXB:/J,E%

% que variam em relagdo as eq. no vacuo apenas pela mudanca de €y por €.
] 30/76



Ondas eletromagnéticas na matéria

* Nestes meios lineares homogéneos as ondas se propagam com velocidade

c €
=— onde n= ’

1
Ver oon €ofo

* onde 7 é o indice de refracdo da substancia. Para a maioria dos materiais p é
muito préxima a pg e portanto n = \/a e como normalmente a constante
dielétrica €, € maior que um, a luz se propaga mais lentamente nos meios
materiais.

% Todos os resultados anteriores valem com a substituicdo ¢y — €, o — p €
portanto ¢ — v.

* A densidade da energia e o vetor de Poynting se tornam:

1 1 1
u:<eE2+B2> S=—(ExB)
2 Iz 1%

% Para ondas monocromaticas w = kv, B = E/v e a intensidade é [ = %evEg.

—— 31776



Indice de refracdo na agua

102 10* 10% 108 101 10'2 101 1016 10!8 1020 1022
) T T~ T7 T "~ T 17

—

Index of refraction n —=

|

|

Visible |
(4000-7000 A) — =—

Imagem Jackson, 1999
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Visible Il
(4000-7000 A) —1 Fe—
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Imagem Jackson, 1999

—— SEEE



Reflexao e transmissao em incidéncia normal

* Numa interface entre dois meios transparentes (dgua para ar, p. ex.)

esperamos uma onda refletida e outra transmitida.
% Os detalhes dependem da condi¢bes de contorno ja obtidas:

x A
Er
; i i [ I g O ®
(i) e By =eFEy, (7it) Ej =E,
1 1 Y "
g 1 1 : I I
(i) By = By, (iv) —Bj; = —By, B 5
M1 M2 >
Eg
. y By
% que relacionam os campos elétricos e I b AN
magnéticos logo a esquerda e logo a direita " fnierface
da interface entre dois meios lineares. ;
Imagem Griffiths, 2017
_ S - 1 o
E](Z,t) _ Eolez(lmz wt)x BI(Zat) _ ;EOIel(klz wt)y
1

_ _ _ 1~ .
Eg(z,t) = EORel(fklszt)f( Br(z,t) = —U—lEoReZ(fklzf“’t)y

- - - 1 - .
Ep(z,t) = Eg,e'k2*~0x Br(z,t) = —Ep,e'F2awty

V2
]
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Reflexao e transmissao em incidéncia normal
% Em z =0 os campos a esquerda e a direita se juntam de acordo com as
condi¢des de contorno. N3o existem componentes perpendiculares a
interface, assim (i) e (ii) sdo triviais. A condi¢do (iii) exige
Eo, + EOR = EOT

* e a condigdo (iv) resulta em

1 /1 = 1 - 1 /1 =
— | —Ey, — —FE = — | —EFE
K1 (Ul o vy 0R> 2 ('U2 OT)

f= H1vr  p1n2
H2V2 2T
* que podem ser facilmente resolvidas em fun¢do da amplitude incidente

- 1-5 _ 2 -
o= (15) Por B = (5) P

* que s3o muito semelhantes as equacdes para as cordas de massas distintas.
Se p ~ g (que é verdade para a maioria dos materiais), 8 = v1/vo

~ Vo — U1 ~ ~ 21}2 ~
Ey,. = E Eo. = E
0= (v2+vl) 0r> 07 (vz+v1> 0r>

—— 350

EOI — EOR = 6E0T7 onde




Reflexao e transmissao em incidéncia normal

* A onda refletida é em fase (campo elétrico para cima) se vo > v1 (n; > ng) e
fora de fase se v; > vo (para baixo) e as amplitudes reais sdo dadas por

Vg — U1 21}2
Ey, = E FEy., = E
Or = g +oq | 00 Or (vg + v1> 0
E B ny —no E E i 2711 E
O = ny + N 0r> Or = ny + no O

% A intensidade é dada por I = %evEg e a energia transmitida e refletida
(1 = po = po) é dada por

R:Iiz: Eo, 2= ny —ng\>
7[[ E01 ny1 + no

Il €2V2 <EOT ) 2 _ 4TL1’I'L2
(

T= =
It ev1 \ Ey, ny + n2)2

* onde R+ 7T = 1.
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

K
% Caso mais geral: incidéncia num angulo 6; g kr
com um plano perpendicular a interface. O fr
* De novo, trés ondas monocromadticas o, o
n~ . Plano de incidéncia
(frequéncia w) %
OR®
- ~ . ~ 1 ~ ~ magem Griffiths,
E;(r,t) = By, e!kr—eb) Bi(r,t) = — (kI x EI)' e e 2o
U1
. . ) . 1 /- .
ER(I‘,t) = ]1?401%ez(kR.r_Wt)7 BR(I‘,t) = — (kR X ER>
U1
. . ) . 1 /- .
ET<I‘,t) = EOTez(kT-r—wt), BT(I‘,t> = — (kT X ET)
V2

* onde
k[l}l = kva = kT’Ug = w, ou k] = kR = 2ICT = E,ZCT

U1 n2
]
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

*

De novo os campos combinados no meio 1 devem se juntar aos do meio 2
por meio das condi¢cOes de contorno. As cond. de contorno partilham a
mesma estrutura genérica:

( )ei(kyr—wt) + ( )ei(kR~r—wt) _ ( )ei(krr—wt)’ em z = 0.

Como as cond. de contorno devem valer em todos os tempos e em todo o
plano (em z = 0), os expoentes devem ser iguais.

ki -r=kp-r=kp-r, quandoz=0
ou de modo mais explicito
z(kr), +y ki), =z (kr), +y(kr), =z (kr), +y(kr),
que sé vai valer sempre se as componentes valerem separadamente.
(kr), = (kr), = (kr), paraz=0
(kr), = (kr), = (kr), paray=0

—— 38776
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

* Primeira lei: Os vetores das ondas incidente, refletida e transmitida formam
um plano (chamado plano de incidéncia) que também inclui a normal a
superficie (aqui, o eixo z).

* Da equacido anterior

krsenf; = krsenfgr = krsenfr

* onde 0; é o angulo de incidéncia, 6y é o angulo de reflexao e 1 é o
angulo de refracao. E como k; = kg
% Segunda lei: o dngulo de incidéncia é igual ao dngulo de reflexdo

0r = 0gr
% e como ky = %kT, temos a Terceira lei ou lei de Snell

sen 9'1“ ni

sen 01 o

% Trés leis fundamentais da o6tica geométrica. Valem para qualquer fendmeno
ondulatério.
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

% Os fatores exponenciais se cancelam (k;-r =kg-r =ky-rem z =0).

% As condi¢cdes de contorno agora fornecem

@) & (EOI ¥ EOR)Z — e (EOT)Z (i4) (BOI + BOR)Z - <B°T)Z

(#4) (EOI + EOR) - (EOT) (i)~ (Bo, + B0R> _ 1 (BOT)
z,y z,y H1 zy M2 z,y
% onde By = (1/v)k x Eq kew 458, 1 B .
% O problema pode ser convenientemente » ’
dividido em polarizacdo da onda incidente o i ey
paralela ao plano de incidéncia (plano zz) .
e polarizacao perpendicular. E O

% Para a polarizagio paralela a condi¢do (4) “

fornece B,

Imagem Griffiths, 2017

€ (—Eo, senfy + EOR sen GR) = €9 (—EOT sen HT)
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

% A (i7) ndo adiciona nada (0 = 0), pois os campos magnéticos n3o tem
componente z. A (iii) fornece

EOI cosfr + EOR cosbp = EOT cos O

* e a (iv) fornece
1 1 -

Bo, — F ): E
H1v1 ( o1 Or H2V2

Or
% Dadas as leis da reflexdo e refragdo, (i) e (iv) ambas resultam

H1vr  pin2

Eoy, — Ey. = BE, d =
07 or = BEo, onde f v

% enquanto a (i4i) se torna

cos O

Ey, + Ey,. = oF, onde o=
0r Or or cos 0

% e podemos expressar a amplitude refletida e transmitida como
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

~ a—ﬂ ~ ~ 2 ~
Eo, = <a+ﬁ> Eo,, Eo, = (a—i—ﬁ) Ey,

% que s3o o primeiro par das equacdes de Fresnel.
% O segundo par (polarizagdo perpendicular) é
1—ap 2
Ey, = |——| FE Ey, = —— | E
On ‘1+aﬁ O =01 <1+aﬂ) 01
* A onda transmitida estd sempre em fase com a onda incidente. A refletida
estd em fase se a > 3 e 180° fora de fase se a < 3.

* As amplitudes das ondas refletidas e transmitidas dependem do dngulo de
incidéncia, pois « é func¢do de 0;:

VI—senzdy A1 [m/na) sen 0y

cosOr cos 07

% Incidéncia normal (; = 0),«a = 1, recobramos as férmulas anteriores.
* Incidéncia quase paralela a interface (67 = 90°), « diverge e a onda é
totalmente refletida.
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua

* Num angulo intermedidrio denominado angulo de Brewster a onda refletida é

totalmente extinta.

% Pelo primeiro par de equagdes de Fresnel, isso se dd quando a = f3, ou seja

senflp =

1 B2
(n1/n2)* — B2

* Para o caso tipico onde p; = pa, e 8 = ny/ny,sen’®0p = 32/ (1 + 52)

X% e portanto
tg Op =~ el
ni
% Grafico das amplitudes transmitidas e
refletidas como funcdo de 6y, para luz
incidente em vidro (ne = 1.5) vinda do ar
(n1 = 1.0).
% Valor negativo indica a mudanca de fase
de 180° com relacdo ao feixe incidente. A
amplitude é positiva.

1.0

0.8

0.4

02

0.0

0.4

0.6

6

80°

Imagem Griffiths, 2017
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Reflexdo e refracao em incidéncia obliqua
* A poténcia por unidade de drea é S - z. As intensidades na interface s3o:
1 2 1 2 1 2
I; = §€1U1E01 cosfr, Ir= 5611)1E0R cosfgr, Ir= §€2U2EOT cos O

1.0

% Os coeficientes de reflexdo e transmissdo 08 T
para ondas com polarizagdo paralela 06 !
04 4
IR Eo,, 2 a—pf 2 02| B % [
S NCNC N N
I EOI a + /8 000" 10° ‘ 20° 30° 40° 50° 60° 7(‘)D ‘ 80° 90° o

Imagem Griffiths, 2017

IT €2V EOT 2 COS 0T B 2 2
= — = — =«
I7 €101 \ Fo, cos 0 a+
% Gréfico para a interface ar/vidro. Note que

R + T =1 por conservagdo de energia.

] 4476



Ondas eletromagnéticas em condutores

%* No caso de condutores, a densidade de corrente livre J; em geral ndo é zero.

% De acordo com a lei de Ohm, a densidade de corrente livre num condutor é
J; =oE.

* e as equacgdes de Maxwell para meios lineares sao

1 B
() V-E=—pp (iii) VXE:—%
(”) V-B= 0, (Z’L)) V xB = ’ua'E + 'ue(?iE

ot

* A equacdo da continuidade para a carga livre, junto com a lei de Ohm e a lei
de Gauss

__Opy oy _ __c

* para um meio homogéneo e linear, e resulta em
pr(t) = e~ pg(0)
* A carga livre inicial ps(0) se dissipa num tempo caracteristico 7 = ¢/o.
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Ondas eletromagnéticas em condutores

% Assim apds esse transiente, podemos considerar py = 0 e portanto

@) V-E=0, (i) VxE_—aa—]j’
(15) V-B=0, (w) VxB= uaE+ueaE

ot
% e quando o = 0 recuperamos o caso anterior do meio n3o condutor.

% Aplicando o rotacional em (ii) e (iv) como anteriormente:

0’E N E
oz T HTa

’B B
V’B = uea + /waat

2
E =
Vv HE—— P

% que ainda admitem solugdes tipo ondas planas
E(z,t) = Eoei(kz_“’t), B(z,t) = Bgei (k=1
* mas agora o niimero de onda k é complexo:
k= pew? + ipow

] 4676
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Ondas eletromagnéticas em condutores

* vamos calcular as partes real e complexa do nimero de onda, que em geral
dependem de w ~
k=k+ir
E? = (k+ik)? = k? — K% + 2ikk = pew?® + ipow
% que pode ser reescrita
[(k* — k%) — pew?] + i [2kk — pow] = 0

% as duas partes tem que ser nulas simultaneamente. Temos ent3o duas
equacdes e duas incégnitas, k e K.

* Da dltima relag3o (parte complexa) temos k = 1pow/k

* e substituindo o resultado na parte real:

2 _ .2 2 1 ’ 2 1 (1 ’ 2
k*—k°=k"— iuaw/k :kfﬁ Fhow | = pew

% que pode ser arrumada:

2
kY — (usw2) - <;uaw> =0
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Ondas eletromagnéticas em condutores

* A equacgdo quartica para k pode ser resolvida como quadratica: vamos definir
— 12 — 2 — 1 2
r=k ,a:l,b:—(,usw ) ec:—(iuow)

* que se reduz a ax? + bz + ¢ = 0. Assim

bF 1 1 A
p— TN TRAC k2 = 3 + (pew?) F \/(u6w2) +4 <2MUW>

2a

12 % (new?) [w 1+4m] %(uew ) lm 1+ (;)21

* De um ponto de vista fisico, k? deve ser positivo (raiz positiva).
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Ondas eletromagnéticas em condutores

% Voltando s eq. iniciais para calcular x: k2 = k? — pew?

K2 = ;(uaw)ll—i— 1+(€Z)21—u5w2=;(u5w2)[ ”(;)2‘11

* e finalmente

o o 1/2 a . 1/2
kEw\/Zl 1+(;) +1] , me\/;l 1+(a) —1]

% A parte imagindria de k resulta numa atenua¢do da onda (amplitude
decrescente com quando z cresce):

E(Z,t) _ Eoe—nzei(kz—wt)7 B(th) _ Boe—fizei(kz—wt)
* A distancia na qual a amplitude da onda cai por um fator de 1/¢ é
denominada profundidade de penetracio
1

K

d [m]
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Ondas eletromagnéticas em condutores

* A parte real de k determina o comprimento de onda, a velocidade de
propagacao e o indice de refracdo na forma usual:
2m w ck
A= w=2 -
k k w
* Como anteriormente, as equacdes de Maxwell impdem vinculos sobre as
amplitudes relativas dos campos, fases e polarizacdes.
% Assim, (i) e (i7) proibem componentes longitudinais, os campos s&o
transversais.
% E de novo, (i), e independentemente, (iv), exigem que (se o campo elétrico
estiver orientado na diregdo x):

E(z,t) = Ege "elF2—wtx B(z,t) =

IS ST

Eoefﬁzei(szwt)y

—— S
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Ondas eletromagnéticas em condutores

* O numero complexo k pode ser representado como k = Ke'®, onde

. 2
K=kl =Vk?+ K2 =wA|ep 1+(%) e ¢=tan '(x/k)

% E as amplitudes complexas Ey = Eye’®® e By = Bye'? se relacionam como

Kei®

BoeiéB = Eoe“sE

% Vemos que os campos n&o estdo mais em fase: dp — dg = ¢ (o campo
magnetico estd atrasado em relacdo ao campo elétrico).

—— Ve
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Ondas eletromagnéticas em condutores

* As amplitudes reais se relacionam da seguinte forma:
B, K o\ 2
Bt (2)
FEy w Nl €w
% e finalmente os campos (reais) sdo dados por
E(z,t) = Ege "* cos (kz — wt + 0g) X,
B(z,t) = Bope " cos (kz —wt +dg + @) ¥
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Reflexao numa superficie condutora

* Aqui precisamos utilizar as condi¢des de contorno mais gerais, obtidas no

capitulo 7:
(i) e Ef — exEx = oy, (iii) E|—El=0
1 1
1 — =0, w) —B;——B;= X 1
i) Bf — By =0 j B| B, = K; x 7
1258 H2

% onde oy é a carga superficial livre e Ky é a corrente livre superficial.

% Para condutores que obedecem a lei A
de Ohm (J; = oE) ndo pode haver O @ &
corrente superficial livre pois o , v
campo teria que ser infinito na "

. B, Br
superficie. >

* Vamos supor o mesmo diagrama I Bx g
anterior, aqui o plano xy separa um v
meio linear ndo condutor (1) e um
meio condutor (2) Imagem Griffiths, 2017
] 53/76
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Reflexao numa superficie condutora

* As ondas incidentes, refletidas e transmitidas s3o:

- - - 1 -~ .
E;(z,t) = Eg e'F#wtx, Bi(z,t) = —Eg, 'ty
U1
- - . - 1 -
Er(z,t) = By elTFawtx Br(z,t) = —— Ep, ' ("hiz=ety
U1
- T i(icngwt) N N _ h2 = i(icngwt) ~
ET(Zat) - E‘OT6 X, BT(Zat) - w E‘OT6 y

* como E+ =0 em ambos os lados, (i) resulta que o = 0.
* Como B+ =0 em ambos os lados, (ii) é satisfeita trivialmente.
* A condigdo (4i%) exige que
Eo, + Eo,, = Eo,
% enquanto que (iv) fornece
1

H1V1

ks = - 7 37 1U1
(EOI EOR)_EEOT_Oa ou Eo,—Ey, =BEy,., B= 2w
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Reflexao numa superficie condutora

* E resolvendo o sistema obtemos

- 1-8) = - ) -
EOR: <1—|—B> EO17 EOT: (1—|—B> EOl

% que parece a solugdo anterior para meios dielétricos, mas aqui 8 é complexo.

* No caso de um condutor perfeito (o = o), ky = o0, € 3 = o0, pois no meio 2

5 1/2 5 1/2
k=wy L W1+ (2) +1] L or=wfL W1+ (2) -1
2 €w 2 €w
% e portanto _ ~ ~
Ey, =—FEo,, Eo,=0

* e a onda é totalmente refletida com uma fase de 180°.

* Como o comprimento de penetrac3o para a prata é cerca de 100A, um vidro
com uma fina camada de prata se transforma num 6timo espelho.

—— 5B



Dependéncia da permissividade com a frequéncia

indice de refragdo

% Em geral a permissividade €, a permeabilidade i1 e a condutividade o
dependem da frequéncia (dispersdo).

% Vidros por exemplo tem n =~ 4/€,(\) conforme mostrado na figura abaixo
para um vidro tipico.

% O azul é mais refratado que o vermelho.

1.480 -
1470 F Wz Vermelha
L B‘a‘-\oa Laranja
1460 Amarela
’ Verde
Azul
1.450 . . 1 . 1
4000 5000 6000 7000 Angstroms Violeta
Comprimento de onda, A (no ar)
Imagem Griffiths, 2017 Imagem Tipler, Gene, Mosca, 2004

* A velocidade de cada onda monocromatica é dada pela velocidade de fase
v = w/k enquanto o pulso como um todo se propaga com a velocidade de
grupo dada por v, = dw/dk.

—— e



Dependéncia da permissividade com a frequéncia

* Modelo atdmico classico para descrever a dependéncia da permissividade com
a frequéncia.
% Vamos imaginar os elétrons ligados as moléculas por uma forca elastica

2
-Fligat;ﬁo = —Kmola T = —MwyT, onde wo = Emola /m

* Qualquer potencial de ligacdo pode ser expresso na forma acima, pois em
torno do ponto de equilibrio

U(x) = U(O) + xU/(O) + %mQU”«)) 4o

% onde U(0) =0, dU/dx = —F que é nula no ponto de equilibrio e
kmola = dZU/ dl’2|0.

% O elétron sofre uma forca de arrasto . Elétron
dx
Farrasto = —mWE £ v kmola
% e é "forcado" pela forca externa >
z
Fexterna = qE = qEO COS(Wt) ‘ W Imagem Griffiths, 2017

—— T
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Dependéncia da permissividade com a frequéncia

% Estamos supondo que a forca magnética é desprezivel.
* A segunda lei de Newton aplicada ao elétron
d*z
me—
dt?
d2

"

= Ftot = Eigacéo + Farrasto + Fexterna
dz
+my— + mwir = qEg cos(wt)

% Ou seja, um oscilador harménico amortecido e forcado (o niicleo estd em
repouso).
* A solucdo da equagdo fica mais simples se for considerada como uma eq.
complexa
d’z dx q .
724'_ 7+w :*E()e iwt
dt dt m
% e no estado estaciondrio oscila com a frequéncia da forga externa:

i‘(t) = i‘oe_mw

—— EE



Dependéncia da permissividade com a frequéncia
% Substituindo Z(t) na equagio diferencial obtemos

~ q/m
Tog = 3 /

—————Fp
Wy — w* — W

* que gera um momento de dipolo que é parte real de

Bt) = qi(t) = ——LIm

E, ef’iwt
wg —w? —iqw
0

% Suponha que haja f; elétrons com frequéncia w; e constante de
amortecimento «; em cada molécula. Se ha N moléculas por unidade de
volume, a polarizacdo P é a parte real de

5 _ N¢? fi -
P = J E
m (; w? — w? — iyw

=

* Anteriormente a suscetibilidade elétrica tinha sido definida como P = ¢px.E,
mas agora P n3o é proporcional a E por causa da diferenca de fase. Mas as
quantidades complexas s3o proporcionais e assim definimos uma
suscetibilidade complexa x. ~

P = ¢.E
] 50/76



Dependéncia da permissividade com a frequéncia

* A proporcionalidade entre D e E é a permeabilidade complexa
€ = ¢o (1 + Xe) e a constante dielétrica complexa é

¢ :£:1+Nq22 Ji
" e meg wf-—wQ—i'ij

* A parte imaginaria é importante quando w é préximo das frequéncias
ressonantes w;.

* Num meio dispersivo, a equagdo de onda para uma dada frequéncia é dada
por .
~ 0’E
V2E = éuo——-
€Ho o2
* e admite solu¢des de onda plana

E(z,t) = Eoei(f“_“t)

—— 60776
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Dependéncia da permissividade com a frequéncia

com numero de onda complexo k = +/€uow

*

% que pode ser rescrito k=k+ikeo campo elétrico fica
E(Z, t) _ Eoefnzei(szwt)

* e vemos que a onda é atenuada. Como a intensidade é proporcional a E? ( e
portanto a e~2+%), definimos o coeficiente de absor¢do

o =2k
* A velocidade da onda é w/k, e o indice de refracdo é

ck
w

n =

% observe que aqui k e x sao determinados pelos parametros do oscilador
amortecido.
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Dependéncia da permissividade com a frequéncia

% Para gases, o segundo termo da constante dielétrica complexa é muito
pequeno:

- € Ng? fi
r=—=1 J
€ + Zw2f

€ w? —iyjw

(=)

* e podemos expandir a raiz quadrada na definicdo do nimero de onda
complexo usando v/1+¢ =1+ %5

k= C\/E:

2meo Z w —w2 — iryw

* e da parte real de k obtemos

no kg, N fj(w?;wZ)
w 2meg > (w]?—wz) +'y]2-w2

e da parte imaginaria

N22 A
o= 2K = qu ffy]

meoc (%2 _ w2)2 + ,yjzwz

—— 62776



Dependéncia da permissividade com a frequéncia

* Normalmente o indice de refracdo cresce com a frequéncia, como vimos para
o caso do vidro. Mas na vizinhanga de uma ressonancia o indice de refracdo
cai rapidamente: dispersao anémala.

* A regido de dispersdo andmala (w7 < w < wy) coincide com a regido de
absorcao maxima. A forca externa estd oscilando os elétrons na frequéncia
"favorita” deles.

% Fora da regido de ressonancias

"= 2m6(] Z

% Para a maioria das substancias as frequéncias ‘
naturais w; estdo espalhadas por todo o espectro o
de forma cadtica. Mas para materiais
transparentes, as ressonancias mas proximas
estao no ultravioleta.

—— 63776
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Dependéncia da permissividade com a frequéncia

* Para w < wj
~1
1 1 w? 1 w?
S a- a2\l 2] =21tz
wi —w w5 w3 w5 w5

% e o indice de refracdo é reescrito como

N¢* @ f f
n:1+<2m60;w}-> <2m602 ]>

% ou em termos de comprimento de onda no vicuo (A = 27¢/w)

B

* que é a férmula de Cauchy. A é chamado o coeficiente de refracdo e B é o
coeficiente de dispersao, que funciona bem para a maioria dos gases na
regiao otica.

% O modelo cléssico discutido nesta secdo indica como o movimento harménico
amortecido dos elétrons pode dar conta da dependéncia com a frequéncia do
indice de refragcdo, como ele normalmente cresce com w mas de vez em
quando decresce nas regides andmalas.
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Guias de onda

* Vamos considerar ondas eletromagnéticas no interior de um condutor em
forma de tubo, um guia de onda.

% Supomos um condutor perfeito, ou seja, dentro do condutor E=0e B = 0.

% As condi¢cGes de contorno na parede interna sdo

(i) El=o, iy BL=0

% Cargas livres e correntes serdo induzidas
na superficie de modo que as condi¢des
acima sejam satisfeitas.

% Estamos interessados em ondas
monocromaticas que se propagam no
tubo, portanto tem essa forma genérica

(Z) E(x,y,z,t) = Eo(m,y)ei(szwt)
(i1) ]:))(x, Y, 2,t) = ]:3,0 (z, y)ei(kz_wt) Imagem Griffiths, 2017

% Para os casos de interesse k é real.
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Guias de onda

* Os campos devem satisfazer as eq. de Maxwell no interior do guia de onda:

(i) V-E=0 (idi) VxE:JZ—]?
(ZZ) V-B=0 (ZU) v XBZMQE()%

* As ondas confinadas n3o s3o transversas em geral e cada componente é
funcdo de x e y:

Eo = E,x + B,y + F.2, By = B,x+ B,y + B.z
* As equagles de Faraday e de Ampeére fornecem

0E, 0E, 0B, 0B,  iw

y Cv %P B oy v Px_ Wp

(®) ox oy e () ox oy 2
E, . B, . )

(ii) %y —ikE, = iwB,,  (v) 5ay kB, = —%Ex

(#i1) kE, — = iwB,y, (vi) kB, — 5 — b
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Guias de onda

* As equages (i), (4ii), (v) e (vi) podem ser resolv. para E,, Ey, By e By :

. i 0FE, 0B,
() Ee= (w/c)? — k2 (kéx T Oy >

. i 0E, 0B,
@ 5= e (V%)
T 0B, wOE,
(@) Ba = r =72 (k oz 2 oy >
. i 0B, w OB,
(i) By = (w/c)? — k? (kéy - & ox )

% Se soubermos as comp. longitudinais E, e B, o problema estd resolvido.
* Exigindo que os campos satisfagam V-E =0e V - B = 0 obtemos

I e S
i 22 T o w/e L=

0z 0y?
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Guias de onda

% Se E, = 0 as ondas sdo ondas TE (transversais elétricas), e se B, = 0 sdo
chamadas ondas TM (transversais magnéticas).

% Se ambos E, = 0 e B, = 0 elas sdo ondas TEM. Estas ondas ndo podem
acontecer num guia de ondas oco.
oy

. . 0
* Vamos provar isso. Se E, =0, a lei de Gauss fornece 2= +

0E, 0B, _ 0

ox oy

* Ese B, =0 a lei de Faraday (i) fornece

* Ou seja, o vetor By tem divergente e rotacional nulos e portanto o potencial
elétrico satizfaz a equacdo de Laplace.

* Mas a condicio de contorno para o campo elétrico El = 0 implica que a
superficie é uma equipotencial, e como a equac¢ao de Laplace n3o permite
maximos ou minimos locais, significa que o potencial é constante em todo
lugar e o campo € zero, nao pode haver onda!

% Observe que esse argumento n3o se aplica para um guia de ondas composto
de dois tubos concéntricos, por exemplo.
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Ondas TE num guia de ondas retangular

* Vamos supor que a secao reta do guia de ondas tem altura a e largura b e
vamos discutir ondas TE.
* Temos que resolver

0? 02 2
[a$2+ay+(W/C) :|BZ—O
* sujeita as condicdes de contorno El =0 e B+ =0
% Vamos utilizar a técnica de separacio de varidveis B, (z,y) = X (z)Y (y)

Yﬁ + Xﬂ + [(w/e)* = K*] XY =0
dx? dy? B
% Dividendo por XY e notando que os T"
termos em x e y tém que ser constantes: age
id27X - _ ]2 ld27Y = k2
X drx2 Y dy? [ - - D
* com Imagem Griffiths, 2017
2 2 2 2
—ky —ky + (w/e)" —k” =0 Y
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Ondas TE num guia de ondas retangular

*

*

*  *

A solugdo geral para X ()
X(z) = Asen (kyx) + B cos (kyx)

Mas as condi¢des de contorno exigem que B, seja nuloem x =0e x = a.
Lembrando que ja obtivemos

) 0B, woFE,
B. = (w/c)? — k? (k or 2 oy )

e como E, = 0 para esse tipo de onda, temos que dX /dx devem se anular
emz=0ex=a.

Assm A=0ek, =mn/a, (m=0,1,2,...).
O mesmo vale para Y, e portanto k, = nw/b, (n=0,1,2,...).

e concluimos que

B.(z,y) = By cos(mrx/a) cos(nmy/b)
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Ondas TE num guia de ondas retangular

* Esta solucdo é chamada o modo TE,,,,. O primeiro indice é associado
convencionalmente com a primeira dimens3o. Vamos ent3o supor que a = b.

% O nimero de onda é dado por

k= (w/e)? = 72 [(m/a)? + (n/b)?]

* Quando
w < emy/(m/a)? + (n/b)? = Wi

* o comprimento de onda é imagindrio e ao invés de uma onda progressiva
temos uma onda que é atenuada exponencialmente.

* Assim w,,, € chamada a frequéncia de corte para o modo em quest3o.

* A menor frequéncia de corte ocorre para TEjq:
wio = cm/a
* E frequéncias menores que esta n3o se propagam.

—— T



-
Ondas TE num guia de ondas retangular

% O nimero de onda pode ser escrito de uma forma mais compacta:

ke Vet al,

c

% e a velocidade da onda é dada por

w Cc

ko 1 — (Wmn/w)?

k

* que é maior que c¢. Mas como vai ser discutido num problema, a energia da
onda se propaga com velocidade

1

2
Ug:dk/dw:c 1 — (Wmn/w)” <c
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Ondas TE num guia de ondas retangular

* Vamos supor uma onda plana usual que se desloca num angulo 6 com relagdo
ao eixo z e se refletindo perfeitamente em cada superficie condutora.

* Nas direcBes = e y as ondas refletidas interferem e formam padrdes de ondas
estaciondrias. de comprimentos de onda A\, = 2a/m e A\, = 2b/n, com
nimeros de onda k, = 2m/A\, = mm/a e k, = 7n/b.

* E na direcdo z temos uma onda progressiva com nimero de onda k, = k.

% O vetor de propagacdo para a onda plana original é portanto

K =""%x+™ 4 kz
a b

* e a frequéncia é
w = c‘k" = C\/k2 + 72 [(m/a)? + (n/b)?] =1/ (ck)? + ((.umn)2

v
A A
% Apenas alguns angulos levam ao
padrdo de interferéncia das ondas M
estaciondrias: /\%/i x

cosf) = - =4/1— (Win/w)?
|k | Frentes de onda

z

<

Imagem Griffiths, 2017,

—— 776



-
Ondas TE num guia de ondas retangular

* A onda plana se propaga com velocidade ¢, mas porque ela se desloca num
angulo 6 com o eixo z, sua velocidade ao longo do guia de onda é

vg =ccosf =cy/1— (W /w)?

% A velocidade da onda, por outro lado, é a velocidade das frentes de onda (A,
na figura, por exemplo) no tubo.

* Como a velocidade que uma frente de onda atinge uma praia no mar, as
frentes de onda no interior do tubo pode se mover muito mais rapidamente
do que as préprias ondas:

C Cc

cos 1_ (wmn/w)2

v =
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Linha de transmissao coaxial
% Mostramos que num guia de ondas oco n3o ocorre ondas TEM.
% Mas numa linha de transmissdo coaxial, consistindo de um longo fio de raio a
circundado por uma casca cilindrica de radio b ondas TEM com E, =0 e

B, = podem se propagar.

* Das eq. de Maxwel obtemos —ikE, = iwB, e ikB, = —%E, e portanto

k=w/c

% e as ondas viajam com velocidade ¢ e n3o s3o dispersivas e

cBy =FE, ecB, = —E,

* Os campos E e B s3o perpendiculares e as egqs. de Maxwell fornecem

OF,
ox
0B,
or

oE,
dy
oB,
dy

=0,

=0,

0B,

Or

0B,

0r

oE,

oy 0

0B,

dy 0

b _a:_‘
A

ImagemGriffiths, 2017
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Linha de transmissao coaxial

% Estas s3o as equagoes da eletrostatica e da magnetostética, para o espaco
livre, em duas dimensoes.

% A solugdo com simetria cilindrica pode ser tomada emprestada do problema
de um fio infinito carregado e de uma corrente num fio infinito:

A A
E0(55¢) = ;év B0(8a¢) = g(ﬁ

% para alguma constante A. Substituindo as solugdes genéricas para uma guia
de onda e tomando a parte real:

Acos(kz — wt) 5

E(s»(ﬁ,z,t) = ;
B(s, ¢, z,t) = W‘ﬁ
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