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A descoberta mais importante do sec. XIX

“From a very long view of the history of mankind - seen from, say,
ten thousand years from now - there can be little doubt that the
most significant event of the 19th century will be judged as Maxwell’s
discovery of the laws of electrodynamics. The American Civil War will
fade into provincial insignificance in comparison with this important
scientific event of the same decade.”

Richard Feynmann, Lectures on Physics, vol. I,
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A equacao da continuidade

* A conservacgao local da carga é uma condi¢do importante para o EM:

aQ

% _ _ 3.4

dt 3€ a
S

* onde a carga num volume ¥ é Q(t) = {, p(r,t)dr e a corrente saindo pela
superficie § é §, J - da.
% Com o auxilio do teorema da divergéncia podemos escrever

J @d'rsz V- Jdr
g ot v

% e como a expressao acima é valida para qualquer volume:

% _

- VI

* que é a equacdo da continuidade. Ela estd contida nas equagbes de Maxwell
e serve como um vinculo entre as fontes.
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O teorema de Poynting

* Vamos desenvolver equagOes de conservacio para a energia € 0 momentum.
A densidade de energia e a densidade de momentum serdo expressas como
funcdo da “corrente” de energia e da “corrente” de momentum.

% Do cap.2: o trabalho para juntar uma distribuicdo estética de carga é:

€
We =~ JEQdT
2
e vimos no cap 7 que o trabalho para estabelecer correntes é:
1
W =~ | B%dr
240

% 0 que sugere que a energia total armazenada nos campos eletromagnéticos
por unidade de volume é

1 1
U= - (60E2 I B2)
2 Ho

% Em seguida vamos confirmar a expressdo acima e desenvolver a lei de

conservacao da energia para a eletrodinamica.
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O teorema de Poynting

% Suponha que uma configuracdo de cargas e correntes produza campos E e B
num certo instante . No instante seguinte dt as cargas se movem um pouco.
Qual o trabalho realizado pelas forgas eletromagnéticas que agem nas cargas
em dt?

% De acordo com a forca de Lorentz
F-dl=qE+vxB) vdt =q¢E-vdt

podemos escrever ¢ — pdt e pv — J e portanto a taxa de trabalho realizado

nas cargas é
aw
— = | (E-J)dr
% O trabalho realizado por unidade de volume e de tempo é E - J, que pode ser
expressa apenas em termos dos campos com o auxilio da lei de

Ampere-Maxwell:

1 0E
E-J=—E. B) — ¢E- —
0 (VX ) €0 o
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O teorema de Poynting
% Por meio da identidade vetorial
V- (ExB)=B:-(VxE)—-E-(V xB)
e utilizando-se a lei de Faraday (V x E = —0B/dt) temos

E-(VXB):—B-%—?—V-(EXB)
* Temos também as identidades
B 10 9 JE 10 9
a o (B e ot = 2o ()
% temos 2
1 1 1
EJ=——(eE*+—B*)-—V-(ExB
261?(60 +LL0 ) #OV( x B)

e finalmente temos o teorema de Poynting:

dw d (1 1 1

— =—— | = (eF?*+ —B%)dr— — ¢p(ExB)-d

dt dtL?(eO i )T o JE X B) - da
2
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O teorema de Poynting

% O trabalho realizado nas cargas pela for¢a eletromagnética é igual ao
decréscimo da energia remanescente nos campos menos a energia que fluiu
através da superficie.

* A energia por unidade de tempo e drea transportada pelos campos é
denominada o vetor de Poynting, que é a densidade de fluxo de energia:

1

—(ExB
,Uo( )
* Podemos escrever o teorema de Poynting de modo mais compacto
aw d
—_ = udT—%S-da
dt dt J,

% Se estivermos numa regiéo sem cargas, entdo dW /dt = 0 e portanto

—dT— ffS da——J(V S)dr

e assim temos a “equac¢do da continuidade” para a energia:

ou
Z__v.S
ot v
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Momentum: a terceira lei de Newton para a eletrodindmica

% Suponha uma carga g se movendo com velocidade v; = —vi

% O campo n3o é dado pela lei de Coulomb pois a carga estd se movendo, mas
0s campos apontam para a posicao instantanea da carga.

* A corrente n3o é estaciondria e o campo magnético ndo é dado pela lei de
Biot-Savart, embora ele circule em torno do eixo do movimento com o
sentido dado pela regra da mao direita.

=Y
A
d
a
.

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Momentum: a terceira lei de Newton para a eletrodindmica

*

Agora suponha uma segunda carga com velocidade vy = —v)j

% Suponha que as duas cargas estejam em trilhos e que mantenham as mesmas
direcdo e velocidade. As forgas agindo em cada carga est3o ilustradas na

figura.

* Vemos que a forca eletromagnética de
q1 em @2 é igual em médulo mas n3o
oposta a forca de g2 em ¢, violando
a terceira lei.

* Mas os préprios campos carregam
momentum.

* Para que o momentum total seja
conservado temos que somar o
momentum dos campos.

V2

=A
=

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Tensor das tensoes de Maxwell

* Vamos calcular a for¢a eletromagnética total nas cargas dentro do volume ¢
F:J(E+v>< B)pdr = f (pE +J x B)dr
v v

* E expressar a for¢a por unidade de volume em fungdo apenas dos campos:

f=pE+JxB
1 0E
f:6()(V'E)E+ (‘uOV XB—G(]at) x B
% e utilizando-se a lei de Faraday %—]? =-VxE
%XBZ%(EXB)+EX(VXE)

e portanto a forca pode ser escrita como:

_lBxwxB)- GOE(E x B)

f=¢[(V-E)JE—E x (V x E)] o ot
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Tensor das tensoes de Maxwell

% Para tornar a exp. anterior simétrica, vamos somar um zero (V - B)B.
* Regra do produto no. 2 (cap. 1), para quaisquer dois vetores A e B:

VA-B)=Ax (VxB)+Bx (VxA)+(A-V)B+(B-V)A
% que no nosso caso fica:
V(E?) =2(E-V)E +2E x (V x E)
* e portanto (temos uma expressdo andloga para B)
E x (VXE)=%V(E2)—(E-V)E
% E fazendo todas essas substituicdes chegamos a

f=e[(V-E)E+ (E-V)E] + Mi[(v -B)B+ (B-V)B]
0
1 1 0
— iv <60E2 + MOBQ) - 60@(]3 x B)

—— B
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Tensor das tensoes de Maxwell

% Para simplificar e dar um sentido fisico mais claro a expressdo anterior vamos
definir o tensor de Maxwell:

1 1 1
T’ij = € (E,L'Ej - 25”E2) + % <BzBJ - 2(5”B2)

% composto de nove componentes (Tyy, Tyy, Ty Tys - - -)-
% Delta de Kronecker: (0z5 = dyy = 0.2 = 1) € (0gy = 0. = 6y. = 0)
* Algumas componentes do tensor:
1 1
Tpw = —€0 (B2 — E?2 — E?) + —
oo (B2 = B~ B) 5

1
Ty = €0 (B Ey) + lT (BzBy) (2)
0

(B: — B, - B) (1)

% Observe que é um tensor simétrico Ty, = T},
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Tensor das tensoes de Maxwell

% Como tem dois indices o tensor T;; é também representado por T

* O produto escalar com um vetor é definido a direita e a esquerda:

= > aly, (T-a);= ) Ty

1=x,Y,% 1=x,Y,%

% e o objeto resultante, que sé tem um indice livre, é um vetor. Em particular a
divergéncia de T tem como sua j-ésima componente

(V- T); =0 [(v E)E; + (E-V)E; — lvjE2]
1
uo [(V B)B, + (B-V)B; ffv BQ]

e a forca por unidade de volume pode ser escrita de modo mais compacto:

0S

f=Vv. T -
Y €oto 7,
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Tensor das tensoes de Maxwell

* A forca eletromagnética total nas cargas em ¢/ é (onde o teorema da
divergéncia foi utilizado na primeira integral a direita):

F=Eﬁ?-da—eouoif Sdr
dt J,
K

* No caso estatico o segundo termo da direita se anula e a forca
eletromagnética pode ser expressa inteiramente em termos do tensor das

tensées na fronteira:
F = %? -da
3

Fisicamente ‘T é a forca por unidade de area agindo na superficie.

¥*

% T;; é a forga por unidade de drea na direcdo 7 agindo num elemento de
superficie orientado na direcdo j.

¥*

Elementos diagonais (T4, Ty, T»-) assim fornecem a pressdo.

% Elementos fora da diagonal (T}, T,., etc. ) fornecem o cisalhamento.
] 1437
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Exemplo 1

* Griffiths, ex. 8.2: Determine a for¢a resultante no hemisfério superior de uma
esfera sélida uniformemente carregada de raio R e carga () por meio do
tensor de Maxwell.

Casca esférica

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Exemplo 1

* Griffiths, ex. 8.2: Determine a for¢a resultante no hemisfério superior de uma
esfera sélida uniformemente carregada de raio R e carga () por meio do
tensor de Maxwell.

* A superficie consiste de uma casca esférica
de raio R e de um disco em 6 = 7/2. Para
a casca:

da = R?sen 0dfdor

_ 1 Qf’ X Disco
4dmeg R?

* Em componentes cartesianas

Imagem adaptada de Griffiths, 2017

T = senf cos ¢X + sen f sen ¢y + cos 0z

* e a componente zx tensor fica

2
T.. =e¢FE.E, = ¢ (47T2R2> sen 6 cos 6 cos ¢
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Exemplo 1

* Enquanto as componentes zy e zz s3o dadas por
0 2
T,y = el Ey =€ <47T60R2> sen 6 cos 6 sen ¢

TZZ

2
€0 2 2 g2y _ €0 Q 20 can2
5 (E? - EZ Ey) =5 (47r60R2) (cos® 6 — sen” )

% A forca resultante é claramente na direcdo z, portanto sé precisamos calcular

2
€0 Q
(T) -da), = T.pdag + T.yday + T..da, = ) (47T60R> sen 6 cos 0dfd¢

* e a forca na casca esférica é

2 /2 2

€0 Q 1 Q
Fiasca = — 2 %) 6do = —
2 (47T€0R) WL SenLY Cos 4meg 8R2

—— -
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Exemplo 1

* No disco equatorial:
da = —rdrdoz
% e agora estamos no interior da esfera:

1 Q. 1
 dre R 4’/T60 R3

r(cos ¢X + sen @y)

% e a componente zz do tensor é

2

€0 2 2 2 €0 Q 2
T,,=—(F—FE—F) = —— [ ——

) ( # z y) 2 (47T6()R3) "

Q 2
(T - da), = 5 <47r 0R3) r3drde

* e a for¢a no disco é

2 R 2
€0 Q 3 1 Q

Fiisco = 2 (—% ) 2 dr —
disco = 7 (47reOR3) m L " dre, 16R2
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Exemplo 1

% Portanto a forca total no hemisfério superior da esfera é

_ 1 o3
" drmeg 16R2

% Para obtermos este resultado podemos na realidade utilizar qualquer
superficie que contenha a carga em questdo. Podemos utilizar uma superficie
esférica no plano superior de raio infinito. Como a superficie esférica estd no
infinito, os campos sdo nulos e o tensor é nulo. Mas agora precisamos
calcular o tensor no plano r > R. J4 calculamos a componente zz do tensor:

F= Fcasca + Fdisco

2
€0 2 2 2 €0 Q 2 2
T..=3 (B2 -E.-E;) = > (47760}%2> (cos® 6 — sen® 6)

e fazendonela @ =7w/2e R —r

T — €0 Q 2 1
= 2 \4dmey ) T4

—— 1037
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Exemplo 1

* e de novo utilizando o elemento de drea da = —rdrd¢z

. €0 Q 2 1
(T - da), = 5 <4MO) —drdg

% e a contribuicdo do plano para r > R é dada por

2 o0 2
e [ Q 1 1 Q
-0 ) — _
2 (47r60> ﬂ-f r3dr

R dmeg 8R?
% que é idéntica a da casca esférical

% Observe que um problema de for¢a no volume foi reduzido a um problema de

integracdo na superficie!
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Conservacao do momentum

% De acordo com a segunda lei de Newton, a forca num objeto € a taxa de
variacao do seu momentum:

dpmec
dt

* e a equagdo anterior para a forca total nas cargas em ¥V pode ser reescrita

d mec| d
CPmech _ —eo,uoaj SdT—&-ﬂgT-da
v
3

F =

dt

* onde pmec € 0 momentum mecanico das particulas no volume ¢ e pode ser
interpretada de forma analoga ao teorema de Poynting.

* A primeira integral representa 0 momentum armazenado nos campos

p= Moéof Sdr
v

* enquanto a segunda integral é o momentum por unidade de tempo fluindo
através da superficie.

—— VT



Conservacao do momentum

* Deduzimos ent3o a lei de conservacdo do momentum em eletrodinamica:

d mec d
Pmec _ feoﬂoff Sdr+3€‘T’.da
1%
J

dt dt

* Se o momentum mecéanico cresce, ou 0 momentum dos campos decresce ou
os campos estdo levando momentum pela superficie para dentro do volume.

* A densidade de momentum dos campos é

[ g = Moéos = Eo(E X B) ]

* E o mom. eletromagnético por tempo passando pela drea da é ~T .da

* Se 0 mom. mecénico ndo muda em ¥ temos a “eq. da continuidade” para o
momentum:

%deﬂg?-da:J‘V~?dT e portanto (Z—%:V~?

—— T
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Momento Angular

*

¥*

Os campos eletromagnéticos tiveram origem como um conceito auxiliar de
mediador da forga elétrica e agora s3o os objetos mais importantes do
eletromagnetismo. Eles carregam energia

1 1
U= = <€0E2 + B2)
2 Ho

e momentum g = ¢(E x B)

e talvez ainda de modo menos intuitivo eles carregam também momentum
angular: £ =1 x g = ¢eo[r x (E x B)]

Mesmo campos estaticos podem conter momentum e momentum angular,
desde que E x B seja diferente de zero.

E apenas quando essas contribuigdes do campo sdo incluidas é que as leis de

conservacao sao mantidas.
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Exemplo 2

* Griffiths, ex. 8.4: Imagine um solendide com raio R, n voltas por unidade de
comprimento e corrente I. Duas cascas cilindricas ndo-condutoras de
comprimento [ podem girar em torno do eixo do solendide. A interna ao
solendide tem raio a e contém carga +(@) uniformemente distribuida sobre sua
superficie. A outra, fora do solendide, tem raio b e contém carga —Q).
Supomos [ » b. Quando a corrente no solendide é reduzida gradualmente, os

cilindros comegam a girar. De onde o momento angular veio?
z

TR

e

e}
|

©

~ 1]
= (]

Imamam adantada da Criffithe 2017
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Exemplo 2

* Griffiths, ex. 8.4: Imagine um solendide com raio R, n voltas por unidade de
comprimento e corrente I. Duas cascas cilindricas ndo-condutoras de
comprimento [ podem girar em torno do eixo do solendide. A interna ao
solendide tem raio a e contém carga +(@) uniformemente distribuida sobre sua
superficie. A outra, fora do solendide, tem raio b e contém carga —Q).
Supomos [ » b. Quando a corrente no solendide é reduzida gradualmente, os
cilindros comegam a girar. De onde o momento angular veio?

z
| R,
=
* Vamos mostrar que o momentum angular estava - ]
. )
originalmente nos campos. =
% Antes que a corrente fosse reduzida, entre as b 1
cascas cilindricas havia um campo elétrico e um 0 -0
campo magnético:
\’_U_/
Q 1 D
= —§(a<s<b), B=ppnlz(s<R) _
2mwepl s &

Imamam adantada da Criffithe 2017
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Exemplo 2

% A densidade de momentum em a < s < R:

ponl@ R,
gz,uonS=eo(E><B)=f ¢ e
2mls | ]
S

* A comp. z de densidade de momentum angular d <&

nessa regido é R
+0 -0
_ pond@

(rxg): =— 27l \\_/
B
* Que integrando no volume entre as cascas . _r
o

2 2
7w (R? - a?)1
Imagem adaptada de Griffiths, 2017

L= —%uonIQ (R2 — a2) Z

] 26/37



-
Exemplo 2

* Quando a corrente diminui aparece um campo
coaxial entre as cascas (lei de Faraday):

Z
1 dI R? - R
E=——pon—— >R B
B L dI 3 (s < R) —
N 2uon dts ’ 5 —
b |l
+0 -0
% Que causa um torque no cilindro externo:
e
T
N (—QE) . QRQCUA o
=rx(— = - —Z
b 2#0” i /q:

% que causa um momento angular Imagem adaptada de Griffiths, 2017

1 0 dr 1
L, == 25 | ZZdt = —=puonlQR22
b 2u0nQR ZL i 5 Hom QR"z
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Exemplo 2

% Da mesma forma, para o cilindro interno de raio a ‘ R
N _ L pdl E:”é
o = —3HonQa® 2 =
1 o b||!
Lo = SponlQa”z 0 -0
% e portanto E
;ﬁ
1 . —=
Lem = —iyonIQ (R2 — az) Z 3
=L, + L, Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Campos magnéticos nao fazem trabalho

* Quando um guindaste equipado com um magneto levanta um carro, quem
esta fazendo o trabalho?

* Um carro é feito de material ferromagnético (veja se¢do 6.1.4), que consiste
de elétrons girando formando dipolos magnéticos microscépicos. A
magnetiza¢do é devido a uma corrente superficial ligada (bound) (veja secdo
6.2) e pode ser modelada como um lago de corrente circular.

* Modelo: anel de carga de densidade A girando numa

onde B, é a comp. radial e I = A\wa.
Se o anel sobe dz, dW = 2wa? \wB,dz

. 3
velocidade angular w.
magneto

% A forca magnética para cima no lago: F' = 2nlaBs, g

*

* A forca magnética é perpendicular a velocidade A =
resultante das cargas no anel, portanto ela ndo faz magem adaptada de Grifths, 2017
trabalho.
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Campos magnéticos nao fazem trabalho

* Ao mesmo tempo, uma fem de movimento é induzida no anel, a qual se opde
ao fluxo das cargas e reduz sua velocidade angular:

g&=_2=
dt

S—

% onde d® é o fluxo pela "fita” desenhada pelo anel entre ¢ imagem adaptada de Griiths, 2017
et+dt: d® = B2madz

* A fem é dada por & = §f - dl = f(2ma) onde f é a forca por unidade de
carga. Assim f = —BS%, a forca num num segmento de tamanho dl é fAdl
e portanto o torque no anel é

d
N=a (—Bsdi> A(27a)
% e o trabalho realizado para frear a rotagdo das cargas é Nd¢ = Nwdt ou seja
dW = —2ma* \wB,dz

% O anel é freiado e a energia rotacional que ele perde é igual a energia
potencial que ele ganha.

i (0] camﬁo maﬁnético converte energia de uma forma para outra!!
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Diades, diadicos e tensores

* Gibbs apresentou o conceito de diddico no final do século dezenove para
generalizar a andlise vetorial a problemas nos quais as componentes de
vetores sdo relacionadas de uma forma linear. Atualmente a abordagem
tensorial é predominante mas os diadicos ainda aparecem em eletrodindmica
e em mecanica classica.

* Uma diade é um par de vetores em uma ordem definida: AB ou BA
* Um diddico é um polinémio linear formado de diades: AB + CD + ...

* Uma diade é definida pela seguintes propriedades, onde C é um vetor
qualquer:

(AB)-C=A(B-C) C-(AB)=(C-A)B
% Para vetores fixos A,B, a diada AB define um operador vetorial linear F(C):
F(C)=(AB)-C

* Um operador vetorial linear é chamado também um tensor.

Symon, Mechanics, 1960. Ver cap. 10: Tensor Algebra. Inertia and Stress Tensors.
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Diades, diadicos e tensores

* J4 definimos anteriormente o tensor de Maxwell como o diddico T que ja
numa notagao tensorial:

Z aiTij, (?-a)j: Z Tjiai

1=,Y,2 1=,Y,2
* O tensor de Maxwell é um tensor de segunda ordem que pode ser
representado também por uma matriz 3 x 3 onde 7 é o indice das linhas e j é
o indice das colunas:

Tow Tay Ta- Tpoid Tpydf Thoil
T=(Ty)=| T Tw Ty |=| Twit To9 T,.52
(Tzac sz Tzz T zRL szyy TZZZZ

*Dadosd:(agg ay az)eg:(bw by, bz)aoperagéogzd"(?
b; = 67 Zaz i = a;1i;
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Diades, diadicos e tensores

T,
(bm by bz):(az Qy az) T,
T.

I3

T Txy T
e Ty Ty
T sz Tzz

= ( e + 0yTye + 0. Ton 0Ty + ayTyy + a1y agTey +ayTy, +aT,, )

QL

* e de forma similar ¢ = T .

((Toa ZTUQJ = Tija;

Jj=1
Cl T‘L €T T.Ly T‘L z a’.’L
Cy | = Tyo Tyy Ty ay | =
CZ TZ xr TZy TZ z a z

p Loy + ayTyy + a1y,
a;Tys + ayTy, +a, T,
a;Tog +ayToy +a. T,

% E finalmente, a divergéncia de um tensor V - T". é um vetor e possui a
mesma estrutura matemdtica de b = a - (? vista acima:

Z e
or;
onde a soma é no indice 7, ou seja, nas colunas.
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Diades, diadicos e tensores

* Ou seja, explicitando as componentes:

. s N P Ta::v sz Ta:z
(V : (T) = ( oz oy Oz ) Tyw Tyy Tyz
T,

B or oy 0z
\Y

<
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Interpretacao fisica do vetor de Poynting

LONG PERFECTLY
STRAIGHT CONDUCTING
WIRE WIRE
—| |=—2a
BATTERIES

a)

Imagem adaptada de Smith, 1997

b)

BATTERY
v
|
1
1
1
' 1
112
| (p,¢.2)
2a
B
PERFECTLY
CONDUCTING
|/~ CYLINDRICAL
SHELL
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Interpretacao fisica do vetor de Poynting

~
N

1
!

[ S
i
el

1
I
Y
\

|
|
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|

~ N\
l
i
P

Imagem adaptada de Smith, 1997
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Interpretacao fisica do vetor de Poynting

TITH]
Y
bbb d

LI T A}

RERN
Pretd
[T

Imagem adaptada de Smith, 1997
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