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Até agora: eletrostatica e magnetostatica
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Até agora: eletrostatica e magnetostatica

* Magnetostatica:
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Lei de Ohm

Para que uma corrente exista num condutor, por exemplo, as cargas precisam ser
“empurradas’. Em geral, a densidade de corrente (em [C/s.m?]) é proporcional
a forca por unidade de carga:

J =of

onde o é a condutividade do material (ou resistividade p = 1/0  [Qm]).
Mesmo isolantes conduzem um pouco, mas geralmente podemos considerar
metais como condutores perfeitos ¢ = o0 e isolantes o = 0. A for¢a que age nas
cargas é a forca eletromagnética e a densidade de corrente fica:

J=0(E+vxB)
Como a velocidade das cargas é pequena:
J=0E
que é conhecida como a lei de Ohm.
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Tabela de resistividade

Material Resistivity Material Resistivity
Conductors: Semiconductors:

Silver 1.59 x 1078 Sea water 0.2

Copper 1.68 x 107*  Germanium 0.46

Gold 2.21 x 107  Diamond 2.7
Aluminum 2.65 x 1078  Silicon 2500

Iron 9.61 x 10°%  Insulators:

Mercury 9.61 x 1077 Water (pure) 8.3 x 10°
Nichrome 1.08 x 107 Glass 107 — 10
Manganese  1.44 x 10~® Rubber 1013 — 1015
Graphite 1.6 x 107°  Teflon 10 — 10*

TABLE 7.1 Resistivities, in ohm-meters (all values are for 1 atm, 20° C). Data from
Handbook of Chemistry and Physics, 91st ed. (Boca Raton, Fla.: CRC Press, 2010) and

other references.

Griffiths, pg 271
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Exemplo 1

* exemplo 7.1 Griffiths

* Um resistor cilindrico de se¢do reta A constante e comprimento L é feito de
um material de condutividade o. Supondo que o potencial seja constante em
cada tampa do resistor e a diferenca de potencial entre elas é V', qual a
corrente que flui?

L

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Exemplo 1

* exemplo 7.1 Griffiths
* Um resistor cilindrico de se¢do reta A constante e comprimento L é feito de

um material de condutividade o. Supondo que o potencial seja constante em
cada tampa do resistor e a diferenca de potencial entre elas é V', qual a
corrente que flui?

" E
* 0 campo elétrico é uniforme no L
interior do fio:
Imagem adaptada de Griffiths, 2017

I:JA:JEA:%V

% e portanto
L
V =RI de R=—
, onde oA
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Forma mais conhecida da lei de Ohm

A corrente total que flui de um eletrodo para o outro é proporcional a diferenca de
potencial entre eles:

V =RI

onde R é a resisténcia que é uma fungdo da geometria do problema e da conduti-

vidade do material entre os eletrodos. Ela é medida em ohms (1Q = 1V /1A).
Para correntes estacionarias e condutividade uniformes

1
V-E=-V-J=0
g
a densidade de carga é nula e qualquer excesso de carga se encontra na superficie.
A equacdo de Laplace vale no interior de um material 6hmico homogéneo que

conduz uma corrente estaciondria e tudo que foi visto sobre esse assunto pode ser
aplicado para o célculo do potencial.
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Calculo da resisténcia de um condutor

* Quando a geometria ¢ tal que J possa ser determinado facilmente de uma
corrente total I, como o Exemplo 7.1 anterior:

*

*
*
*

Comegamos a solugdo supondo uma 1.

De I, J e E = J/o sdo determinados.

A diferenca de potencial é calculada de V = — {E - dl

A resisténcia R = V/I é independente da I suposta, que serd cancelada no
processo.

* Para uma geometria mais complicada, dadas as equipotenciais dos terminais:

*
*
*

Escolha uma sistema de coordenadas apropriado para a dada geometria;
Suponha uma diferenca de potencial Vj entre os terminais do condutor;
Encontre o campo elétrico no condutor. Se o material é homogéneo, tendo
uma condutividade constante, o método geral é resolver a equagdo de Laplace
V2V = 0 para V no sistema de coordenadas escolhido e ent3o obter
E=-VE

Encontre a corrente total

I=J J~da=J cE - da
A A

Encontre a resisténcia R = Vy /1
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Exemplo 2

* Um material condutor de espessura uniforme h e condutividade o tem a

forma de um quarto de arruela circular, com raio interno a e raio externo b
(se¢do transversal retangular). Determine a resisténcia entre as segBes retas

inicial e final.
b-a.

h

y

% Para referéncia, em coordenadas polares:
VT = a—Ts+lg—ZA +6—Tz
10 aT +182T+(92T
595 s2 092 022
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Exemplo 2

* Um material condutor de espessura uniforme h e condutividade o tem a
forma de um quarto de arruela circular, com raio interno a e raio externo b

(secdo transversal retangular). Determine a resisténcia entre as se¢8es retas
inicial e final.

V=0 em ¢=0
V=V em ¢=m/2.

d*v 2Vo
d¢2_0 V=cio+c V——d)
- 20V -
J=0E ——O'VV——O'—¢¢ R o)

* Integra a J para achar I em ¢ = m/2 na
qual dA = —hdr¢

b =—=—"___1[Q
I =J 3.qa < 2V, (Tdr _200Ve ) b R=F = o
S ™ T

™ a

a
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Modelo microscépico para a resisténcia

* A lei de Ohm é apenas uma relagdo empirica que vale para a maioria dos
materiais.
* Se as cargas estdo submetidas a forcas, por que n3o aceleram e aumentam a
velocidade com o tempo?
% Os elétrons sofrem colisdes frequentes por causa de sua energia térmica.
Supondo uma distdncia média A entre colises:
A 1 a\

t = —  Umed = =0t =
Vterm 2 2Vterm

onde a é a aceleracdo média entre colisdes. Para n moléculas por unidade de
volume e f elétrons livres por molécula, cada uma com carga ¢, massa m, a

densidade de corrente é dada por

nfg\ F ( nfig?

J= nfqvave =
2Uterm M 2MUterm

JE [/

% O trabalho da forca elétrica é convertido em calor no resistor. Se o trabalho
por unidade de carga é V' e a quantidade de carga fluindo por unidade de
tempo é I, a poténcia produzida é P = VI = I’R [W].
] 14/61



Forca eletromotriz

Esquema de uma bateria:

Terminal num

Fonte ideal . N
de fem potencial mais
\ elevado
V,.T—a
Forgas nao
... eletrostaticas
a endem a mover a
Fx tend
n
- carga para um
Vo= E q potencial mais alto
F) —
e k_ q
“*t....., Forga devida ao
campo elétrico
v, b

Terminal num
potencial mais baixo

Imagem adaptada de Serway, Jewett, 2013
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Forca eletromotriz

Potencial entre os terminais cria um |
campo elétrico no circuito, fazendo
a carga se mover

Fonte ideal de fem =
\ E
VT a

=

Vb_

= oo
=)

Quando uma fonte de
fem real (em oposigio

TN

a uma fonte ideal) e conectada,Yah e Fe caem e
Fn > Fe, Fn realiza um trabalho nas cargas

Imagem adaptada de Serway, Jewett, 2013
—— T
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Forca eletromotriz

Duas forgas num circuito: a fonte f; ( F,,/q no esquema da figura anterior) e a
forca eletrostdtica E ( F,/q na figura anterior)

f=1f,+E.

Na bateria a f; é causada por processos quimicos.
O efeito das forcas nas cargas é dado pela integral de linha no circuito:

8Ej€f-d1:j€fs~dl

pois § E - dl = 0 para campos eletrostéticos.
& é a forca eletromotriz ou fem do circuito. E um termo ruim: é a integral de uma
forca por unidade de carga.
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Forca eletromotriz

Numa bateria ideal a forga resultante nas cargas é nula (E = —f).
A diferenca entre os terminais a e b da bateria é

b b
szj E‘d1=J fs~d1=j€fs'd1:8

A fung3o da bateria é estabelecer e manter uma diferenca de potencial igual a
forca eletromotriz.
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Como realmente funciona uma bateria?

Uma fonte de FEM produz campos elétricos que podem produzir trabalho.

% Campos elétricos podem ser criados por campos magnéticos varidveis ou por
separacdo de cargas (caso da bateria).

* N3o existe um “campo elétrico quimico” que separa as cargas.

* Existe sim uma regido na bateria que as cargas se movem em dire¢oes
opostas as dire¢es que o campo elétrico que age nelas indicaria.

% Este movimento é um movimento difusivo andlogo ao movimento sob
gradientes de pressdo osmética.

% O mecanismo responsavel por essa difusdo é a existéncia de estados de
energia mais baixos em uma regido da bateria comparada com uma regido
adjacente.

* O mecanismo de relaxa¢do nestes estados de mais baixa energia é que a real
fonte de energia para o circuito.

Dana Roberts, How batteries work: A gravitational Analog, Am. J. of Phys, 51(9), 1983
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Lei de Faraday

Versdo moderna dos experimentos de Faraday (1831):

Imagem adaptada de Serway, Jewett, 2013

Lei de Faraday Um campo magnético variavel induz um campo elétrico.

Regra de Lenz: A dire¢cdo do campo elétrico na indugcdo magnética se opde a
mudanca de fluxo, ou seja, se um condutor estiver presente a corrente induzida
produz um campo magnético na direcdo que tenta manter o fluxo.

—— e
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Lei de Faraday

Versdo moderna dos experimentos de Faraday (1831):

L

bobina  bobina
primaria secundaria

Imagem adaptada de Serway, Jewett, 2013
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Fem gerada por movimento

% Fonte mais comum de fem: gerador. Explora o movimento de um fio numa
regido com campo magnético.

* Na figura abaixo, um retangulo feito de fio condutor é arrastado para a
direita com velocidade v numa regido de campo magnético.

* Segmento ab: forca quB, corrente na direcdo hordria.

éi:j;fmag-dl:UBh [V] ® b c

!
|
d

* Integral deve ser feita num
instante de tempo fixo. a d

* E assim que a fem é definida.

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Fem gerada por movimento

* Quem prové a energia gasta no resistor? Quem puxa o retangulo!

% Figura: componente da forca magnética para a esquerda quB.

% Forca de arrasto por unidade de carga: farrasto = uB

% O trabalho da forca de arrasto é dado pelo produto escalar entre a forca de
arrasto e a distancia percorrida pela carga (h/cosf). O cosseno do dngulo
entre £, 0510 € dl € sen 6.

h
Jfarrasto ~dl = (UB) <COS€> senf = vBh = &

v b c
A

£ u w h/cos ©

N%\e

|

vB 1

R X G ; '

a a
uB

arrasto
Imagem adaptada-de Griffiths, 2017
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Expressao para a fem de movimento

* Fluxo de B pelo retangulo: @ = {B-da Wb

* Num determinado momento: ® = Bhx

% O fluxo decresce quando o retdngulo se move:
dd dx
— = Bh— = —Bh
dt dt Y

% E pelo resultado anterior, a regra do fluxo para a fem de movimento:

do

§=_——
dt

v

% Foérmula bastante geral:

> Qualquer formato do circuito (no precisa ser retangular);
> Pode se mover em uma direc3o arbitraria;

> Pode se deformar com o passar do tempo, n3o precisa ter forma fixa!
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Prova da regra do fluxo

* Um lago genérico num tempo ¢ e também um tempo infinitesimal dt depois.

* A variacdo do fluxo nesse intervalo é o fluxo na fita que conecta as duas dreas
d® = O(t + dt) — P(t) = Pgira = Sﬁta B-da

* v velocidade do fio, u velocidade das cargas no fio, w =u+ v

da = (v x dl)dt superficie S
dd
i §B (v x dl)

% Como dl é paralelo a u »

o > oY
% = %B . (W X dl) v‘ @ lagono lago no

P tempo () tempo (t+dt)

B:(wxdl)=—(wxB)-dl

%:—jg(wa)-dl

d® f, dl
E = - mag * Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Exemplo 3

* Um retangulo condutor de dimensGes a x b move-se no plano xy com
velocidade constante v = vi conforme a figura. O campo B é dado por
B(z,t) = By coswt cos kz k onde By, w e k sdo constantes. Calcule a fem
induzida no retangulo como fun¢do do tempo. Suponha que em ¢t = 0, = = 0.

y ® B

] 26 /61
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Exemplo 3

* Um retangulo condutor de dimensGes a x b move-se no plano xy com
velocidade constante v = vi conforme a figura. O campo B é dado por
B(z,t) = By coswt cos kz k onde By, w e k sdo constantes. Calcule a fem
induzida no retdngulo como func¢do do tempo. Suponha que em ¢t = 0, = = 0.

g do 0P n 0P dx 0P 0P
= - = —{ — —_— — = —— — —
dt ot  oxr dt ot oz y ®s
T
T+a T+a v b
O(x,t) = J B(xz,t)bdx = J Bgb coswt cos kx . - i
Bob |
= ——{senk(r + a) — sen kx} coswt
® B b ®  Bybk
aa—t = (;{w{sen k(x+a)—sen kx} senwt g—x = (;c {cos k(x+a)—cos kx} cosu
Bobw
&= {senk(z + a) —sen kx} senwt — Bobv{cos k(z + a) — coskz} coswt V'
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Exemplo 4

* exemplo 7.4 Griffiths
* Um disco de metal de raio a gira com velocidade angular w num eixo vertical
dentro de um campo magnético uniforme B que aponta para cima. Um
circuito é estabelecido conectando-se uma ponta de um resistor ao eixo e a
outra ponta a um contato deslizante que toca a borda exterior do disco.
Encontre a corrente no resistor.
B“ ﬂB

contato deslizante

we!

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Exemplo 4

*

exemplo 7.4 Griffiths

* Um disco de metal de raio a gira com velocidade angular w num eixo vertical
dentro de um campo magnético uniforme B que aponta para cima. Um
circuito é estabelecido conectando-se uma ponta de um resistor ao eixo e a

outra ponta a um contato deslizante que toca a borda exterior do disco.
Encontre a corrente no resistor.

% velocidade de um ponto do disco numa
distancia s do eixo é v = ws.

% forca por unidade de carga neste ponto:

contato deslizante
frag = v x B = wsBs

% e portanto a fem é:

we!

@ e wBa? Imagem adaptada de Griffiths, 2017
8= fmagds =wB sds = Vv
0 0 2
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Lei de Faraday

D$; .

(a)

L10)

2%

25

(b)

Campo magnético
variando no tempo

()

Imagem adaptada de Griffiths, 2017

* O famoso artigo de Einstein de 1905 comeca com uma discussdo da Lei de
Faraday: porque o que importa é apenas o movimento relativo entre o

magneto e a bobina?

* A lei de Faraday é uma das leis fundamentais do eletromagnetismo. Vale

sempre!

Um campo magnético varidvel no tempo induz um campo elétrico.
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Lei de Faraday

* Do que ja vimos anteriormente:

d®
§=¢E-dl=——
3€ dt

* Da definigdo de fluxo ® = {B - da

3€E-dl=— B da
ot

* E utilizando o teorema de Stokes  § (V x v)-da=§ v -dl
% Obtemos a lei de Faraday na forma diferencial:

0B

VXE=_§
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O campo elétrico induzido

% Se E vem da lei de Faraday (devido a um B varidvel e p = 0), é
matematicamente idéntico a magnetostatica:

‘B
V-E =0, VXE:—E equivalentea V-B =0, V xB =y

% Portanto podemos utilizar tudo que ja obtivemos para a lei de Biot-Savart:

B(r) = ZL; J J) <7 <r22X g [T]

1 ((0B/ot) x¢ 10 [Bxe |,

- | ——dr'=——= | ——d V

477[ 72 T 47 Ot 2 7 [V/ml

% E se houver simetria no problema, podemos utilizar o que aprendemos com a
lei de Ampere na forma integral (§B - dl = jiolint) S6 que agora é a lei de

Faraday na forma integral
%E ~dl = _de

dt
* Utilizamos a aproximacao quase estatica com o campo B dado pela
magnetostatica (adequada se os campos ndo variam rapidamente e se

lidamos com distancias curtas).
] 32/61
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Exemplo 5 - problema 7.19 Griffiths

Um tordide tem uma secdo transversal retangular, com raio interno a, raio externo
a + w e altura h. Ele é feito de IV voltas do fio por onde passa uma corrente que
cresce numa taxa constante (dI/dt = K). Se w e h sdo ambos bem menores que
a, encontre o campo elétrico num ponto z sobre o centro do tordide.[Dica: Use a
analogia entre a lei de Faraday e campos magnetostaticos, e se refira ao Ex. 5.6]

Solugdo 1 No exemplo 5.6 pede-se para calcular o campo magnético num ponto z
no eixo que passa no centro de um anel circular de raio R que carrega uma
corrente constante I.

A componente horizontal de dB se anula e a componente

vertical é dada pelo cos#, que é constante como 2
B(z) =7 A 058
z)=—1I | —cos
4 72

ol [ cosf ol R?
B(z) = ( 2 )271—R=23/2
r (R? + 22)

b e ;e 3’5761
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Exemplo 5 - problema 7.19 Griffiths

Campo do tordide:
NI(t .
B() = MOTS() no interior
0 no exterior

Fluxo no tordide ( e usando que In(1 +z) =z — 22/2 + 23/3 + ...)

NI(t) (*T™ h NhI(t Nhwl(t
B(t) L()f higs = BONPIQ®) | gy 0y o HoNRwI()
2m @ s 2m a 2ma
d®  poNhwK
E tanto — = ———.
P i 2ma ; —1d® NhwK
E mesmo que B de uma corrente circular: I — T dt = " ora
g Mo —NhwK a? 5o Mo NhwKa ;
2 2ma (a2 + 22)327 4w (a2 + 22)3/2
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Exemplo 5 - problema 7.19 Griffiths

Solucdo 2 Vamos calcular o campo elétrico a partir da férmula de Biot-Savart
quando substituimos J por (—1/u0)0B/ot
1 0B/0t) x ¢
E — _7J‘ ( / ) X ZdT/
47 72
Segundo o enunciado, w < a e h € a e portanto vamos considerar z = 2z — a8,
v?2 = 22 + a®. E da expressio do campo dentro do tordide:
0B B ILLQNdIA o ‘uoNKA

G ome dt? T 2me ©
Calculando o produto vetorial:
0B . NE g (22— as) Lo NK o
— Xt = 7z = 1/2(ZS+GZ)
ot (22 + a?) 275 (22 + a?)

No ponto z do eixo as componentes em § se anulam.

1 f ((0B/ot) x i)zd , 1 J poNKaz

| = A - - | P0T TR

am Jy 22 Am Jv ors! (22 + a2)%?
o NKahwz

4T (2 4 g2)3/? /61
]
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Indutancia

* Nos dois lagos abaixo, se uma corrente I passa pelo lago 1 um campo B, é

gerado.
% O campo B produz um fluxo B, lago 2
no laco 2, ®,. 7
% Pela lei de Biot-Savart B; é B B
1 1
dado por
dly x ¢
B, — @Ilﬂg 1 . (2
4 14 I
. —laco 1

AN

% ou seja, By é proporcional a I3
e da mesma forma o fluxo ®5:

(I)Q = JBl . da2 [ (I)2 = MQIII ]

* onde My [H] é a chamada indutincia mutua dos dois lacos.

Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Indutancia

* Vamos obter uma férmula para a indutancia mutua, expressando o fluxo em
termos do potencial vetor:

CI)Q=JB1oda2=J(VXA1)~da2=§A1~d12

* O potencial de um laco é dado por (veja secdo 5.4 do livro texto):

I [dl
A, = Mol §71 dl,
47 T @ lago 2
% que substituido em ®, 2

(I)2 _ ,uojl § <§ dll) ) d12 lago 1
4m 4 a,

Imagem adaptada de Griffiths, 2017

* temos a férmula de Neumann:
= 1H(henry) =1V.Als=1Qs

My = ZLO %#M [H] = Quantidade puramente geométrica.
T ¢ = Por simetria My, = Mo = M
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Auto-indutancia

* Suponha que agora a corrente [; varie no tempo e uma fem seja induzida no

lago 2:
dd, dIl,

g = 222 _ 0
2 dt dt

* A variagao da corrente I; também gera
uma fem no lago 1: & = L]

% onde a constante de proporcionalidade
L (H) é chamada auto-induténcia ou
indutancia.

dI
§=-L=—

dt Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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Exemplo 6

* A figura mostra uma bobina toroidal retangular com um nimero grande N
de espiras. Faca a hipdtese que a corrente I flui verticalmente nas faces
interna e externa e flui horizontalmente nas faces inferior e superior. a)
Calcule o campo magnético no interior e no exterior da bobina. b) Calcule a
auto-induténcia da bobina.

2b

|=—2a
Sistema de coordenadas apropriado é o ‘ T

cilindrico: _‘[
-

B=Bsp dl=rdpp da=hdrep l

Enrolamento completo
contém N voltas.

Imagem adaptada de Purcell, Morin, 2013
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-
Exemplo 6

* A figura mostra uma bobina toroidal retangular com um nimero grande N
de espiras. Faca a hipdtese que a corrente I flui verticalmente nas faces
interna e externa e flui horizontalmente nas faces inferior e superior. a)

Calcule o campo magnético no interior e no exterior da bobina. b) Calcule a
auto-indutancia da bobina.

% a) Por simetria, o campo magnético é
sempre perpendicular a qualquer secdo
reta da bobina, ou seja, na direcdo g?) e
tem o mesmo médulo para cada raio r
(em rel. ao eixo da bobina). Na lei de
Ampeére, para um circulo no interior do B

h
J

2b

‘ . ‘

bobina, 27rB = N1, e portanto .
B = uyNI/2nr. Seb—a < ao i
campo tende ao de um solenoide l i
infinito de secdo reta retangular Enrlamento conpito
B = ponl, onde n = N/2ma é o
nimero de espiras por unidade de
comprimento. Aqui r &~ a ~ b.

] 40/61

Imagem adaptada de Purcell, Morin, 2013



o
Exemplo 6

* A figura mostra uma bobina toroidal retangular com um nimero grande N
de espiras. Faca a hipdtese que a corrente I flui verticalmente nas faces
interna e externa e flui horizontalmente nas faces inferior e superior. a)
Calcule o campo magnético no interior e no exterior da bobina. b) Calcule a
auto-indutancia da bobina.

* b)
® —hf poNT | poNTh (D R
! 27TT 2 a ‘ ‘
/LoNQIh b j
dby="——In|- ]
2T a i
_d®  poN*h (b dI |
& = = n(=2)=
Cdt 2 a/ dt i o
N2h b Imagem adaptada de Purcell, Morin, 2013
7 _ Ho n (> I
2T a
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Energia em campos magnéticos

* Quando a corrente comeca a fluir num circuito um trabalho contra a fem
reativa tem que ser realizado para estabelecer a corrente. Ele é recuperado
quando a corrente é desligada.

% O trabalho feito no circuito numa unidade de carga contra a fem numa volta
no circuito é —&. O trabalho total por unidade de tempo é:

aw dl
— =—6I=L1—
dt dt

% que integrado no tempo (corrente inicial nula):
1
W =_LI’
2

% que depende apenas da geometria e da corrente final, ndo importando quanto
tempo foi necessario para estabelecer a corrente.
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Energia em campos magnéticos

% Vamos expressar W de uma forma mais geral. Sabemos que ® = LI. Por
outro lado

Q:JB-da:J(VxA)-da:fﬁA-dl
* Assim LI = § A - dl e portanto
W—llfﬁA dl = le(A 1)dl
2 2

* que pode ser generalizado para correntes volumares:

1
W = 5L(A~J)d7

% Utilizando a lei de Ampere V x B = p9J podemos eliminar J da expressao

W——JA (VxB
240 Jdr
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Energia em campos magnéticos

* Uma integracdo por partes transfere a derivada de B para A:

V.- (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)

A (VxB)=B-B-V-(A xB)

% e portanto

* integrando em todo o espaco

1
210

todo o
espago

B%dr

~

_J- B?dr — JV (A x B)dT]

f B?dr — J;(A x B) - da

v

L S

( a corrente é nula fora do volume inicial)
Pode-se considerar a energia
armazenada

> no campo magnético ou

> na distribuicdo de correntes

) 1(A - J) por_unid. de volume
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Energia em campos magnéticos

* N3o é dbvio porque se gasta energia para estabelecer um campo magnético,
Jja que campo magnético nao realiza trabalho.

* Como n3o havia campo magnético antes, estabelecer o campo significa variar
o0 campo magnético, que induz um campo elétrico.

% O campo elétrico realiza trabalho enquanto o campo magnético varia (antes
e depois 0 campo elétrico é zero).

% As férmulas de energia magnética e elétrica (veja cap. 2 Griffiths) so muito
semelhantes:

1
Welet = 5 J(Vp)dT = 650 Esz

1 1
mag = = |(A-J)dr = — | B%d
Woze 2J( - 2qu !
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N
Eletrodinamica antes de Maxwell

* Até aqui as equagdes que dio a dindmica dos campos elétricos e magnéticos:

1
V-E=—p
€0
V-B=0
0B
E=_2
v ot
V x B = updJ

% Existe uma inconsisténcia clara no conjunto de equag¢des. A aplicagdo do op.
divergéncia na equagao de Faraday

V-(VxE)—V-(—aa]?)——;(V-B)

* e temos zero nos dois lados da equacgdo.
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Eletrodinamica antes de Maxwell

* A aplicagao do op. divergéncia na eq. de Ampere:
V- (VxB) = puo(V-J)

% onde o lado esquerdo é zero mas o direito em geral ndo é: (V- J) é zero
sempre para correntes estacionarias.

* Forma mais fisica de ver o problema. Imagine o capacitor da figura sendo
carregado:

. s lago amperiano
% Para calcular B pela lei de Ampére agoamp

<§B -dl = poliy preciso escolher a . N
superficie delimitada pelo lagco
amperiano
Capacitor I
> sup. disco escuro: [,y = 1
[}

> sup. baldo claro: [;,; =0 I
bateria Imagem adaptada de Griffiths, 2017
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" Corrente de deslocamento” de Maxwell

% Voltando ao problema da divergéncia da densidade de corrente nem sempre
ser zero na eq. de Ampere:

op 0 0B

* e se a equagao de Ampeére for reescrita com um termo adicional a
inconsisténcia desaparece:

oE
V x B = pugJ + poco o,

* O nome "deslocamento”é histérico, pois Maxwell construiu um modélo
mecanico para o campo eletromagnético no vacuo, supondo que o vacuo
seria um meio eldstico conhecido como éter.
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" Corrente de deslocamento” de Maxwell

* O novo termo (que n3o é uma corrente) resolve o problema do capacitor
carregando. Suponha que o campo seja constante entre as placas:

1 1Q
E=—0=—2X
7 €0A

* onde @ é a carga na placa e A a area. Entre as placas:
oE 1 dQ 1

Ot eAdt €A

e a lei de Ampére completa na forma integral fica:

JE
%B ~dl = poling + Moﬁof ((%) - da

* Agora vamos escolher a superficie atravessada pela corrente:

> sup. disco escuro: E=0¢€ [ine =1
= sup. baldo claro: i = 0 mas §(0E/dt) - da = I/eo

* N3o ha mais inconsisténcia.
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" Corrente de deslocamento” de Maxwell

% Como se compara o novo efeito fisico predito por Maxwell com a corrente
usual?

* Suponha a vizinhanca de um fio no qual passa uma corrente alternada. No
interior do fio a corrente é J = oE.

% A corrente alternada produz um campo elétrico dado por E = Ee™? e

portanto
OE E
— =iwE > |—|~w|F
ot ‘ ot ]
% e assim, a razao dos efeitos das duas " correntes”é dada por
|50 oK Eow 19 W
otl ~ 2“7 ~885x 10712. =
|cE| o o

* e utilizando-se valores tipicos para um fio de metal da rede elétrica
o>107(Q-m)~ ! ew ~ 377 rad/s (v = 60Hz), a razio é < 10 '° , ou seja,
desprezivel nas condi¢Oes quase estacionarias.

M. Nussensveig, Fisica Bsica, vol. 3, 1977, pg 267
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Equacdes de Maxwell

% Assim o conjunto completo de equagbes de Maxwell na forma diferencial
(onde densidades de carga e de corrente, as fontes do campo eletromagnético
sdo explicitadas no lado direito), junto com a forca de Lorentz é dado por:

1
V-E=—p
€0
V-B=0
0B
E R
V xE + T
VXB—M0€Q

=0

oE
Frie pod

N\

J

[ F =¢(E +v x B) ]

% elas d3o conta de fendmenos experimentais desde a escala atémica 10713 cm
(experimento de Rutheford) até campos magnéticos intergaldticos em escalas

astrofisicas.

* Para meios materiais temos que adicionar a polarizacao e a magnetiza¢ao do
meio e as equagdes constitutivas.
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Equacoes de Maxwell na matéria

*

As equacdes de Maxwell estdo completas e corretas na forma que foram
apresentadas anteriormente.

Mas em meio materiais tem uma forma mais conveniente de apresenta-las.
Na matéria existem correntes e cargas ligadas sobre as quais ndo temos
controle. E melhor escrever as equacgdes apenas com as cargas livres.
Vimos que a polarizagao P e a magnetizagdo M podem produzir

p=-V-P J,=VxM

Para o caso n3o estatico: mudanca na polarizagdo envolve um fluxo de
cargas ligadas J,, que deve ser adicionado a corrente total.

Num tubo de matéria: a polarizagdo induz uma densidade de carga o, = P
numa ponta e —o} na outra.

Se a polarizagdo aumenta um pouco, a carga em cada ponta aumenta, e
aparece a corrente:

801, (9P

dl = Pda, = Z 4
at ‘T e da,

acSn & oP
* E a corrente de polarizacdo é dada por J, = 5 +G,,

—Op
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Equacoes de Maxwell na matéria

% A corrente de polarizagao J,, é distinta da corrente ligada Js.
* J; tem a ver com magnetizacao do material e envolve o spin e o0 movimento
orbital dos elétrons.

% J, é o resultado do movimento linear das cargas quando a polarizagao muda.
* Se P aponta para a direita e estd crescendo, cada carga positiva se move um
pouco para a direita e cada negativa um pouco para a esquerda. O efeito

cumulativo é a corrente de polarizagdo.
* A corrente de polarizagcdo deve ser consistente com a equac¢do da
continuidade:
oP 0 Opp

A carga total pode ser separada em duas partes:

¥*

p=prtp=pr—V-P
% E a densidade de corrente em trés partes:

oP
I =T+ Jp 3, =3y +V x M4 =
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Equacoes de Maxwell na matéria

* A equagao de Gauss pode ser reescrita:

1

—(py=V-P)
€0
V.-D = ps onde D=¢E+P

* A lei de Ampere-Maxwell pode ser reescrita:

V-E=

P OE
VXB_MO(Jf+VXM+6t>+MOEO&

oD 1
VxH=J;+— onde =—B-M
ot Ho

% Assim o conjunto completo em termos das cargas e correntes livres:

1
VD= V.B=0
0B oD
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Equacoes de Maxwell na matéria

% O conjunto anterior ndo é mais geral.

* Apenas reflete uma divisdo conveniente da carga e corrente entre partes livres
e ligadas.

% Precisam ser suplementadas pelas relagdes constitutivas que dependem da
natureza do meio.

% Para meios lineares (suscetibilidade elétrica e magnética):
P=ecx.E e M=yx,H

e portanto:

1
D=¢E, e H=-B
I
onde a permissividade e a permeabilidade s3o definidas como:

e=e(l+xe) e p=po(l+xm)

] 55 /61



|
Carga magnética

* Na auséncia de cargas e correntes existe uma simetria que salta aos olhos nas
eq. de Maxwell:

V.E-0 VxE—-B
ot
V-B=0 VXB:M()G()%

* Quando trocamos E — B e B — —pp¢gE ao mesmo tempo a primeira
equacdo se transforma na segunda e a segunda se transforma na primeira.

* Nas equacgdes de Maxwell completas vemos que a presenca de p e J elétricas
quebram a simetria.

% Porque n3o existem cargas p,, e correntes J,,, magnéticas de modo que a
simetria seja restaurada?

0B

1
V-E=—pe VXE=—puoJm——-
€0 ot

JE
VB = uopm VXB:M0J6+M0€05
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|
Carga magnética

% Se cargas p,, € correntes J,,, magnéticas existissem as duas seriam
conservadas:
9pm e
ot ot
% De um ponto de vista da simetria das equa¢des de Maxwell as cargas
magnéticas teriam que existir!

Vdm=— e V.-J.=-

* Que magnetos sempre tenham dois polos é um fato bem estabelecido. No
entanto n3o hd nenhuma lei da natureza que impeca a existéncia de pélos sul
e norte separados, como as cargas elétricas positivas e negativas.

* Mas experimentalmente n3o ha indicios que elas existam na natureza. Muitos
experimentos j& procuraram por elas mas sem éxito.

* A mecanica quantica permite a existéncia de monopolos magnéticos g mas

eles tem que ter o valor g = ffT’Zn onde n é um inteiro (Faremos este célculo

no préximo capitulo).

* A existéncia de monopolos magéticos é uma questdo em aberto.
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Buscas recentes por monopolos magnéticos
Experimento MOEDAL no CERN

% Colisdes de niicleos de chumbo no LHC (no ponto de interacdo do LHCb).

% O campo magnético entre os dois nticleos ~ 10'® T, o maior ja observado no
Universo (10000 vezes o da superficie das estrelas de neutrons).

* Um par de monopolos pode ser criado neste campo.

* O detetor MoEDAL contém um isétopo de aluminio (Al-27) que pode
capturar particulas que possuem cargas magnéticas.

Colab. Moedal, Nature, 2022
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Buscas recentes por monopolos magnéticos

Experimento MOEDAL no CERN

* Producdo de um par de monopolos no campo magnético de dois niicleos de

chumbo.

% Resultados do experimento MoEDAL: exclusdo de monopolos com massa
menor que 75 GeV para cargas de monopolo até n=3.

104

?

102

MASS (GeV/e?)

1014

— Reheating/BBN

=*- Neutron stars
Pb-Pb

—e— This work (FPA)

- This work (LCFA? :

2
MAGNETIC CHARGE (gp)

Colab. Moedal, Nature, 2022
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Buscas recentes por monopolos magnéticos

Experimento lceCube: radiagdo cherenkov no gelo

Colab. IceCube
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Buscas recentes por monopolos magnéticos

Experimento lceCube: radiagdo cherenkov no gelo

* Como miions atravessando o gelo, monopolos produziriam radiagdo
cherenkov, sé que distribuida uniformemente na trajetéria do monopolo.

B BAIKAL S yr
ANTARES 5 yr

*— loeCube § yr

Py, [cm T e l]

Magnetic Through-going Particle Dim L i : T
monopole muon shower muon 05 [ 07 08 75 To

Colab. IceCube, Phys.Rev.Lett, 2022
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