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O momento angular € um dos pontos mais importantes da mecanica quantica. Saber somar dois ou trés momen-
tos angulares € crucial para o entendimento da estrutura das particulas ‘elementares’ como por exemplo os bdrions,
constituidos por trés quarks de spin 1/2, ou dos mésons, constituidos por um quark e um antiquark, ou ainda para
o entendimento das transi¢des de nivel nos dtomos, e nas moléculas. Nesta nota, discutiremos o exemplo mais
simples de adi¢do de momento angular: a adi¢do de dois spins 1/2.

Matrizes e autovetores para o spin 1/2

As matrizes de Pauli em termos das quais descrevemos o spin 1/2 sdo:

omz(?w;oy:(?})i);az:(éfl). (M

As matrizes de spin sdo:

h h h
Sm—iam, SU §O'y, € 52250'2. (2)
O importante operador S? nesta representacdo se escreve:
32 (10
2 _ @2 2 2 _ 2
§* =S80+ +52="] (o . 3)
As relacdes de comutagao relevantes sao:
[Sz, Sy) = hS., [Sy,S:] =ihSy, [S:,Ss) =ihS,, “)
e ainda:
(8%, 5,] = [S?5,] = [S*S.] =0. Q)

Convém lembrar também que os autovetores de .S, sdo:

o= () e =( ). ®)

e os autovetores de S, e S, sdo, respectivamente:
1
( . ) : @)

()

|[+x) =

l+y) =

S-Sl
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Produtos diretos

Vamos precisar também do produto direto entre vetores coluna e matrizes 2 X 2 que descrevem os spins nos
espacos de estados de spin de cada uma das particulas. Se u e v sdo dois autovetores da forma:

|u>—<Z;), |v>—<:}};> ©)

entdo o produto direto entre eles é definido (cuidado com a ordem!) por:

U1v1

o wm C(u ) | wive
el = o= ()= (10

(IHX%]

Notacdo: dependendo das circunstincias, muitas vezes escrevemos simplesmente: |u) ® |v) = |u) [v) = |u;v).
Para matrizes 2 x 2, o produto direto é definido por:

b b a1 B a;2B
A® B = air a2 ® 11 12 _ 11 12 11
< a1 a2 ba1  ba2 axn1 B axB (i
ou,
ai1byy  aibiz aribiz aiibis
Ao B— ay1bar  aiibaz  aizbar  aizbae ' (12)

a21b11  a21biz  agebii  azzbia
a21b21  a21baz  agabar  az2b2n

Esta ¢ a definicdo convencional do produto direto também conhecido como produto de Kronecker ou produto
tensorial.

A base |my,; mo.)
Considere o produto diretd! :

11
‘5; 2
em que fizemos a distin¢do entre o espago de estados de spin da particula 1 e o espaco de estados de spin da
particula 2. Fazendo uso da representagio padrdo do autovetor |4z}, temos:

> = |+2z); ® |+2),. (13)

1
11 1 1 0
‘§,§>—|+z>1®|+z>2—<0)@(O)— 0 (14)
0
Da mesma forma:
0
1 1 1 0 1
0

'H4 muitas opcdes de notagdo, por exemplo:

11
i) = |

37 3) = 1) = bk b2), = Heah, @ 42)

mas, todas querem dizer a mesma coisa: as duas particulas tém a projecdo z do seu respectivo spin apontando no sentido positivo do eixo de
quantizagao.
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(16)

0

1 1 0 0 0
-3-3) =lahel-a,= (1 )e (] )= ¢ a7

Os arranjos de spins que estes kets representam estdo (groseiramente) esbocados na Figura[ll A escolha desta base
¢ de certo modo natural. Lembre-se que temos a liberdade de escolher a base ortonormal que melhor nos aprouver,
independentemente da dindmica da interacdo entre os dois spins.

—A

Figura 1: As quatro possibilidades para o arranjo dos spins de duas particulas de spin 1/2. O diagrama mostra a
proje¢ao do spin ao longo de eixo de quantizacdo, em geral denotado por eixo z.

EXERCICIO 1:| Obtenha os quatro autovetores da base |m.;ma,).

As matrizes S? e S, de um sistema de duas particulas de spin 1/2

O momento angular de um sistema de dois spins se escreve:
S=S1+8S2 (18)
ou, escrevendo explicitamente os produtos diretos:
S=S1®2L+I;®S, 19)

Em particular:

S, =851+ 52: =512 +1; ® S, (20)
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ou ainda:
Ch(1-I 0-I BfI,-1 I,-0
SZ‘i(o-I2 —1-IQ>+§<11-0 L1

Como:

1 0
L =L = —(0 1>7

temos
10 0 0 1 0 0 0 1
Bl o 1 0 0 Rl o -1 0 0 0
SZ_§00—10+§0010_h0
00 0 -1 0 0 0 —1 0

Observe que .S, é uma matriz diagonal. Portanto, seus autovalores sdo: 1,0,0, —1.
Vejamos agora como se calcula S:

S?=(S;+8S,)°=82+8S2+2S,-S,

@1
(22)
00 0
00 0
0 0 O (23)
0 0 -1

Mais sobre isto mais tarde.

(24)

Calculemos cada um dos termos para obter a representagdo matricial de S2. Comecemos com o termo cruzado:

2

S1-Sg = S1452; + S1ySoy + 51252, = T (012020 + 01y02y + 012022) (25)
Em explicitamente termos do produto direto:
h2
SI-S2:Z(O'lm®02m+01y®0’2y+0’1z®0’2z) (26)
0 001
(0 1 [ 0-00p 1-09,\ [0 O 1 0
01m®02w_<1 O)®U2m_<i,o—2m ().0-21>_ 01 0 0 @7
1 0 0 0
0 0 0 1
B —1 [ 0-00y —i-099 \ | O 0O 1 O
01y®0'2y—< 0 >®0'2y—<z'.02y 0-0'2y >_ 01 0 O (28)
1 0 00
1 0 0 0
(1 0 [ 1-02, 0-092; 10 -1 0 O
01Z®02z—<0 _1>®022_(0,0—22 _1.0'22>_ 0 0 -1 0 (29)
0O 0 0 1
Segue que:
0 0 01 0 0 01 1 0 0 0
h? 0 010 0 01 0 0 -1 0 0
StSe="rl g 100 |Tlo1t o0 [T]o 0 1o (30)
1 0 00 10 00 0 0 0 1

ou ainda:
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1 0 0 O
h? 0 -1 2 0
SuSa=77 1 g 9 10 1)
0 0 0 1
Vejamos agora os termos quadraticos:
10 0 0
3n? 37 (10 3 (11, 0-I 3w 101 00
2 _ o _ o _ o 2 2 | _ 27
Si="pheh=7 (0 1>®I2 1 (OJQ 1-11) £ |lo0oo0 10 (32)
0 0 01

Da mesma forma calculamos S%. O resultado, naturalmente, é S2 = S%! Finalmente, podemos agora somar os
termos matriciais para obter (ndo se esqueca do fator 2 que multiplica o termo cruzado!):

ﬁ2
1

O O @

S? =h? (33)

S = O
S = = O
o o O O
O O O N
O = = O
O = = O
DO OO

0

Observe que S? ndo é diagonal na representagao |m1.;ma.).

A base |S, M)

O préximo passo é calcular os autovaloress e autovetores de S? e S.. Depois entdo poderemos diagonalizar a
matriz S2. Isto nos levard 2 uma base alternativa, a base | .S, M), onde S é o nimero quéntico para o spin total e
My a proje¢io do spin total ao longo do eixo de quantizagio. Para diagonalizar S? temos de seguir o protocolo
seguinte:

Passo 1 : resolver a equacio de autovalores para S? determinando os seus autovalores..
Passo 2 : determinar os autovetores correspondentes.

Passo 3 : construir a matriz unitdria U que permite efetuar a diagonalizac¢@o de acordo com a regra:

S2 —yU-ts?y,

diag

onde U~! é a inversa de U. Esta matriz é construida com os autovetores de S2, pois estes autovetores
formam as colunas da matriz U.

Comecemos, pois com a solucdo da equagdo de autovalores:

S* o) = AR o), (34)

onde a constante de Planck ao quadrado aparece no L.D. da equagd@o de autovalores por conveniéncia. Escrevendo

11 1 1 11 1 1
lp) = c1 §,§>+02 5,—§>+CB —§,§>+C4 _55_§>7 (35)
ou, usando os resultados da secdo anterior:
1 0 0 0 c1
_ 0 1 0 0 B Co
|S0> - Cl O + 62 O + C3 1 + C4 O - CS 9 (36)
0 0 0 1 C4
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e substituindo na equacdo de autovalores temos:

2 0 0 0 c1 c1
01 1 0 c2 . C2
0 1 1 0 C3 =A C3 ’ (37)
0 0 0 2 Cq C4

Efetuando a multiplica¢@o matricial e transpondo termos obtemos o sistema linear:

(2—A)'Cl—|—0'02—|—0'03+0'0420,
O'Cl+(1—/\)'02+4'63+0'C4=0,

O-Cl+4-Cg+(1—/\)-03+0'04=0, (38)
O-Cl+0-02+4-03+(2—/\)-C4=0.
Uma solugdo ndo-trivial para este sistema existird se o determinante:
(2-X) 0 0 0
0 (I1=X) 1 0
0 1 (1=2X) 0 (39)
0 0 0 (2-=N),

for nulo. Neste ponto (e nos que vém depois!), pouparemos tempo se fizermos uso de softwares que permitem
célculos simbélicos, como por exemplo, Maple ou o Mathematica. Aqui usaremos um software simples, facil de
ser utilizado, apropriado ao nosso objetivo e que tem a vantagem de ser gratuito: usaremos o Eigenmath, para
calcular determinantes, raizes de equacdes algébricas e operagdes com matrizef]. Voltando ao nosso problema e
com o auxilio do Eigenmath, vemos que a condi¢do de que o determinante formado pelos coeficientes do sistema
linear seja nulo leva a equacdo algébrica do quarto grau:

=622 +1222 -8x =0, (40)
cujas raizes reais (e degeneradas) sdo 0 e 2. Isto significa que uma medida do observével S? tem como resultado

072 ou 2 7i%. E usual escrever os autovalores de S? na forma S(S + 1) 12, Isto significa que S =0 ou S = 1.

E vantajoso lembrar que os operadores S? e S, comutam:

[8%,5.] =885, - 5.8% =0, 41)

consequentemente, podemos determinar um conjunto de autovetores de .S, que também sejam autovetores de S2.
Como na base que estamos utilizando até agora, a base |m1;ma,), 0 operador S, é diagonal, convém resolver:

S ) = Msh |p) (42)
ou ainda
1 0 0 0O c1 c1
0 0 0 O co - C2
"o 00 o0 cs = Msh es “3)
0 0 0 -1 Cq Cq

Observe que podemos inferir imediatamente que os autovalores de S, sdo: 1,0,0, —1 em unidades de 7, mas
observe também que o autovalor nulo é degenerado. A equagdo acima conduz ao sistema:

(1—M5)'Cl+0'C2+0'C3+0'C4:O,
O-Cl+(0—M5)-02+0-C3+0'C4=O,
0-c1+0-co+(0—My)-c3+0-cq =0,
O'Cl+O'CQ+O'63+(—1—MS)-C4:0.

(44)

ZVocé pode descarregi-lo em seu computador, assim como o seu manual em: Eigenmath| Hé versdes para Mac, Windows e Linux.


http://eigenmath.sourceforge.net/

ac tort notas de aula 7

Para S = 0, e logo, necessariamente, Mg = 0, obtemos:

0
1S =0,Mg=0)=| (45)
—cy
0
Os outros trés autovalores, 1,0, —1 devem correspondera S = 1.
Para Mg = 1 obtemos:
C1
[S=1,Ms=1)= 8 (46)
0
Para Ms = 0 obtemos:
0
IS=1,Mg=0)=| (47)
C2
0
E para Mg = —1:
0
[S=1,Mg= —1)= 8 (48)
Cq

Para completar, por simplicidade, escolheremos as componentes dos autovetores acima, que em principio sao
nimeros complexos arbitrarios, iguais a unidade: ¢c; = co = ¢3 = ¢4 = 1. E mais ainda, exigiremos que a base
recém-obtida seja normalizada, isto €é:

(S's M§|S; Ms) = 65+ ns Onrgnas- (49)

O resultado final em nota¢do um pouco mais simplificada como o leitor pode deduzir facilmente sdo os autovetores:

00) = 1) = 10) = % L o-1= (50)

Sl -
[N}

—
[ =)

o O O
= O O O

Uma visdo geométrica (cldssica) destes resultados é mostrada na Figura 2l

Complete os detalhes e obtenha a base ortonormal |.S; Mg)
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Sy S S

So

S
! Y Sz

(a) (b) (©)

Figura 2: Modelo vetorial para S = 1. (a) Mg = +1, (b) Mg = —1, (c) Mg = 0.

A diagonalizacio de S*

Como agora sabemos os autovetores de S?, podemos montar a matriz que permite diagonalizar este operador:

0O 1 0 0
1 1
7% 0 55 0
U= 1 1 )
-5 0 55 0
0o 0 0 1

(51

onde usamos os autovetores de S? como colunas. A matriz inversa, lembre-se que U deve ser unitaria, U -1 =yt

¢ dada por:

S
s

S
S~

s}
o
s}
[

EXERCICIO 3:| Para as matrizes acima, verifique que U ~'U = U U~! = I. Use o Eigenmath.

(52)



ac tort notas de aula 9

Segue que:
0 & - 0 2.0 0 0 0 1 0 0 0000
1 0 0 0 01 10 % 0 5 0 020 0
h? 1 1 1 1 = h? . (53
0 L Lo 01 10 -5 0 % o0 0020
o 0 0 1 0 0 0 2 0O 0 0 1 0 0 0 2

Esta é a representacio do operador spin total S? na representacdo | S; M), Note que os autovalores de S? estdo na
diagonal principal como esperado e que o auto valor 2 /2 e triplamente degenerado.

Verifique a Eq. 53. Use o Eigenmath.

Os coeficientes de Clebsch-Gordon

Os autovetores |S; Mg) podem ser expressos como combinacdes lineares da base formada pelos autovetores
|mq.; ma.). De fato, é facil verificar que:

0 0 0
1 1 1 1 1 0
00) = — = - : 54
AR AV- N IS Bavol I vl oY
0 0 0
0 0 0
1 1 1 1 1 0
10) = — = b 55
S Ao ISR il I ol I o
0 0 0
Portanto, podemos €screver:
1 1 1 1 11
00) = — |s5—= )= — |-=; = 56
0o \/5‘2’ 2> \/5‘ 2’2>’ 0
11
11) = |z = 57
1= |53 ). (57)
1 1 1 1 11
10) = — |=;—= — |—-=:= 58
o \/5‘2’ 2>+¢§‘ 2’2>’ %)
1 1
1—1)=|-=;—=). 59
1 -1 ‘ > 2> (59)

Os coeficientes no L.D. desta transformagao linear sdo chamados coeficientes de Clebsch-Gordon, veja a Tabela
1. O estado |0 0) é muitas vezes chamado de singleto e os estados |1 1), [10) e |[I — 1) formam um tripleto.

A adi¢do de dois spins 1/2 que discutimos aqui é um caso importante, porém particular, de um método geral
para somar dois momentos angulares que € discutido em quase todos os textos de mecanica quantica. Um exemplo
de aplicagnao € ao spin dos barions e dos mésons, veja o exercicio a seguir.



ac tort notas de aula 10

|%v% ‘_%v% ‘%5_% ‘_%;_%>
|1;—1> 1 0 0 0
. _ 1 1
|1,0> 0 75 75 0
. T 1
|0,0> 0 7 7 0
|1;1> 0 0 0 1

Tabela 1: Coeficientes de Clebsch-Gordon para a adi¢@o de dois spins 1/2.

EXERCICIO 5:| Os quarks s@o particulas elementares de spin 1/2. A combinac@o de trés quarks constitui um

barion, por exemplo, o préton, por outro lado, um quark e um antiquark constituem um méson, por exemplo, o
pion neutro 7°. Quais os spins possiveis para os barions e mésons?
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