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1 Gravitação newtoniana e gravitaç̃ao relativı́stica

Das quatro interações fundamentais, a saber: a forte, a fraca, a eletromagnética e a gra-
vitacional, sem dúvida as duas últimas são as que nos sãomais familiares, e destas duas, a
interação gravitacional nos é mais familiar ainda. A interação gravitacional é descrita pela lei
da gravitação universal, proposta por Isaac Newton em 1687 nosPrincipia. De acordo com a
lei da gravitação universal, em notação moderna, a intensidade entre duas corpos puntiformes
da massasm1 em2, que no instantet estão separados por uma distância igual a‖~r2(t)−~r1(t)‖,
onde~r1(t) e ~r2(t) , são vetores de posição das massas em relação a um referencial inercial, é
dada por:

‖~F‖ = G
m1 m2

‖~r2(t) − ~r1(t)‖2
,

ondeG = 6, 67 × 10−11 N·m2/kg2, é a constante de gravitação universal. A lei da gravitac¸ão
universal combinada com as três leis do movimento de Newtonpermite-nos analisar e enten-
der como o sistema solar e muitos outros sistemas similares que interagem gravitacionalmente
funcionam.

A introdução em 1905 da relatividade restrita ou especialresolve problemas teóricos sus-
citados pela teoria eletromagnética de Maxwell, por exemplo, a invariância das equações de
Maxwell, mas ao mesmo tempo cria outros. Entre esses, a necessidade de uma nova teoria da
gravitação compatı́vel com a relatividade restrita. Porexemplo, na expressão acima, os vetores
de posição das duas massas devem ser medidos ao mesmo tempo. Mas a teoria da relatividade
restrita nos ensina que simultaneidade é um conceito relativo, e não absoluto. A gravitação
newtoniana é uma teoria de ação a distância. Aqui temos outro obstáculo, pois a relatividade
restrita estabelece um limite para a velocidade com a qual a informação pode ser transmitida.
Até a época em que Albert Einstein (1879-1955) começa a enfrentar este problema não havia
uma discrepância experimental marcante entre a gravitação newtoniana e os dados experimen-
tais. Ou seja, a teoria da relatividade geral ou gravitação relativı́stica nasce de uma incompati-
bilidade teórica fundamental entre a gravitação newtoniana e a teoria da relatividade restrita. A
busca de uma teoria relativı́stica da gravitação leva a uma ruptura radical com a gravitação new-
toniana. A lei da gravitação universal será no final substituı́da por uma geometrização completa
dessa interação.

Mas, se a gravitação newtoniana é uma teoria bem sucedidaem muitos aspectos – afinal
de contas fomos à Lua com ela! – em que condições a gravitac¸ão relativı́stica deixa de ser uma
exigência formal e passa a ser experimentalmente relevante? Grosso modopodemos respon-
der esta pergunta lembrando-nos do modo pelo qual decidimosse devemos ou não aplicar a
cinemática relativı́stica a um determinado problema. Sev é a celeridade de um corpo, ec é
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celeridade da luz, então sev/c ≪ 1 a situação é não-relativı́stica, por outro lado, sec/v ∼ 1,
então a situação é relativı́stica. Da mesma forma, comodecidimos quando um problema fı́sico
pode ser considerado como quântico? Com as quantidades fı́sicas relevantes do sistema for-
mamos uma grandeza que tenha dimensões de ação=energia× tempo. Se esta quantidade for
muito maior do que a constante de Planck, o problema é clássico, se for da mesma ordem de
grandeza dessa constante, o problema é quântico. Para a gravitação relativı́stica podemos ter
critério similar. De fato, o critério é fixado pela quantidade:

G M

R c2
,

ondeM é a massa da fonte gravitacional eR, o seu raio. Se esta quantidade for muito menor
do que a unidade, o sistema é newtoniano, Se, por outro lado:

G M

R c2
∼ 1,

o sistema exigirá que o analisemos do ponto de vista da gravitação relativı́stica1. O sistema
que estudaremos nestas notas, o buraco negro estelar, satisfaz, como veremos mais adiante, este
critério.

A gravitação relativı́stica é importante também nos problemas relacionados com estrelas de
nêutrons, buracos negros galácticos. Também é importante para a localização precisa de um
ponto sobre a superfı́cie da Terra por meio do sistema GPS.

A gravitação relativı́stica tem seus crı́ticos. Há problemas que ainda despertam a descon-
fiança de alguns teóricos, como por exemplo, a questão da conservação da energia. Argumenta-
se também, por exemplo, que outras teorias da gravitação, inclusive a gravitação newtonia-
na, prevêm a existência de buracos negros. No entanto, elaparece ser a melhor alternativa à
gravitação newtoniana que temos atualmente, pois os experimentos modernos mostram que as
teorias alternativas devem ser descartadas. A teoria prevˆe a existência de ondas gravitacionais.
Até o momento há resultados experimentais muito fortes que indicam a produção dessas ondas.
A detecção direta de ondas gravitacionais, porém, permanece irrealizada. Se tais ondas forem
detectadas será o grande triunfo da teoria.

Nosso portal de entrada ao universo da gravitação relativı́stica será o buraco negro. Estudar
esse sistema particular nos permitirá um primeiro encontro com uma das idéias mais fascinantes
do fı́sica teórica:a atraç̃ao gravitacionalé uma manifestação da geometria do espaço-tempo
do nosso universo!Nas seções seguintes, porém, antes mesmo de atacar o problema do buraco
negro, tentaremos entender e explorar essa idéia fundamental.

1Evidentemente, os critérios expostos apresentam uma faixa ‘cinzenta’ que por simplicidade deixaremos de
comentar por enquanto.
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Figura 1: A mecânica do Sistema Solar é descrita com grandeprecisão pela lei da gravitação
universal. (Ilustração Wikipeadia)

Exerćıcio 1 CalculeG M/ (R c2) para :

(i) a Terra;

(ii) o Sol;

(iii) uma estrela de nêutrons;

(iv) um buraco negro estelar;

(v) um buraco negro galático.

1.1 O princı́pio de equival̂encia de Newton

Considere uma partı́cula de prova de massa inercialm e, em princı́pio, massa gravitacional
mg. A equação newtoniana de movimento se escreve:

m
d2~r

dt2
=
∑

k

~F (~r − ~rk, ~v − ~vk, t) + mg~g, (1)
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onde incluı́mos, por amor à generalidade, a interação dapartı́cula de prova com outras partı́culas
por meio de forças que o princı́pio da relatividade galileano permite. Observe que~g é a
aceleração da gravidade local. Por exemplo, em um ponto a uma distância radialr do cen-
tro da Terra:

~g = −GM⊕

r2
êr. (2)

Considere agora a transformação não linear:

~r = ~r ′ +
1

2
gt2, (3)

que descreve um observador não inercial que ‘cai ’com aceleração local~g(~r), e que deve ser
aplicada à partı́cula teste e às demais partı́culas. Segue que:

m
d2~r ′

dt2
=
∑

k

~F (~r ′ − ~r ′

k, ~v
′ − ~v ′

k, t) + (mg − m)~g. (4)

Se, como os experimentos indicam, a massa inercial e a massa gravitacional são numericamente
iguais, isto é:m = mg, a equação de movimento da partı́cula de prova se escreverá:

m
d2~r ′

dt2
=
∑

k

~F (~r ′ − ~r ′

k, ~v
′ − ~v ′

k, t), (5)

e se a partı́cula estiver isolada do resto,

m
d2~r ′

dt2
= 0, (6)

isto é: a partı́cula estará em queda livre!

1.2 O princı́pio de equival̂encia de Einstein

O papel do princı́pio da equivalência no formulação de Einstein é hoje em dia um tanto
controverso. Entretanto, não há dúvidas de que ele teve grande importância na formulação da
gravitação relativı́stica. Nas palavras de Einstein:

Então ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vida, na forma seguinte: O
campo gravitacional tem existência relativa ... pois paraum observador em que
cai livremente do telhado de uma casa não há – pelo menos nassuas vizinhanças
imediatas – campo gravitacional. De fato, se o observador deixar cair alguns corpos
então estes permanecerão em repouso ou de movimento uniforme relativamente a
ele, independentemente da sua natureza quı́mica ou fı́sicaparticular. O observador
tem o direito de interpretar o seu estado como o de repouso.
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A

B

C

D

Figura 2: Queda livre!. (Foto Wikipeadia)

Há mais de um modo de enunciar o princı́pio da equivalênciana forma fraca, todas equivalentes,
é claro. Uma dessas formas se lê:

Não há arranjo experimental que possa diferenciar uma aceleração uniforme de um
campo gravitacional uniforme.

Outra forma, um pouco mais precisa é:

Todos os laboratórios em queda-livre, não girantes são equivalantes no que diz
respeito às leis da fı́sica.

Evidentemente, os laboratórios em queda livre são os referenciais inerciais de Lorentz, e as
leis da fı́sica são as leis formuladas relativisticamente. Por exemplo, em um laboratório em
queda-livre, não-girante, mas no qual há campos eletromagnéticos, para uma partı́cula de massa
inercialm e cargaq que se move com trivelocidade~v em relação ao mesmo vale a equação de
movimento:

m
du

dτ
= F,

ondeF é o quadriforça que atua sobre a partı́cula:

F =

(

γ
qE · ~v

c
, γq ~E + γ q ~v × ~B

)

.
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A constatação de que um campo gravitacional uniforme podeser eliminado se o observador
passar para o referencial em queda-livre coloca, no contexto, a gravitação no mesmo nı́vel
das forças inerciais da mecânica newtoniana, a força centrı́fuga, a força de Coriolis e outras,
pois tais forças só aparecem em referenciais inerciais acelerados e podem ser eliminadas se o
observador passar para um referencial inercial galileano.

O princı́pio da equivalência enunciado acima é conhecidocomoprinćıpio da equival̂encia
na forma fraca. Ele é válido para campos gravitacionais uniformes. A formulação do princı́pio
na sua forma forte é a que gera controvérsias. Na forma forte forte o princı́pio se lê:

Não há arranjo experimental que possa diferenciar um laboratório localmente ace-
lerado de um campo gravitacional local.

O desenvolvimento teórico da teoria relativı́stica da gravitação leva a um objeto matemático
extremamente sensı́vel à presença de campos gravitacionais locais arbitrários: o tensor de Rie-
mann que coloca em cheque a validade do princı́pio da equivalência na forma forte.

1.3 A duração temporal em campos gravitacionais

Considere a Figura 3. Ela mostra dois relógios idênticos,A e B, acelerados em relação ao
referencial inercialOxy. A Figura 3 mostra também um terceiro relogio,C, não acelerado, em
repouso em relação ao referencial inercialOxy. A idéia é comparar a duração, ou intervalo
de tempo, marcado pelos relógios acelerados com a duração marcada pelo relógio em repouso.
Considere o instante em que o relógioA passa pelo relógioC em quase coincidência espacial
com velocidade instantâneavA. Nesse instante, considere um segundo referencial inercial em
relação ao qual a velocidade instantânea do relógioA seja nula,i.e.: v ′

A = 0 e sua aceleraçãoa ′

seja igual (em módulo) ag. De acordo com as transformações de Lorentz para a (tri)aceleração:

ax =
a ′

x

γ3

(

1 +
V v ′

x

c2

)3 .

o observador inercial medirá uma (tri)aceleração:

ax =
g

γ3
= g

(

1 − v2
A

c2

)3/2

= g
(

1 − β2
A

)3/2
, (7)

já queV = vA, v ′

x = 0, e a ′ = g. Por outro lado, a (tri)aceleração em relação ao referencial
Oxy é definida por:
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AB

a ′ = ga ′ = g

C

x

y

O

h

Figura 3: Relógios acelerados. No referencialOxy a separação entre os relógios acelerados é
h.

ax =
dvx

dt
= c

dβA

dt
, (8)

logo,

dβA

dt
=
(

g/c
) (

1 − β2
A

)3/2
, (9)

ou ainda,

dβA

(1 − β2
A)

3/2
=
(g/c
)

dt. (10)

Integrando os dois lados desta equação obtemos:

βA

(1 − β2
A)

1/2
=
(

g/c
)

t + C, (11)

ondeC é uma constante de integração. FazendoβA(0) = 0, segueC = 0. Com um pouco de
álgebra segue também que:
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βA(t) =

(

gt/c

)

√

1 −
(

gt/c

)2
. (12)

O fator cinemáticoγ se escreve:

γA(t) =
1

√

1 − β2
A

=

√

1 +
(

gt/c

)2

. (13)

A relação entre a duração marcada pelo relógio acelerado, que mede tempo próprio, e a duração
marcada pelo relógio em repousoC, que mede tempo coordenado, é dada por:

dτA =
dtC

γA(t)
=

dtC
√

1 +
(

gt/c

)2
. (14)

Segt ≪ c, e t = tA é o instante em que o relógioA passa pelo relógioC, podemos escrever:

dτA ≈ dtC

(

1 − g2t2A
2c2

)

. (15)

Da mesma forma, quando o relógioB passa pelo relógioC:

dτB ≈ dtC

(

1 − g2t2B
2c2

)

. (16)

A razão entre as durações é

dτA

dτB

=

(

1 − g2t2
A

c2

)/

(

1 − g2t2
B

c2

)

≈
(

1 − g2t2A
c2

)(

1 +
g2t2B
c2

)

≈ 1 − 2gh

c2
, (17)

onde usamos a relaçãov2
A = v2

B + 2gh.

Exerćıcio 2 Verifique estes resultados e justifique as aproximações feitas.

Se agora invocarmos o princı́pio da equivalência, podemosafirmar que dois relógios fixos,
A B, colocados em um campo gravitacional uniformeg, e separados por uma distância fixa
h marcam durações diferentes. Portanto, a relação entreas durações depende da diferença de
potencial gravitacional. Aqui, o potencial gravitacionalé aquele que associamos com o campo
uniforme. Do princı́pio de equivalência na forma forte segue que mesmo em camo gravitacional
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não-uniforme os relógios comportar-se-ão da forma discutida acima: isto é: o rı́tmo do relógio
dependerá da sua localização no campo gravitacional.

Os resultados acima sugerem a seguinte generalização: emum campo gravitacional fraco,
mas não uniforme, a métrica do espaço tempo pode ser escrita na forma:

(ds)2 = −
(

1 +
2Φ (~r)

c2

)

(cdt)2 + (dℓ)2 , (18)

ondeΦ (~r) é o potencial gravitacional e(dℓ)2 é a métrica (independente do tempo) do (tri)espaço
convencional. Para uma distribuição localizada de massaesfericamente simétrica, como por
exemplo, no modelo idealizado de uma estrela de raio (aproximado)R, (o nosso Sol, por exem-
plo):

Φ (~r) = −GM

r2
(19)

ondeM é a massa total da distribuição er > R é a distância de um ponto externo à origem
da distribuição.É possı́vel mostrar que para uma métrica estática, isto é, uma métrica que não
depende do tempo coordenado, podemos escrever:

(ds)2 = −e
2Φ(~r)/c2 (cdt)2 + (dℓ)2 . (20)

Na aproximação de campo fraco:

e
2Φ(~r)/c2 ≈ 1 +

2Φ (~r)

c2
. (21)

1.4 O princı́pio de ḿınima ação e a gravitaç̃ao newtoniana no espaçotempo

Considere dois eventos no espaçotempo, digamos,A eB. A distância tipo tempo entre esses
dois eventos é dada por:

c τAB =

∫ B

A

c dτ, (22)

onde,

cdτ =
√

−ηαβdxαdxβ =

√

(cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2. (23)

Se a curva no espaçotempo for descrita em termos de um parâmetro invariante, digamosσ,
definido em um intervalo apropriado, isto é:

xα = xα(σ), σ ∈ [σA, σB], (24)
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a distância tipo tempo assume a forma:

c τAB =

∫ σB

σA

dσ

√

−ηαβ
dxα

dσ

dxβ

dσ
=

∫ σB

σA

dσ

√

(

d(ct)

dσ

)2

−
(

dx

dσ

)2

−
(

dy

dσ

)2

−
(

dz

dσ

)2

.

(25)
O princı́pio de mı́nima ação no espaçotempo quadridimensional se escreve:

δ

(

∫ σB

σA

dσ

√

−ηαβ
dxα

dσ

dxβ

dσ

)

= 0, (26)

que nos conduz às equações de Euler-Lagrange:

∂L

∂xα
− d

dσ

∂L
(

dxα

dσ

) = 0, α = 0, 1, 2, 3; (27)

ondeL é o lagrangiano que aqui assume a forma:

L =

√

−ηαβ
dxα

dσ

dxβ

dσ
=

√

(

d(ct)

dσ

)2

−
(

dx

dσ

)2

−
(

dy

dσ

)2

−
(

dz

dσ

)2

. (28)

Se por exemplo, aplicarmos a Eq. (27) à coordenadax0 = ct, obteremos, lembrando queL não
depende explicitamente das coordenadasxα:

∂L

∂x0
− d

dσ

∂L
(

dx0

dσ

) = 0 − 1

2

d

dσ

(

2

L

dx0

dσ

)

= 0, (29)

ou, simplificando:

d

dσ

(

1

L

dx0

dσ

)

= 0. (30)

Mas,

c dτ = L dσ → dσ

dτ
=

c

L
. (31)

Por outro lado,
d

dσ
→ dτ

dσ

d

dτ
=

L

c

d

dτ
. (32)

Portanto,
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d

dσ

(

1

L

dx0

dσ

)

=
L

c

d

dτ

(

1

L

L

c

d

dτ

)

=
L

c2

d2x0

dτ 2
= 0, (33)

ou ainda:

d2x0

dτ 2
= 0. (34)

Procedendo da mesma forma com as coordendasx1 = x, x2 = y, ex3 = z, obtemos:

d2xα

dτ 2
= 0, (35)

que é a equação newtoniana para uma partı́cula livre no espaçotempo quadridimensional.

Consideremos agora o efeito de um campo gravitacional fraco, representado pelo potencial
gravitacional estáticoΦ(~r), sobre a métrica do espaçotempo:

c dτ =

(

1 + 2
Φ (~r)

c2

)

(

dx0
)2 −

(

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2) , (36)

logo:

c τAB =

∫ B

A

c dτ =

∫ tB

tA

c dt

√

(

1 + 2
Φ (~r)

c2

)

− v 2

c2
, (37)

onde usamos o tempo coordenadot como parâmetro invariante (lembre-se do caráter absoluto
do tempo na mecânica newtoniana). Aquiv2 = ~v · ~v é módulo ao quadrado da trivelocidade:

v2 =

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

+

(

dz

dt

)2

. (38)

Se o campo gravitacional for fraco, podemos escrever:

∫ tB

tA

c dt

√

(

1 + 2
Φ (~r)

c2

)

− v 2

c2
≈
∫ B

A

cdt

(

1 +
Φ (x, y, z)

c2
− (ẋ2 + ẏ2 + ż2)

2 c2

)

.

As equações de Euler-Lagrange se escrevem:

∂L

∂xk
− d

dt

∂L

∂ẋk
= 0, k = x, y, z, (39)
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onde:

L
(

xk, ẋk, t
)

= c +
Φ (x, y, z)

c2
− (ẋ2 + ẏ2 + ż2)

c2
, (40)

é o lagrangiano associado com a métrica. Aplicando as equações de Euler-Lagrange, obtemos
a equação de movimento:

∂Φ

∂xk
+ ẍk = 0, k = x, y, z, (41)

ou ainda:

d2~r

dt2
= −∇Φ. (42)

2 Geod́esicas, curvatura e ḿetrica

Nesta seção, estudaremos alguns aspectos da geometria das superfı́cies bidimensionais (e
tridimensionais!) com curvatura, alguns exemplos das quais são mostradas na Figura 4. Fica-
remos restritos às superfı́cies suaves, i.e.. superfı́cies sem cantos ou arestas, como por exemplo
a superfı́cie dos poliedros. A idéia é ganhar familiaridade com algumas idéias e conceitos da
geometria diferencial que se mostrarão importantes quando fizermos a transição da gravitação
newtoniana para a gravitação relativı́stica.

Figura 4: Superfı́cies hiperbólica, cilı́ndrica e esférica. A curvatura da superfı́cie cilı́ndrica é
nula. A superfı́cie hiperbólica tem curvatura negativa e aesférica positiva.



Notas de aula TORT 1/2011 15

2.1 Superf́ıcies bidimensionais

Uma boa parte da geometria que aprendemos na escola secundária diz respeito à geometria
do plano euclidiano. O que queremos dizer quando afirmamos que a tampa de uma mesa de
jantar ou de uma mesa de bilhar pode ser modelada por uma porção finita de um plano eu-
clidiano? Ora, queremos dizer simplesmente que sobre a tampa da mesa vale o teorema de
Pitágoras, ou que a soma dos ângulos internos de um triângulo vale180 o. Esses teoremas, e
todos os que decorrem dos postulados da geometria de Euclides, podem ser aplicados aos pro-
blemas práticos do mapeamento ou da agrimensura, desde queas medições envolvidas sejam
tais que a curvatura da Terra possa ser desprezada. Mas, e se acurvatura da Terra não puder
ser desprezada? A Figura 5 mostra-nos o que acontece com a soma dos ângulos internos de um
triângulo se o desenharmos sobre a superfı́cie de uma esfera ou de uma superfı́cie em forma de
sela. Evidentemente acurvatura da esfera e da sela têm um papel importante na geometria da
sua superfı́cie.

Figura 5: Sobre a superfı́cie de uma esfera, a soma dos ângulos internos de um triângulo
esférico,α + β + γ, é maior do que180 o. Sobre uma superfı́cie em forma de sela, a soma
dos ângulos internos é menor do que180 o.

Outro conceito importante que nos ajudará a entender a geometria das superfı́cies curvas é
o degeod́esicaou curva geod́esica. Dados dois pontos sobre o plano, o caminho mais curto
entre eles, sabemos todos, é o segmento de reta que os une. Dados dois pontos sobre a esfera
qual o caminho mais curto entre eles? E sobre a superfı́cie emforma de sela da Figura 5? NoGeod́esicas
caso da esfera, será o menor dos arcos do grande cı́rculo queque passa pelos dois pontos, no
caso da sela, a curva geodésica é um pouco mais complexa. Dequalquer modo, para os nossos
propósitos aqui, convém pensar da seguinte forma: dada uma superfı́cie arbitrária, suave, e dois
pontos sobre essa superfı́cie, uma geodésica é uma curva que contém o arco mais curto que une
esses pontos. Há é claro, definições mais rigorosas de curva geodésica, mas por enquanto é
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suficiente ter uma idéia do conceito.

Para introduzir a idéia de curvatura de um modo mais precisoestudemos a circunferência
C de um cı́rculo geodésico de raioℓ. O primeiro passo para construção de um cı́rculo de raioℓ Curvatura
sobre umasuperf́ıcie arbitrária com centro em um pontoO, é traçar algumas curvas geodésicas
representativas que partem do pontoO. A seguir marcamos sobre cada uma das geodésicas, o
ponto cuja distância ao pontoO é ℓ. O lugar geométrico de todos esses pontos, por definição,é
o cı́rculo que queremos. Apliquemos a construção acima àuma esfera de raioR, veja a Figura
15. A circunferênciaC vale:

C = 2π r = 2πR senα, (43)

mas, por definição:

α =
ℓ

R
, (44)

logo

C = 2πR sin

(

ℓ

R

)

. (45)

Vamos supor queℓ ≪ R. Então podemos fazer uso da expansão de Taylor do seno e escrever:

sin

(

ℓ

R

)

≈ ℓ

R
− 1

3!

ℓ3

R3
, (46)

segue então que a circunferência se escreve:

C ≈ 2πℓ

(

1 − 1

6

ℓ2

R2

)

= 2πr

(

1 − 1

6
ℓ2 K

)

, (47)

onde

K :=
1

R2
, (48)

é acurvatura da esfera. A Eq. ( 47) pode ser rescrita na forma:

K =
3

π
lim
ℓ→0

(

2πℓ − C

ℓ3

)

, (49)

que é uma forma mais útil para a identificação do tipo de curvatura que estamos com a qual
estamos lidando, pois nessa forma, podemos estudar a curvatura local de superfı́cies arbitrárias,
como por exemplo, uma superfı́cie em forma de sela de cavalo,ou hiperbólica.Em outras
palavras, podemos considerar a Eq. (49) como a definição de curvatura local para uma
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superf́ıcie bidimensional. Se C < 2πℓ, então a curvatura local é positiva; seC = 2πℓ, a
curvatura local é nula. Finalmente, seC > 2πℓ, então a curvatura é negativa.

b

R

r

α

O

C

b

b

ℓ

Figura 6: Cı́rculo geodésico de raioℓ (em vermelho) sobre uma esfera de raioR.

Exerćıcio 3 A partir da definição de curvatura local de uma superfı́ciebidimensional, calcule
a curvatura local de uma esfera de raioR. Sugest̃ao: refaça o caminho inverso ao que nos levou
à Eq. (49 ).

Para finalizar o exemplo da superfı́cie esférica, façamosum breve cálculo que será útil para
entender as situações mais complexas que nos aguardam. Dado uma geodésica sobre a esfera,
considere como anteriormente a circunferência geodésica de raioℓ, medido a partir do ponto
O. Suponha que você queira calcular uma variaçãodℓ em função der, veja a Figura 5. Note
quer ≥ 0 é um raio extrı́nsico à superfı́cie esférica ao contrário do raio geodésicoℓ e deC que
em princı́pio podem ser medidos com uma trena sem que tenhamos que abandonar a superfı́cie.
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b

b

C = 2πℓ

C < 2πℓ

b

Figura 7: Ilustrando a definição geométrica de curvaturade Gauss.

Essas duas últimas quantidades são chamadas grandezas intrı́nsicas à superfı́cie esférica. A cur-
vatura gaussiana local, dada pela Eq. (49), pode ser determinada sem que precisemos visualizar
a esfera imersa em um espaço de dimensão superior2. Voltemos ao cálculo. Examinando a
geometria da Figura 15, não é muito difı́cil mostrar que:

dℓ =
dr

(

1 − r2

R2

)1/2
, 0 ≤ r ≤ R. (50)

A Eq. (50) nos dá a separação entre duas circunferênciasinfinitesimalmente próximas. No
limite em quer/R ≪ 1, a Eq. (50) nos diz quedℓ → dr. Uma separação finitaℓ pode ser
calculada integrando a equação acima:

ℓ(r) =

∫ r

0

dr ′

(

1 − r ′ 2

R2

)1/2
= R arcsen

( r

R

)

. (51)

Invertendo esta última equação:

2Medidas intrı́nsicas são cruciais para nós humanos que percebemos um mundo tridimensional!
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r = R sen

(

ℓ

R

)

. (52)

Portanto, em função do raio geodésicoℓ (ou raio próprio), a circunferênciaC se escreve:

C = 2πR sen

(

ℓ

R

)

. (53)

Exerćıcio 4 Obtenha as Eqs, (50), (51) e (53) . CalculeC paraℓ igual a um múltiplo inteiro
de2πR. Interprete geometricamente o resultado.

A abordagem à curvatura que desenvolvemos até aqui é chamadageoḿetrica. Esta abor-
dagem fundamenta-se na definição de Gauss, Eq. (49). Entretanto, dependendo da superfı́cie
bidimensional que estamos estudando a definição de Gauss pode ser de diı́cil aplicação prática.
Há, felizmente, outra abordagem à curvatura das superfı́cies bidimensionais que baseia-se no
estudo da distância entre dois pontos da superfı́cie curvainfinitesimalmente próximos. Essa
distância pode ser estudada por meio de um objeto matemático chamado:métrica. Essa abor-
dagem foi desenvolvida por Gauss por volta de 1827 e chama-segeometria diferencial. Para
entendê-la (apenas o suficiente aos nossos propósitos!) precisamos fazer primeiro uma breve
digressão sobre sistemas de coordenadas curvilı́neas, emparticular, as coordenadas curvilı́neas
ortogonais. Comecemos com as coordenadas cartesianasx e y que nos são tão familiares e
que podem ser consideradas como um caso particuları́ssimo de coordenadas curvilı́neas. Por
conveniência futura escreveremos:x = x1, e y = x2. A distância entre dois pontos fixos do
plano infinitesimalmente próximos um do outro em cartesianas é dada por (Pitágoras!):

(ds2) = (dx)2 + (dy)2 = (dx1)2 + (dx2)2 = g11(dx1)2 + g22(dx2)2, (54)

ondeg11 = 1 eg22 = 1, são componentes de um objeto com dois ı́ndices inferiorescristianizado
comotensor métrico oumétrica. Tensores métricos podem ser representados por matrizes.No
caso: Coordenadas

ortogonais;
tensor
métrico

[[g]] =

(

g11 g12

g21 g22

)

=

(

1 0
0 1

)

. (55)

A relação entre as coordendas cartesianas e as plano-polares é:

x = r cos θ, y = r senθ, (56)

ou, fazendox1 = x, x2 = y, x̄1 = r, e x̄2 = θ,
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b

b

b

O

(x, y)
y

x

θ
r

Figura 8: Coordenadas cartesianas e plano–polares.

x1 = x̄1 cos x̄2, x2 = x̄1 senx̄2. (57)

A transformação inversa se escreve:

x̄1 =
√

(x1)2 + (x2)2 ou, r =
√

x2 + y2; (58)

e:

tan x̄2 =
x2

x1
ou, tan θ =

y

x
. (59)

Para calcular a distância entre dois pontos infinitesimalmente próximos em coordenadas plano–
polares escrevemos:

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ = cos θ dr − r senθ dθ, (60)

e:

dy =
∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ = senθ dr + r cos θ dθ (61)

Segue que:
(dx)2 + (dy)2 = (dr)2 + r2 (dθ)2 , (62)
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ou:
(

dx1
)2

+
(

dx2
)2

=
(

dx̄1
)2

+ (x̄1)2
(

dx̄2
)2

, (63)

É fácil escrever o tensor métrico associado com as coordenadas plano–polares:

[[g]] =

(

1 0
0 r2

)

=

(

1 0
0 (x̄1)2

)

. (64)

As coordenadas plano–polares são o exemplo mais simples desistemas de coordenadas cur-
viilı́neas ortogonais. Se você examinar a Figura 8 constatará facilmente que as curvasr =
constante, cı́rculos, interceptam perpendicularmente ascurvasθ = constante, retas, eis a razão
do adjetivoortogonais. Há muitos outros sistemas de coordenadas curvilı́neas ortogonais, em
duas e três dimensões espaciais. A escolha de um sistema emparticular envolve, em geral,
considerações de simetria.

O objeto mais importante no estudo analı́tico das superfı́cies bidimensionais imersas no
espaço euclidiano tridimensional, como por exemplo as superfı́cies representadas na Figura 4,
é sua métricagij. Eis alguns resultados gerais sobre a métrica (sem demonstração!), tenha em
mente quex1 ex2 representam coordenadas curvilı́neas arbitrárias:

(i) De modo geral, a distância entre os dois pontos sobre umasuperfı́cie curva ao quadrado
se escreve:

(ds2) = g11 (dx1)2 + g12 (dx1)(dx2) + g21 (dx2) (dx1) + g22 (dx2)2.

ondegij(x
1, x2), o tensor métrico, pode ser uma função do ponto sobre a superfı́cie cujo

endereço é dado pelas coordenadasx1 ex2;

(ii) o tensor métrico é simétrico, isto é:gij = gji, logo, podemos escrever:

(ds)2 = g11 (dx1)2 + 2g12 (dx1)(dx2)) + g22 (dx2)2;

Esta expressão quadrática é conhecida em geometria diferencial comoprimeira forma
fundamental;

(iii) a primeira forma fundamental tem a importante propriedade:

(ds)2 ≥ 0;
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(iv) qualquer métrica pode ser posta na forma diagonal na qual as componentesg12 = g21 são
nulas. Este tipo de métrica é chamada demétrica ortogonalpois as curvas que formam
o ‘reticulado’ sobre a superfı́cie interceptam-se em ângulos retos. Quando isto acontece,
as coordenadasx1, x2 sobrea superfı́cie são ditas ortogonais. Os sistemas de coordena-
das mais populares: plano-polares, cilı́ndricas e esféricas são ortogonais. Quase todas as
métricas que discutiremos aqui serão ortogonais. O exercı́cio a seguir é uma das poucas
exceções.

Exerćıcio 5 Considere a superfı́cie definida pela equação:

x3 − sen(x1x2) = 0. x1, x2 ∈ (−∞, +∞).

(i) Mostre que:

(ds)2 =
[

1 + (x2)2 cos2 (x1x2)
]

(dx1)2 + 2 x1x2 cos2 (x1x2) dx1 dx2

+
[

1 + (x1)2 cos2 (x1x2)
]

(dx2)2.

(ii) Calcule as componentes do tensor métrico correspondente. As coordenadasx1, x2, são
ortogonais?

(iii) Faça um gráfico tridimensional desta superfı́cie com o seusoftwarefavorito [MAPLE,
Mathematica, ou Maxima (gratuito!!!)].

O fato de utilizarmos coordenadas plano-polares para localizar um ponto no plano não
significa que este tenha curvatura. Da mesma forma, em três dimensões, usar coordenadas
esféricas para localizar um ponto do espaço também não significa que este seja curvo. Dada
uma métrica, como saber se não existe um truque, uma transformação mágica, que mostre que a
superfı́cie é na verdade intrinsicamente plana, em outraspalavras: como saber se uma superfı́cie
é realmente curva do ponto de vista de um bı́pede implume bidimensional? A resposta foi dada
pelo grande Gauss por meio doTeorema Egregium. A fórmula de Gauss nos dá a curvatura localTeorema

Egregiumintrı́nsica da superfı́cie em termos das componentes da métrica e de suas derivadas de primeira
e segunda ordem. Em coordenadas ortogonais (g12(x

1, x2) = g21(x
1, x2) = 0), o teorema,

sumarizado na equação que se segue, envolve apenas as componentesg11(x
1, x2) e g22(x

1, x2).
Ei-lo:
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K = − 1√
g11g22

{

∂

∂x1

(

1√
g11

∂
√

g22

∂x1

)

+
∂

∂x2

(

1√
g22

∂
√

g11

∂x2

)}

, (65)

ou, desenvolvendo as derivadas:

K =
1

2g11g22

{

− ∂2g11

∂ (x2)2 − ∂2g22

∂ (x1)2
+

1

2g11

[

∂g11

∂x1

∂g22

∂x1
+

(

∂g11

∂x2

)2
]

+
1

2g22

[

∂g11

∂x2

∂g22

∂x2
+

(

∂g22

∂x1

)2
]}

. (66)

Tenha em mente que aqui,x1 e x2 são coordenadas curvilı́neas ortogonais arbitrárias. Se, por
exemplo, aplicarmos o teorema ao caso do plano descrito pelas coordenadas plano–polares
obteremosK = 0, como deverı́amos esperar.

Figura 9: Karl Friedrich Gauss (1777–1858) em 1828. A obra deGauss é vastı́ssima e abrange
muitos ramos da matemática. Boa parte dessa obra foi recuperada e publicada postumamente.
Em vida, Gauss publicou relativamente pouco,pauca sed maturaera seu lema. A contribuição
de Gauss à teoria das superfı́cies está em dois trabalhos de 1825 e 1826. (Ilustração Wikipeadia)

Quando as coordenadas que descrevem a superfı́cie não sãoortogonais, oTeorema Egregium
assume uma forma mais complexa.
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Exerćıcio 6 Use oTeorema Egregiume calcule a curvatura de uma esfera de raioR. Você já
sabe a resposta:

1/R2!

Exemplo 1 Eis um exemplo de uma superfı́cie cuja curvatura varia de ponto para ponto. Con-
sidere a superfı́cie bidimensional definida por:

z − e−(x2+y2) = 0, x, y ∈ (−∞, +∞),

que também pode ser escrita na forma:

z − e−r2

= 0, r ∈ [0.∞),

onder2 = x2 + y2. Obviamente estamos usando coordenadas cilı́ndricas e a notação usual.
Observe também quer desempenha aqui o mesmo papel que desempenhou no caso da esfera.
Esta variável não diretamente é acessı́vel aos bı́pedesimplumes bidimensionais que habitam
a superfı́cie dada. Para medirr temos que medir uma circunferênciaC tal quer = C/(2π).
A distância ao quadrado entre dois pontos sobre essa superfı́cie infinitesimalmente próximos
obedece à relação:

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 = (dr)2 + r2 (dθ)2 + (dz)2.

Como:

dz = −2 e−2r dr,

segue que:

(ds)2 = (1 + 4 r2 e−2r2

) (dr)2 + r2 (dθ)2.

Fazendo as identificações:x1 = r e x2 = θ, vemos que o tensor métrico correspondente se
escreve:

[[g]] =

(

g11 g12

g21 g22

)

=

(

1 + 4 r2 e−2r2

0
0 r2

)

.

Observe que quandor → ∞, temos(ds)2 → (dr)2 + r2 (dθ)2, que corresponde a uma métrica
plana. Como a métrica não depende do ânguloθ, o Teorema Egregiumassume a forma particu-
lar:
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K = − 1√
g11g22

∂

∂x1

(

1√
g11

∂
√

g22

∂x1

)

= − 1
√

(1 + 4 r2 e−r2) r2

∂

∂r

(

1√
1 + 4 r2 e−r2

∂
√

r2

∂r

)

.

Efetuando as derivadas e simplificando obtemos:

K = −4 e−2 r2

(−1 + 2 r2)

(1 + 4 r2 e−2 r2)
2 .

O gráfico da Figura 10 mostra o comportamento da curvatura emfunção der. Se a partir
do ponto(x = 0, y = 0, z = 1/e) construirmos com as geodésicas dessa superfı́cie cı́rculos
geodésicos de raioℓ e circunferência2πℓ, como no caso da esfera, a distância entre duas cir-
cunferências geodésicas infinitesimalmente próximas será dada por:

dℓ =
(

1 + 4 r2 e−r2

)1/2

dr,

onde, não custa insistir,r é defindo porr = C/(2π), comC medido sobre a superfı́cie com
uma trena, (lembre-se: você é um bı́pede implume bidimensional!).

Figura 10: A superfı́ciez − e−(x2+y2) = z − e−r2

= 0, e sua curvatura gaussiana. Observe que
a curvatura muda de sinal e que parar → ∞, K → 0, e a superfı́cie torna-se plana.

A curvatura gaussiana é uma propriedade intrı́nsica das superfı́cies. Ela não depende de
uma escolha particular de sistemas de coordenadas, isto é:ela é invariante frente a uma troca
coordenadas. Por exemplo, em coordenadas esféricas, a distância entre dois pontos sobre a
esfera infinitesimalmente próximos ao quadrado é dada por:
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(ds)2 = R2 (dθ)2 + R2 sen2 θ (dφ)2, (67)

ondeR é o raio da esfera,θ é o ângulo polar eφ é o ângulo azimutal. Se no lugar dos ângulos
θ e φ, utilizarmos a coordenadar definida porr = C/(2π), veja a Figura 13 e a Figura 15, a
mesma quantidade será dada por:

(ds)2 = (dℓ)2 + r2 (dφ)2 =
(dr)2

1 − r2

R2

+ r2 (dφ)2, (68)

ondedℓ é dado pela Eq. (50). Quaisquer que sejam as coordenadas, desde que localizem
corretamente um ponto da superfı́cie da esfera, oTeorema Egregiumnos dirá que a curvatura
gaussiana da esfera vale1/R2!

Exerćıcio 7 Calcule a curvatura gaussiana da esfera com as duas métricas dadas acima. Faça
o cálculo com umsoftwareque permita economizar tempo, como por exemplo o MAPLE,
Mathematica, ou Maxima.

Outro modo de perceber a curvatura de uma superfı́cie bidimensional é estudar como duas
geodésicas próximas afastam-se ou aproximam-se uma da outra. Isto nos leva à idéia dodesvio
geod́esica. Consideremos,ad arguendum, dois arcos de grande cı́rculo de comprimentoℓ, isto desvio

geod́esicoé duas geodésicas, sobre a superfı́ce de uma esfera de raioR que partem de um ponto comum,
veja a Figura 11. Da figura, vemos que o comprimento de arcoξ subentendido pelo ângulodφ
se escreve:

ξ = r dφ = R senθ = R sen

(

ℓ

R

)

. (69)

Derivando em relação aℓ duas vezes obtemos:

d2ξ

dℓ2
= −dφ

R
sen

(

ℓ

R

)

. (70)

Multiplicando e dividindo porR e lembrando que a curvatura gaussiana da esfera é1/R2:

d2ξ

dℓ2
= −K ξ, (71)

que é a equação da separação ou desvio geodésico.
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Embora deduzida para a esfera, a Eq. (71) pode ser aplicada às superfı́cies bidimensionais
de modo geral. A solução dessa equação será uma função deℓ e terá a curvatura gaussianaK
como parâmetro. Sendo assim, em princı́pio, podemos medirℓ e ξ sobre a superfı́cie, comparar
os resultados com os previstos pela solução e com isso determinarK. Observe queK pode ser
um parâmetro positivo, negativa, ou nulo. Veja o exemplo e faça o exercı́cio que vem a seguir.

Exemplo 2 ConsidereK > 0. A solução geral da equação do desvio geodésico se escreve:

ξ(ℓ) = ξ0 cos
(√

K ℓ + α
)

,

ondeξ0 e α são constantes que devem ser determinadas com as condições de contorno do
problema. Por exemplo, se supusermos que as geodésicas partem de um ponto comum, como
na Figura 11, então uma solução (falta determinarξ0!) será:

ξ(ℓ) = ξ0 sin
(√

K ℓ
)

.

Tente interpretar geometricamente esta solução. A curvatura é dada por:

K =
1

ℓ2
arcsen2

(

ξ

ξ0

)

.

Considere duas geodésicas que partem do pólo norte da Terra. Acompanhe essas geodésicas até
que interceptem a linha do Equador quando então a separaç˜ao entre elas valeξ0. Sobre a linha
do Equador,ξ = ξ0 e ℓ = (π/2)R. Segue então que:

K =
1

R2
Terra

≈ 1

(6 × 106 m)2
= 1 × 10−12 /m2.

Como a curvatura da Terra se compara com a curvatura de uma bola de futbol?

Exerćıcio 8 Resolva a equação do desvio geodésico paraK = 0 e K < 0. Interprete geome-
tricamente as soluções.

2.2 Curvatura em dimens̃oes superiores

O fato de termos sido até agora obrigados a pensar como bı́pedes implumes bidimensionais
não nos impedirá de estendermos as idéias da subsecçãoanterior para três ou mais dimensões.
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Figura 11: Desvio geodésico sobre uma esfera de raioR.

Eis algumas idéias preparatórias para suavizar a transic¸ão. Do ponto de vista matemático, a
extensão do teorema de Pitágoras paran dimensões,n ≥ 3, é imediata:

(

x1
)2

+
(

x2
)2

+ · · · (xn)2 = R2,

ondeR é a diagonal principal de um paralelepı́pedo den lados. SeR for o raio de uma esfera
imersa em um espaço euclidianon–dimensional (En) então é possı́vel mostrar sem muitas
dificuldades que seu volume e sua área são dados por:

Vn(R) =
πn/2

(n/2)!
Rn; An(R) =

2πn/2

Γ(n/2)
Rn−1,

ondeΓ(n/2) é uma função gama de Euler que no caso é calculada com as f´ormulas:

Γ(1/2) =
√

π; Γ (m + 1/2) =
1 · 3 · 5 · · · (2m − 1)

2m

√
π, m = 1, 2, 3, ... .
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A esfera imersa no espaço euclidiano é denotada porS
n−1, que significa:

S
n−1 = {P (x1, x2, · · ·xn−1)|

(

x1
)2

+
(

x2
)2

+ · · ·
(

xn−1
)2

= R2.},
isto é: o conjunto dos pontosP do espaço euclidianoEn que satisfazem a condição dada. As-
sim, por exemplo, um cı́rculo de raioR pode ser considerado como uma esfera unidimensional
imersa no plano euclidianoE2, ouS

1, isto é:

S
1 = {P (x1, x2)|

(

x1
)2

+
(

x2
)2

= R2}.
Nesse caso, as fórmulas para o volume e a área nos dão:

V2(R) = π R2; A2(R) = 2 π R.

No cason = 3 obtemos as fórmulas usuais:

V3(R) =
4

3
π R3; A3(R) = 4 π R2.

Exerćıcio 9 Calcule o volume e a área de uma esfera imersa em espaço euclidiano de 4 di-
mensões. Repita o cálculo paran = 4.

As superfı́cies imersas em espaços de dimensões maiores do que três – o que significa que
essas superfı́cies têm dimensões maiores do que dois – , também podem ser estudadas com
métodos analı́ticos, isto é, com a geometria diferencial. Entretanto, este é um problema muito
mais complexo do que o das superfı́cies estudadas por Gauss.Em superfı́cies com dimensões
superiores a dois não é possı́vel descrever a curvatura com apenas uma função, a curvatura
gaussianaK computada com oTeorema Egregium. Há necessidade de inventar outras fer-
ramentas. Bernhard Riemann (1826–1866), Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), Gregorio
Ricci-Curbastro (1853-1925), Tulio Levi–Civita (1873-1941), Élie Cartan (1869-1951) e mui-
tos outros são alguns dos grandes matemáticos que inventaram as ferramentas que utilizamos
para investigar a curvatura dessas superfı́cies. Entre essas ferramentas encontramos o tensor
de Riemann. Para os nossos propósitos, é suficiente saber que a curvatura dessas superfı́cies éO tensor de

Riemanndescrita por uma ferramenta matemática que precisa de quatro ı́ndices para ser caracterizada.
Tal ferramenta é conhecida comotensor de Riemann, Rα,β,γ,δ. Cada ı́ndice varia de1 atén.
Portanto, o número de componentes do tensor de Riemann é, em princı́pio,n4. Você consegue
imaginar uma representação matricial desse objeto comn × n × n × n = n4 elementos? Fe-
lizmente, relações entre essas componentes reduzem bastante essse número, embora o números
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das que sobram possa ser mesmo assim desanimador3. Por exemplo, quandon = 4, um caso
brevemente que nos dirá respeito, o número de componentesé 256, mas simetrias envolvendo
as componentes do tensor diminuem para 20 as que devemos calcular. Quandon = 3, e por-
tanto as superfı́cies imersas têm dimensão dois, que sãoos casos que estudamos até agora, as
relações entre as componentes do tensor de Riemann reduzem as 16 componentes para apenas
uma, que se relaciona com a curvatura gaussiana. De fato, pode-se então mostrar que oTeorema
Egregiumse escreve:

K =
R1212

g

ondeg é descriminante do determinante da representação matricial do tensor métrico. Em outras
palavras, a curvatura gaussiana é um caso particular da curvatura mais geral descrita pelo tensor
de Riemann. As componentes do tensor de Riemann são funções do tensor métricogαβ e de suas
derivadas de primeira e segunda ordem em relação às coordenadas empregadas para descrever
a superfı́cie. Um exemplo concreto do que estamos falando éo Teorema Egregium, que, agora
o sabemos, é um caso particular do tensor de Riemann. Se a superfı́cie que você está estudando
for intrinsicamente curva, o tensor de Riemann detectará infalivelmente sua curvatura.

2.3 A superf́ıcie esf́erica tridimensional S3

Sejamos nós bı́pedes implumes bi ou tridimensionais, visualizar estruturas geométricas em
dimensões superiores a três nos é vedado. Nossos cérebros não foram projetados para tal tarefa.
Em quatro ou mais dimensões somos cegos. Cegos, mas capazesde abstrações. Prossegui-
mos formalmente generalizando fórmulas de geometrias quepodemos visualizar e descobrindo
outras. Foi o que fizeram os grandes geômetras que estenderam a geometria diferencial das
superfı́cies bidimensionais às superfı́cies de dimensões superiores. Muitas vezes também pode-
mos construir analogias que podem ser de alguma ajuda nessesespaços de dimensões superio-
res. Nesta subseção, a analogia nos guiará.

Considere a esfera de raioR imersa noE3. O quadrado da distância entre dois pontos
infinitesimalmente próximos se escreve:

3Hoje em dia, os cálculos extensos que envolvem o estudo da curvatura em dimensões superiores são facilita-
dos pelo uso de pacotessoftwaresespecializados, como por exemplo, odifferential geometryou o tensorGRdo
MAPLE.
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Figura 12: Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–66). O texto de sua palestra inaugural de
1854 apresentada na Universidade de Göttingen:Sobre as hiṕoteses subjacentesà geometriáe
um clássico da matemática. Riemann estendeu os conceitosde distância e curvatura aos espaços
n dimensionais generalizando o trabalho de Gauss de 1827. (Ilustração Wikipeadia)

(ds)2 = R2 (dθ)2 + R2 sen2 θ(dφ)2.

Em termos da coordenadar definida porr = C/(2π), a mesma quantidade se escreve (veja a
Figura 13):

(ds)2 =
(dr)2

1 − r2

R2

+ r2sen2 θ (dθ)2 + r2 (dφ)2 =
(dr)2

1 − r2

R2

+ r2
[

sen2 θ (dθ)2 + (dφ)2
]

.

De qualquer modo, como comprovamos antes, a curvatura da superfı́cie esféricaS2 imersa no
E

3 vale1/R2. Em particular, ela não depender. Nosso problema será generalizar esta última
expressão é calcular o quadrado da distância entre dois pontos infinitesimalmente próximos
sobre a superfı́cie de uma esfera imersa em um espaço de quatro dimensões, isto é: queremos
determinar a métrica sobre a superfı́cieS

3.

Comecemos introduzindo o equivalente à coordenadar do casoS2. Para a superfı́cieS3

definiremosr por:

r2 =
A

4π
, (72)
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Figura 13: Figura.

ondeA é o valor da área da esfera ordinária. A áreaA desempenha o mesmo papel que a
circunferênciaC no casoS2, isto é: o valorA é obtido medindo-se a área da esfera ordinária.
O quadrado da distância entre dois pontos infinitesimalmente próximos sobre a superfı́cie se
escreve:

(ds)2 = F (r) (dr)2 + r2
[

(dθ)2 + sen2 θ (dφ)2
]

, (73)

ondeF (r) é uma função que devemos determinar. Para determinar essa função devemos rela-
cioná-la com o tensor de Riemann, em particular com sua forma bidimensional, oTeorema
Egregium. O espaço que estamos considerando é tal que a curvatura todas as superfı́cies
geodésicas devem ter a mesma curvatura gaussianaK. Isto significa que podemos escolher
θ = π/2, isto é, a superfı́cie equatorial, para simplificar os cálculos. Sobre essa superfı́cie:

(ds)2 = F (r) (dr)2 + r2 (dφ)2. (74)

Fazendo as identificaçõesx1 = r e x2 = φ, g11 = F (x1), g22 = (x1)2, podemos fazer uso do
Teorema Egregium, que aqui assumirá a forma:

K = − 1√
g11g22

∂

∂x1

(

1

g11

∂
√

g22

∂x1

)

, (75)

ou, efetuando:

K =
1

2rF 2(r)

dF (r)

dr
. (76)

Em analogia com o casoS2, fazemos a suposiç ao queK não depende der. Lembre-se:r não
é o raio da superfı́cie esféricaS3. TratandoK como uma constante, a equação diferencial pode
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ser facilmente integrada, o resultado é:

F (r) =
1

a − K r2
, (77)

ondea é uma constante de integração. O quadrado da distância entre dois pontos infinitesimal-
mente próximos então se escreve:

(ds)2 =
(dr)2

a − K r2
+ r2

[

(dθ)2 + sen2 θ (dφ)2
]

, (78)

Para determinaa, fazemos a suposição (razoável) que quandoK = 0, a métrica deve tornar-se
euclidiana:

(dr)2

a − K r2
+ r2

[

(dθ)2 + sen2 θ (dφ)2
]

→ (dr)2 + r2(dθ)2 + r2 sen2 θ (dφ)2,

logo,a = 1.

Exerćıcio 10 Resolva a Eq. (76) e obtenha a solução dada pela Eq. (77) .

A distância infinitesimal entre duas superfı́cies geodésicas esféricas e concêntricas é:

ds =
dr√

1 − K r2
. (79)

Portanto, uma distâncias arbitrária medida a partir der = 0, é dada por:

s(r) =

∫ r

0

dr ′

√
1 − K r ′2

=
1√
K

arcsen
(

r
√

K
)

(80)

A distâncias é chamada deraio próprio da superfı́cie esférica. Segue que:

r =
1√
K

sen
(

s
√

K
)

. (81)

Logo, a área dessa hı́peresfera pode ser escrita como:

A = 4πr2 =
4π

K
sen2

(

s
√

K
)

. (82)

Se s ≪ 1/
√

K, (curvatura gaussiana→ 0), entãoA = 4πs2, isto é s torna-se um raio
geométrico comum.
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Exerćıcio 11

(i) Observe que o valor mı́nimo que a Eq. (82) fornece para a área é zero e o máximo4π/K.
Interprete geometricamente estes resultados.

(ii) Obtenha uma equação equivalante à Eq. (82) no caso emqueK = −|K|, isto é: quando
a curvatura é constante e negativa.

2.4 Espaços de Riemann

Para concluir nossa breve excursão através da geometria das superfı́cies suaves, uma palavra
sobre os espaços de Riemann. Espaços de Riemann podem ser definidos como aqueles cuja
distância ao quadrado entre dois pontos infinitesimalmente próximos é dada por:

(ds)2 =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

gij (dxi) (dxj) ≡ gij (dxi) (dxj), (83)

onde introduzimos a convenção de Einstein: um ı́ndice repetido indica soma sobre esse ı́ndice.
As coordenadasxi são coordenadas curvilı́neas arbitrárias. Em princı́pio, (ds)2 é uma quan-
tidade definida positiva, mas na teoria relativı́stica da gravitação essa condição será posta de
lado. Dada uma métricagij, podemos obter calcular värias quantidades importantes para o es-
tudo dessas superfı́cies ou espaços de Riemann, por exemplo: os sı́mbolos de Christoffel, a
equação da geodésica, o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Mas
é importante frisar que o métrica deve ser dada. Como veremos mais adiante, na teoria rela-
tivı́stica da gravitação a métrica fica determinada peladistribuição de matéria e energia. Os
espaços de Riemann deixam de ser de interesse puramente matemático e adquirem uma forte
conotação fı́sica.

Exemplo 3 A equaç̃ao geod́esica: os śımbolos de ChristoffelConsidere uma superfı́cie plana
bidimensional cuja métrica é dada por:

(dℓ)2 = (dr)2 + r2 (dϕ)2 .

A distância entre dois pontosA eB se escreve:

ℓAB =

∫ B

A

[

(dr)2 + r2 (dϕ)2]1/2
.
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Suponha que uma curva nesse espaço seja parametrizada de tal forma que:

r = r (σ) , ϕ = ϕ (σ) , σ ∈ [σA, σB] .

Segue que:

ℓAB =

∫ B

A

dσ

[

(

dr

dσ

)2

+ r2

(

dϕ

dσ

)2
]1/2

.

O lagrangiano é dado por:

L(r, ϕ,
dr

dσ
,
dϕ

dσ
, σ) =

[

(

dr

dσ

)2

+ r2

(

dϕ

dσ

)2
]1/2

,

e as equações de Euler-Lagrange são:

∂L

∂r
− d

dσ

∂L

∂
(

dr
dσ

) = 0,

e
∂L

∂ϕ
− d

dσ

∂L

∂
(

dϕ
dσ

) = 0.

Definindo uma nova parametrização por:

ℓ = σL,

segue que:
d2r

dℓ2
= r

(

dϕ

dℓ

)2

,

e
d

dℓ

(

r2dϕ

dℓ

)

= 0,

ou,

d2ϕ

dℓ2
= −2

r

dr

dℓ

dϕ

dℓ
.

As duas equações acima são as equações da geodésica para o espaço que estamos considerando.

De modo geral, a equação da geodésica é dada por:

d2xα

dτ 2
+ Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= 0, (84)
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ondeΓα
βγ , são os sı́mbolos de Christoffel definidos por:

gαδΓ
δ
βγ =

1

2

(

∂gαβ

∂xγ
+

∂gαγ

∂xβ
− ∂gβγ

∂xα

)

. (85)

Os sı́mbolos de Christoffel têm a propriedade:

Γα
βγ = Γα

γβ . (86)

No nosso exemplo:

Γr
ϕϕ = −r, Γϕ

rϕ = Γϕ
ϕr =

2

r
.

Exemplo 4 Um examplo de espaço de Riemann: o espaço de SchwarzschildUma métrica
esfericamente simétrica geral se escreve:

(c dτ)2 = g00 (ct, r) (d(ct))2 − g11 (ct, r) (dr)2 − r2
(

(dθ)2 + sin2 θ (dϕ)2) ;

Para determinar as componentes relevantes do tensor métrico devemos utilizar as nas equações
de campo de Einstein que relacionam a estrutura do espaçotempo com a distribuição de matéria
e energia. Para determinar completamente as funçõesg00 (ct, r) e g11 (ct, r), devemos especi-
ficar as condições de contorno. A resolução das equações de Einstein está longe de ser uma
tarefa trivial, mas algumas soluções analı́ticas são conhecidas. Entre elas, a mais simples é
a solução obtida pelo fı́sico alemão Karl Schwarzschild(1873-1916). A métrica de Schwarzs-
child foi a primeira solução conhecida das equações de Einstein e descreve o espaçotempo vazio
em torno de um corpo esférico de massaM , não-girante, isto é: seu momento angular é nulo.
Schwarzschild obteve as soluções:

g00 (ct, r) → g00 (r) =

(

1 − 2GM

c2r

)

,

e

g11 (ct, r) → g11 (r) =

(

1 − 2GM

c2r

)−1

.

Métrica de Schwarzschild se escreve:

(c dτ)2 =

(

1 − 2GM

c2r

)

(d(ct))2 − (dr)2

(

1 − 2GM

c2r

) − r2
(

(dθ)2 + sin2 θ (dϕ)2) .
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Aqui é o vácuo!

Figura 14: Massa esférica.

A quantidade:

r∗ =
2GM

c2
,

é denominadaraio de Schwarzschild e influi sobre a validade da solução. Se o raio de
Schwarzschild for menor do que o raio fı́sicoR da massaM , a solução só vale parar > R,
pois parar∗ < r < R há matéria e a solução só vale no vácuo. Se raio de Schwarzschild for
maior do que o raio fı́sicoR, a solução só vale parar > r∗, pois parar = r∗ encontramos
uma singularidade, e parar < r∗ há uma inversão no sinal da métrica. Na Parte III destas notas
discutiremos com mais detalhes a solução de Schwarzschild e sua aplicação aos buracos negros
estelares que são objetos capazes de distorcer o espaçotempo de forma significativa.

Figura 15: Espaçotempo de Schwarzschild. (Ilustração Wikipeadia)
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