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1 Gravitacao newtoniana e gravita@o relativistica

Das quatro interacdes fundamentais, a saber: a fort@ca,fa eletromagnética e a gra-
vitacional, sem dlvida as duas Ultimas sao as que noss@familiares, e destas duas, a
interacao gravitacional nos &€ mais familiar ainda. Aratao gravitacional & descrita pela lei
da gravitacao universal, proposta por Isaac Newton eni h68Principia. De acordo com a
lei da gravitacao universal, em notacao moderna, asmade entre duas corpos puntiformes
da massas:; ems, que no instanteestao separados por uma distancia iguahét) — 7 (t)||,
onder;(t) ery(t) , sao vetores de posicao das massas em relagao a uenéeinercial, &
dada por:

myms
[72(t) — Fa()[*
ondeG = 6,67 x 10~'* N-m?/kg?, & a constante de gravitacao universal. A lei da grg&dac
universal combinada com as trés leis do movimento de Nep#omite-nos analisar e enten-

der como o sistema solar e muitos outros sistemas similaeegtpragem gravitacionalmente
funcionam.

IF|=a

A introducao em 1905 da relatividade restrita ou espeesdlve problemas teodricos sus-
citados pela teoria eletromagnética de Maxwell, por exepginvariancia das equacoes de
Maxwell, mas ao mesmo tempo cria outros. Entre esses, asid@ds de uma nova teoria da
gravitacao compativel com a relatividade restrita. &@mplo, ha expressao acima, 0s vetores
de posicao das duas massas devem ser medidos ao mesmo Maspoteoria da relatividade
restrita nos ensina que simultaneidade & um conceitdvwela nao absoluto. A gravitacao
newtoniana &€ uma teoria de acao a distancia. Aqui tematye obstaculo, pois a relatividade
restrita estabelece um limite para a velocidade com a qudbemacao pode ser transmitida.
Até a época em que Albert Einstein (1879-1955) comecdramar este problema nao havia
uma discrepancia experimental marcante entre a graatagwtoniana e os dados experimen-
tais. Ou seja, a teoria da relatividade geral ou gravitaiekativistica nasce de uma incompati-
bilidade teorica fundamental entre a gravitacao neiattae a teoria da relatividade restrita. A
busca de uma teoria relativistica da gravitacao levaamuptura radical com a gravitacao new-
toniana. A lei da gravitagao universal sera no final stuigta por uma geometrizacao completa
dessa interacao.

Mas, se a gravitacao newtoniana & uma teoria bem sucedidauitos aspectos — afinal
de contas fomos a Lua com ela! — em que condi¢des a grawvitatativistica deixa de ser uma
exigéncia formal e passa a ser experimentalmente reE¥&hosso modgpodemos respon-
der esta pergunta lembrando-nos do modo pelo qual decidimoevemos ou nao aplicar a
cinematica relativistica a um determinado problema.v $ea celeridade de um corpoce
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celeridade da luz, entao s¢c < 1 a situa¢ao & nao-relativistica, por outro ladogge~ 1,
entao a situacao é relativistica. Da mesma forma, ad@calimos quando um problema fisico
pode ser considerado como quantico? Com as quantidaiessfrelevantes do sistema for-
mamos uma grandeza que tenha dimensdes de acao=erdrgigpo. Se esta quantidade for
muito maior do que a constante de Planck, o problema éictase for da mesma ordem de
grandeza dessa constante, o problema & quantico. Paaaitagfio relativistica podemos ter
critério similar. De fato, o critério é fixado pela quatade:

GM
Rc?’

ondeM & a massa da fonte gravitacionakeo seu raio. Se esta quantidade for muito menor
do que a unidade, o sistema & newtoniano, Se, por outro lado:

GM
Rc?
0 sistema exigira que o analisemos do ponto de vista datgcaa relativistidh O sistema
gue estudaremos nestas notas, o buraco negro esteldazsatisno veremos mais adiante, este
critério.
A gravitacao relativistica & importante também nasbpgmas relacionados com estrelas de
néutrons, buracos negros galacticos. Também é imgerfzara a localizacao precisa de um
ponto sobre a superficie da Terra por meio do sistema GPS.

~1,

A gravitacao relativistica tem seus criticos. Ha peatias que ainda despertam a descon-
fianca de alguns teoricos, como por exemplo, a questaordgeovacao da energia. Argumenta-
se também, por exemplo, que outras teorias da gravitagéloisive a gravitacao newtonia-
na, prevém a existéncia de buracos negros. No entantpasetge ser a melhor alternativa a
gravitacao newtoniana que temos atualmente, pois osimgr@os modernos mostram que as
teorias alternativas devem ser descartadas. A teori@ prexisténcia de ondas gravitacionais.
Até o momento ha resultados experimentais muito fortesmgicam a producao dessas ondas.
A deteccao direta de ondas gravitacionais, porém, pego®irrealizada. Se tais ondas forem
detectadas sera o grande triunfo da teoria.

Nosso portal de entrada ao universo da gravitacao redtitia sera o buraco negro. Estudar
esse sistema particular nos permitira um primeiro eno@am uma das idéias mais fascinantes
do fisica teoricaa atracdo gravitacionale uma manifestép da geometria do espaco-tempo
do nosso universaNas secdes seguintes, porem, antes mesmo de atacadenpaiatp buraco
negro, tentaremos entender e explorar essa idéia fundalmen

!Evidentemente, os critérios expostos apresentam uma feinzenta’ que por simplicidade deixaremos de
comentar por enquanto.
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Figura 1: A mecanica do Sistema Solar & descrita com graretgsao pela lei da gravitacao
universal. (llustracao Wikipeadia)

Exercicio 1 CalculeG M/ (R ¢?) para :
() aTerra;

(i) o Sol;

(iif) uma estrela de néutrons;

(iv) um buraco negro estelar;

(v) um buraco negro galatico.

1.1 O principio de equivakncia de Newton

Considere uma particula de prova de massa inefcl em principio, massa gravitacional
mg. A equacao newtoniana de movimento se escreve:
d*7

M = Zﬁ (77— T, U — Uk, t) + myd, (1)
k
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onde incluimos, por amor a generalidade, a interac@adacula de prova com outras particulas
por meio de forcas que o principio da relatividade gafiee@ermite. Observe qug é a
aceleracao da gravidade local. Por exemplo, em um pontoadistancia radiat do cen-
tro da Terra:

GMs .

g: - 2 e?’" (2)
r
Considere agora a transformagao nao linear:
1
= S gt (3)

que descreve um observador n&o inercial que ‘cai 'com egde localj(7), e que deve ser
aplicada a particula teste e as demais particulas.eSpggi

d*r Y .
mdtz ZF T _Tlgv ' Ulévt)+(m9_m)g (4)

Se, como 0s experimentos |nd|cam, a massa inercial e a mas#agonal sdo numericamente
iguais, isto ém = m,, a equagao de movimento da particula de prova se esarever

d27:*/
My = ZF (7 — 7,0 — T, 1), (5)

e se a particula estiver isolada do resto,
d27:»/

m
dt?
isto &: a particula estara em queda livre!

=0, (6)

1.2 O principio de equivakEncia de Einstein

O papel do principio da equivaléncia no formulacao destein & hoje em dia um tanto
controverso. Entretanto, ndo ha dividas de que ele t@relg importancia na formulacao da
gravitacao relativistica. Nas palavras de Einstein:

Entao ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vidapmaaf seguinte: O
campo gravitacional tem existéncia relativa ... pois paraobservador em que
cai livremente do telhado de uma casa nao ha — pelo menainasizinhancas
imediatas — campo gravitacional. De fato, se o observadgaideair alguns corpos
entao estes permanecerao em repouso ou de movimentonuaifelativamente a
ele, independentemente da sua natureza quimica ou (fistiaular. O observador
tem o direito de interpretar o seu estado como o de repouso.
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Figura 2: Queda livre!l. (Foto Wikipeadia)

Ha mais de um modo de enunciar o principio da equivalérafarma fraca, todas equivalentes,
é claro. Uma dessas formas se |é:

Nao héa arranjo experimental que possa diferenciar umarac@o uniforme de um
campo gravitacional uniforme.

Outra forma, um pouco mais precisa é:

Todos os laboratorios em queda-livre, nao girantes s@ivalantes no que diz
respeito as leis da fisica.

Evidentemente, os laboratorios em queda livre sao osergfeis inerciais de Lorentz, e as
leis da fisica sao as leis formuladas relativisticamemer exemplo, em um laboratério em
queda-livre, ndo-girante, mas no qual ha campos eletyonétecos, para uma particula de massa
inercialm e cargay que se move com trivelocidadeem relacao ao mesmo vale a equacao de
movimento:

du
T _F
de '

ondefl’ € o quadrifor¢a que atua sobre a particula:

E._’ — —
F= (7%,7(1E+7q6x B).
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A constatacao de que um campo gravitacional uniforme pedeliminado se o observador
passar para o referencial em queda-livre coloca, no cantexgravitacao no mesmo nivel
das forcas inerciais da mecanica newtoniana, a forctaifieya, a forca de Coriolis e outras,
pois tais forcas so6 aparecem em referenciais inercigiei@dos e podem ser eliminadas se o
observador passar para um referencial inercial galileano.

O principio da equivaléncia enunciado acima & conhectaooprincipio da equivaéncia
na forma fraca Ele & valido para campos gravitacionais uniformes. Aigdacao do principio
na sua forma forte & a que gera controvérsias. Na forme fiorte o principio se I&:

Nao ha arranjo experimental que possa diferenciar unrdatdo localmente ace-
lerado de um campo gravitacional local.

O desenvolvimento teorico da teoria relativistica davigggao leva a um objeto matematico
extremamente sensivel a presenca de campos grava#cionais arbitrarios: o tensor de Rie-
mann que coloca em cheque a validade do principio da eé@uivial na forma forte.

1.3 A duracao temporal em campos gravitacionais

Considere a Figurid 3. Ela mostra dois relogios idéntidos,B, acelerados em relagao ao
referencial inerciaDxy. A Figura[3 mostra também um terceiro relogig,nao acelerado, em
repouso em relagao ao referencial inercialy. A idéia & comparar a duragao, ou intervalo
de tempo, marcado pelos relégios acelerados com a dunagécada pelo reldbgio em repouso.
Considere o instante em que o relogigassa pelo relogi@ em quase coincidéncia espacial
com velocidade instantanea. Nesse instante, considere um segundo referencial iheraia
relacéo ao qual a velocidade instantanea do reldgieja nulaj.e.: v/, = 0 e sua aceleracad
seja igual (em modulo) @ De acordo com as transformacdes de Lorentz para a @i@yacao:

!/

Ay

Vol\*
v3<1+ ;’f’”)
C

o observador inercial medira uma (tri)aceleracao:

Ay =

g vh i 23/2

jaqueV = wvu, v =0, ea’ = g. Poroutro lado, a (tri)aceleragao em relacdo ao reteaé
Ozy € definida por:
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Figura 3: Relbgios acelerados. No referen@aly a separacao entre os relogios acelerados é

h.
o = We _ dBa
Cdt dt ’
logo,
dBa 3/2
5 = ) (1=52)"",
ou ainda,
dBa
A (9)) dt.
(L-pp¥
Integrando os dois lados desta equacao obtemos:
614 (
0 ()t
-gp

(8)

9)

(10)

(11)

ondeC & uma constante de integracdo. Fazefigd) = 0, sequeC = 0. Com um pouco de

algebra segue também que:
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t
Ba(t) = L%. (12)
- (%)

O fator cinematicoy se escreve:

va(t) = ﬁ — /14 (9%)2_ (13)

Arelacao entre a duracado marcada pelo relégio aaddere mede tempo proprio, e a duracao
marcada pelo reldogio em repouSpque mede tempo coordenado, é dada por:

gry= Yo _  de (14)

Al , <gt/c)2

Segt < ¢, et =t4 € 0 instante em que o reldgibpassa pelo relogid’, podemos escrever:

2t2
dra ~ dic ( - 9272/*) . (15)
Da mesma forma, quando o relodgibpassa pelo relogio'”:
242
drp ~ dic (1 . 92(23) . (16)

A razao entre as duracdes é

242 242 242 2ah
BB )= () ()2 w
c & &

dtp c?

onde usamos a relacag = v% + 2gbh.

Exercicio 2 Verifique estes resultados e justifique as aproximacesfe [ |

Se agora invocarmos o principio da equivaléncia, podexfiosar que dois relégios fixos,
A B, colocados em um campo gravitacional uniformes separados por uma distancia fixa
h marcam duracOes diferentes. Portanto, a relacao astdeiracoes depende da diferenca de
potencial gravitacional. Aqui, o potencial gravitacioBaquele que associamos com 0 campo
uniforme. Do principio de equivaléncia na forma fortelsegue mesmo em camo gravitacional
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nao-uniforme os reldgios comportar-se-ao da formautiida acima: isto €: o ritmo do reldgio
dependera da sua localizacao no campo gravitacional.

Os resultados acima sugerem a seguinte generalizacammesampo gravitacional fraco,
mas nao uniforme, a métrica do espaco tempo pode setaeisariorma:

20 (7)

(ds)* = — (1 +

onded (7) & o potencial gravitacional(@/)* & a métrica (independente do tempo) do (tri)espago
convencional. Para uma distribuicdo localizada de masBaicamente simétrica, como por
exemplo, no modelo idealizado de uma estrela de raio (apewo) Rz, (0 nosso Sol, por exem-

plo):

) (cdt)® + (de)?, (18)

(M) ="y (19)

ondeM & a massa total da distribuicao-e> R & a distancia de um ponto externo a origem
da distribuicao E possivel mostrar que para uma métrica estatica, jsima métrica que nao
depende do tempo coordenado, podemos escrever:

eQ‘D(F)/Cz

(ds)? = — (cdt)® + (dO)*. (20)

Na aproximacao de campo fraco:

RECT ]
C

(21)

1.4 O principio de minima a¢ao e a gravita@io newtoniana no espagotempo

Considere dois eventos no espacotempo, digarhed3. A distancia tipo tempo entre esses
dois eventos é dada por:

B
CTAB:/ cdr, (22)
A

onde,

cdr = \/—nasdaeda® =\ (cdt)? — (da)? — (dy)? — (d2)?, (23)

Se a curva no espacotempo for descrita em termos de um @@acamvariante, digamos,
definido em um intervalo apropriado, isto é:

z*=1x%0), o€ loa,0B), (24)
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a distancia tipo tempo assume a forma:

e _
o do do

CTAB —

2 dx dy 2 dz\*
da da) (%) B (%) '
(25)
O principio de minima acao no espacotempo quadridéioeal se escreve:

dx® dxb
</ do\| —Nap—— 7 da) =0, (26)

gue nos conduz as equacoes de Euler-Lagrange:

oL d 0L

en  do (A7
do
ondeL é o lagrangiano que aqui assume a forma:

dz® dxP 2 dx dy dz\?
rmrr \/ da da) <da) (%) (28)

Se por exemplo, aplicarmos a EQ.](27) a coordendda ct, obteremos, lembrando quenao
depende explicitamente das coordenadas

=0, a=0,1,23; (27)

0L d OL 1d [(2da®
00 " do 7a VT 2do <z%) =0, (29)
do
ou, simplificando:
d (1da°
Mas, ;
g &
dr = Ld = =, 31
cart = o — dT L ( )
Por outro lado, p d i Ld
o (32)

da do dT cdr’
Portanto,
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d (1dz° Ld (1Ld L d?*2°
%(f@)‘é%(ﬁﬁﬂ—ézﬁ—a (33)
ou ainda:
d?z
= 0. 34
dr? 0 (34)

Procedendo da mesma forma com as coordentlasz, 2? = y, e2® = z, obtemos:

Az
dr?

— 0, (35)

gue é a equacao newtoniana para uma particula livrepagetempo quadridimensional.

Consideremos agora o efeito de um campo gravitacional,frapoesentado pelo potencial
gravitacional estaticé® ("), sobre a métrica do espagotempo:

o (7)

B tp P 2
CTAB:/ ch:/ cdt <1+2 (277’)) _U_Zv (37)
A ta & C

onde usamos o tempo coordenadmmo parametro invariante (lembre-se do carater alsolut
do tempo na mecanica newtoniana). Agtii= v - ¢ € modulo ao quadrado da trivelocidade:

_ (dx 2 dy 2 dz\>

Se o campo gravitacional for fraco, podemos escrever:

= (b rF 2 B @ -2 -9 %)
/ cdt \/(1 + 2 <2T)) — /U_2 ~ / cdt (1 + (37723/, Z) . (.I + Yy 2"‘ z )) .
fa ¢ ¢ A ¢ 2c

As equac0des de Euler-Lagrange se escrevem:

cdr = <1 +2 ) (d2®)® = ((da)? + (dy)* + (d2)?) (36)

logo:

OL d OL

o om0 kEnue (39)
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onde:

C(z,y,2) (*+9°+2?)
2 o 2

é o lagrangiano associado com a métrica. Aplicando as;égsale Euler-Lagrange, obtemos

a equacao de movimento:

L (xk,ik,t) =c+

: (40)

0P

@j@tk:o, k=uzy,z, (41)
ou ainda;:
A7

2 Geocksicas, curvatura e netrica

Nesta secao, estudaremos alguns aspectos da geomstaamaficies bidimensionais (e
tridimensionais!) com curvatura, alguns exemplos dassgsé#d mostradas na Figlida 4. Fica-
remos restritos as superficies suaves, i.e.. supesfs@m cantos ou arestas, como por exemplo
a superficie dos poliedros. A idéia & ganhar familiatelaom algumas idéias e conceitos da
geometria diferencial que se mostrarao importantes quinekrmos a transicao da gravitacao
newtoniana para a gravitacao relativistica.

Figura 4. Superficies hiperbolica, cilindrica e esfér A curvatura da superficie cilindrica &
nula. A superficie hiperbblica tem curvatura negativaesférica positiva.
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2.1 Supericies bidimensionais

Uma boa parte da geometria que aprendemos na escola seautiléespeito a geometria
do plano euclidiano. O que queremos dizer quando afirmamesdampa de uma mesa de
jantar ou de uma mesa de bilhar pode ser modelada por umaopfingga de um plano eu-
clidiano? Ora, queremos dizer simplesmente que sobre aatdapnesa vale o teorema de
Pitagoras, ou que a soma dos angulos internos de um ut@mgle 180°. Esses teoremas, e
todos os que decorrem dos postulados da geometria de Egimldem ser aplicados aos pro-
blemas praticos do mapeamento ou da agrimensura, desdes quedicoes envolvidas sejam
tais que a curvatura da Terra possa ser desprezada. Mas,@is@tra da Terra nao puder
ser desprezada? A Figura 5 mostra-nos o que acontece conaalssrangulos internos de um
triangulo se o desenharmos sobre a superficie de umaesfete uma superficie em forma de
sela. Evidentementeaurvatura da esfera e da sela tém um papel importante na geometria da
sua superficie.

Figura 5. Sobre a superficie de uma esfera, a soma dosd@nouiernos de um triangulo
esférico,a + ( + ~, &€ maior do qud80°. Sobre uma superficie em forma de sela, a soma
dos angulos internos & menor do e °.

Outro conceito importante que nos ajudara a entender aejéardas superficies curvas €

o degeocksicaou curva geocesica Dados dois pontos sobre o plano, o caminho mais curto

entre eles, sabemos todos, &€ 0 segmento de reta que os was dds pontos sobre a esfera

gual o caminho mais curto entre eles? E sobre a superficferena de sela da Figufda 5? N&Geodesicas
caso da esfera, sera o menor dos arcos do grande circuljugueassa pelos dois pontos, no

caso da sela, a curva geodésica € um pouco mais complexpdpier modo, para 0S Nn0SS0S
propo6sitos aqui, convém pensar da seguinte forma: dadssuperficie arbitraria, suave, e dois

pontos sobre essa superficie, uma geodésica € uma aevagtém o0 arco mais curto que une

esses pontos. Ha é claro, definicbes mais rigorosasrda geodésica, mas por enquanto &
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suficiente ter uma idéia do conceito.

Para introduzir a idéia de curvatura de um modo mais presggemos a circunferéncia
C de um circulo geodésico de raioO primeiro passo para constru¢ao de um circulo defraurvatura
sobre umauperfcie arbitraria com centro em um ponto, & tracar algumas curvas geodésicas
representativas que partem do po@oA seguir marcamos sobre cada uma das geodésicas, 0
ponto cuja distancia ao ponté ¢. O lugar geométrico de todos esses pontos, por definggao,
o circulo que queremos. Apliquemos a construgao acinmraaesfera de raif, veja a Figura
8. A circunferéncia’ vale:

C =2nr =27rRsen, (43)
mas, por definicao:
14
== 44
a=z, (44)
logo
1
C=2rRsin| = |. 45
7R sin (R) (45)
Vamos supor qué < R. Entdo podemos fazer uso da expansao de Taylor do sencegersc
(0 ¢ 16
S1n (E) ~ ﬁ — ?ﬁ’ (46)
segue entao que a circunferéncia se escreve:
102 1,
onde
1
K = o2k (48)
e acurvatura da esfera. A Eq.[(47) pode ser rescrita na forma:
3 .. 2l — C
K=l (T) ’ (49)

gue é uma forma mais util para a identificacao do tipo deatura que estamos com a qual
estamos lidando, pois nessa forma, podemos estudar aumari@tal de superficies arbitrarias,
como por exemplo, uma superficie em forma de sela de cavalbjperbolica. Em outras
palavras, podemos considerar a Eq.[{49) como a defirfig de curvatura local para uma
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superficie bidimensiond. SeC' < 2x/, entdo a curvatura local € positiva; 6e= 27/, a
curvatura local & nula. Finalmente,Se> 27/, entao a curvatura & negativa.

Figura 6: Circulo geodésico de raigem vermelho) sobre uma esfera de rRio

Exercicio 3 A partir da definicao de curvatura local de uma superfi@émensional, calcule
a curvatura local de uma esfera de r&ioSugeséo: refaga o caminho inverso ao que nos levou

aEq.[(49). [ |

Para finalizar o exemplo da superficie esférica, facaimobreve céalculo que sera (til para
entender as situacdes mais complexas que nos aguardaim.ube geodésica sobre a esfera,
considere como anteriormente a circunferéncia gecal@gaaio/, medido a partir do ponto
O. Suponha que vocé queira calcular uma variaf@em funcao de, veja a Figuréls. Note
quer > 0 & um raio extrinsico a superficie esférica ao corardo raio geodésicoée deC' que
em principio podem ser medidos com uma trena sem que teslgue@bandonar a superficie.
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7 AN
/ \
! \
| L] |
\ 1
\ /

AN 7

SN __~

C =2n/l

C < 21/ ©

Figura 7: llustrando a definicgao geométrica de curvader&auss.

Essas duas Gltimas quantidades sao chamadas granderascias a superficie esférica. A cur-
vatura gaussiana local, dada pela [Eq] (49), pode ser dettensem que precisemos visualizar
a esfera imersa em um espaco de dimensao sufieNbitemos ao céalculo. Examinando a
geometria da Figuifal5, nao & muito dificil mostrar que:

- o<, <n (50)

(1 B @)

A Eg. (50) nos da a separacao entre duas circunferéemdiagesimalmente proximas. No
limite em quer/R < 1, a Eq. [BD) nos diz qué/ — dr. Uma separagao finitapode ser
calculada integrando a equacao acima:

" dr’ r
(1-%)
Invertendo esta Ultima equacao:

’Medidas intrinsicas s&o cruciais para nés humanos geelpemos um mundo tridimensional!
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l
=R — . 52
r sen( R) (52)
Portanto, em funcao do raio geodésfqou raio proéprio), a circunferéncid se escreve:
l
C =21R sen(ﬁ) : (53)

Exercicio 4 Obtenha as Eqd, (b0}, (51)[e(53) . CalcGlgaral igual a um mdltiplo inteiro
de2r R. Interprete geometricamente o resultado. [ |

A abordagem a curvatura que desenvolvemos até aqui éaclaymongtrica. Esta abor-
dagem fundamenta-se na definicao de Gauss,[Ef. (49).t&mtyedependendo da superficie
bidimensional que estamos estudando a definicao de Gadesspr de diicil aplicacao pratica.
Ha, felizmente, outra abordagem a curvatura das sepsfbidimensionais que baseia-se no
estudo da distancia entre dois pontos da superficie dofwatesimalmente proximos. Essa
distancia pode ser estudada por meio de um objeto matanditamadomeétrica. Essa abor-
dagem foi desenvolvida por Gauss por volta de 1827 e chargaesuetria diferencial Para
entendé-la (apenas o suficiente aos nossos propositatisgmos fazer primeiro uma breve
digressao sobre sistemas de coordenadas curvilinegmréoular, as coordenadas curvilineas
ortogonais. Comecemos com as coordenadas cartestamgsque nos sao tao familiares e
gue podem ser consideradas como um caso particularisgirnoatdenadas curvilineas. Por
conveniéncia futura escreveremas:= z!, ey = 2%. A distancia entre dois pontos fixos do
plano infinitesimalmente proximos um do outro em cartesandada por (Pitagoras!):

(ds?) = (dz)* + (dy)? = (do')? + (d2®)? = g11(da')? + goo(da?)?, (54)

ondeg;; = 1 egyp = 1, S20 componentes de um objeto com dois indices inferonigganizado

comotensor métrico oumeétrica. Tensores métricos podem ser representados por matsaes.

caso: Coordenadas
ortogonais;

g 912 Lo tensor
= = ) 55
Lo} ( 921 G922 ) ( 0 1 ) (3) meétrico
A relacao entre as coordendas cartesianas e as planepéla

x=rcosf, y=rsen, (56)

ou, fazendar! =z, 2?2 =y, 2! =r,e 22 =10,
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Figura 8: Coordenadas cartesianas e plano—polares.

o' = 7! cos 72, 2® = z'senz®. (57)
A transformacao inversa se escreve:
= /(z1)2 + (22)2 ou, r= \/m; (58)
e: ,
tan 72 = x_l ou, tanf = g (59)
x T

Para calcular a distancia entre dois pontos infinitesiraatenproximos em coordenadas plano—
polares escrevemos:

dx:@dr#—@dezcos@dr—rsen@d& (60)
or 00
e:
dy:@dr+@dﬁzserﬂdr+rcosﬁd9 (61)
or 00
Segue que:

(dz)* + (dy)* = (dr)* +1* (d0)?, (62)
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ou:
(dz')? + (da?)® = (dz")* + (z")? (dz?)?, (63)
E facil escrever o tensor métrico associado com as coad#splano—polares:
1 0 1 0
[[9]]—<0T2)—<0(51)2)- (64)

As coordenadas plano—polares sao o exemplo mais simplsistdenas de coordenadas cur-
viilineas ortogonais. Se vocé examinar a Fidura 8 comstdacilmente que as curvas=
constante, circulos, interceptam perpendicularmenteiasst = constante, retas, eis a razao
do adjetivoortogonais Ha muitos outros sistemas de coordenadas curvilineéagarais, em
duas e trés dimensodes espaciais. A escolha de um sisterpargoular envolve, em geral,
consideragoes de simetria.

O objeto mais importante no estudo analitico das supesfisidimensionais imersas no
espaco euclidiano tridimensional, como por exemplo asrfigies representadas na Figuta 4,
& sua meétrica;;. Eis alguns resultados gerais sobre a métrica (sem deragast), tenha em
mente quer! e 22 representam coordenadas curvilineas arbitrarias:

(i) De modo geral, a distancia entre os dois pontos sobresuperficie curva ao quadrado
se escreve:
(ds?) = gu1 (da')® + gua (da*)(da?) + ga (da®) (da') + gao (da®)?.

ondeg;;(z', 2%), o tensor métrico, pode ser uma funcdo do ponto sobreexfstip cujo
endereco é dado pelas coordenacas 2?;

(if) otensor métrico &€ simétrico, isto &;; = g;;, logo, podemos escrever:

(ds)? = g1y (dz')? + 2g12 (d2') (d2?)) + gog (da?)?;

Esta expressao quadratica & conhecida em geometriertifal comoprimeira forma
fundamental;

(i) a primeira forma fundamental tem a importante progaee:

(ds)?* > 0;
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(iv) qualquer métrica pode ser posta na forma diagonal ahagicomponenteg, = g1 Sa0
nulas. Este tipo de métrica &€ chamadanrica ortogonalpois as curvas que formam
o ‘reticulado’ sobre a superficie interceptam-se em fbwretos. Quando isto acontece,
as coordenadas', 22 sobrea superficie sdo ditas ortogonais. Os sistemas de camrden
das mais populares: plano-polares, cilindricas e est&€8ao ortogonais. Quase todas as

meétricas que discutiremos aqui serao ortogonais. O Exer@ seguir & uma das poucas
excecoes.

Exercicio 5 Considere a superficie definida pela equacgao:
2® —sen(z'z?) = 0. 2*, 2% € (—o0, +00).

(i) Mostre que:

(ds)® = [1+ (2°) cos® (z'2?)] (da')® + 22'2® cos® (z'2?) da' da”
+ [T+ (2")? cos® (z'2?)] (dz?).

(i) Calcule as componentes do tensor métrico corresputedeAs coordenadas', =2, sao
ortogonais?

(i) Faca um grafico tridimensional desta superficienco seusoftwarefavorito [MAPLE,
Mathematica, ou Maxima (gratuito!!)].

O fato de utilizarmos coordenadas plano-polares paraitacalm ponto no plano nao
significa que este tenha curvatura. Da mesma forma, em irgenddes, usar coordenadas
esféricas para localizar um ponto do espaco tambémigadisa que este seja curvo. Dada
uma meétrica, como saber se nao existe um truque, umadraresfao magica, que mostre que a
superficie & na verdade intrinsicamente plana, em op#iasras: como saber se uma superficie
é realmente curva do ponto de vista de um bipede implunmeéitional? A resposta foi dada
pelo grande Gauss por meio @i@orema EgregiutmA formula de Gauss nos da a curvatura lockdorema
intrinsica da superficie em termos das componentes tlicené de suas derivadas de primeiggregium
e segunda ordem. Em coordenadas ortogomgiga(, 22) = go1(2t,2%) = 0), 0 teorema,

sumarizado na equagao que se segue, envolve apenas ameones;, | (z*, 2%) e goo (2, 22).
Ei-lo:
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K- 1 0 1 8@ . 0 1 &/g? (65)
Vo192 02 \ g Oz 012 \ \/Gaz 022 ’
ou, desenvolvendo as derivadas:
K = 1 _ &’gn _ g2z 1 | 9911 0922 " (5911>2
2911922 0(x2)*  9(x1)>  2gu | Ox! Ox! Ox?
1 3911 3922 3922 2
20m | 027 D22 (8:51 - (66)

Tenha em mente que aqui, e 2> sdo coordenadas curvilineas ortogonais arbitrariasp&
exemplo, aplicarmos o teorema ao caso do plano descritg pel@denadas plano—polares
obteremods = 0, como deveriamos esperar.

Figura 9: Karl Friedrich Gauss (1777-1858) em 1828. A obr&dess é vastissima e abrange
muitos ramos da matematica. Boa parte dessa obra foi nexlge publicada postumamente.
Em vida, Gauss publicou relativamente poyzaica sed maturara seu lema. A contribuicao

de Gauss a teoria das superficies esta em dois trabai@28 e 1826. (llustracao Wikipeadia)

Quando as coordenadas que descrevem a superficie ndotegonais, oleorema Egregium
assume uma forma mais complexa.
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Exercicio 6 Use oTeorema Egregiure calcule a curvatura de uma esfera de faid/oce ja
sabe a resposta:

1/R* ]

Exemplo 1 Eis um exemplo de uma superficie cuja curvatura varia deoguara ponto. Con-
sidere a superficie bidimensional definida por:
z — e_(x2+y2) — O7 x’y E (_OO7 _|_Oo)7

gue também pode ser escrita na forma:

z—e” =0, rel0.o),

onder? = 2% + y2. Obviamente estamos usando coordenadas cilindricas ®génausual.
Observe também quedesempenha aqui 0 mesmo papel que desempenhou no casorda esfe
Esta variavel ndao diretamente & acessivel aos bipeg#emes bidimensionais que habitam

a superficie dada. Para meditemos que medir uma circunferénciatal quer = C/(2m).

A distancia ao quadrado entre dois pontos sobre essa mipanfinitesimalmente proximos
obedece a relacao:

(ds)? = (dx)? + (dy)* + (d2)? = (dr)? + 2 (d6)* + (d=2)*.
Como:

dz = —2e %" dr,
segue que:

(ds)> = (1 + 472 27) (dr)? + 1 (d6)>.

Fazendo as identificacdes! = r e 22 = #, vemos que o tensor métrico correspondente se

escreve:
Jgi1 912 14+472e27%
921 g22 r

Observe que quando— oo, temos(ds)? — (dr)* + r? (df)?, que corresponde a uma métrica
plana. Como a métrica nao depende do anguioTeorema Egregiurassume a forma particu-
lar:



Notas de aula TORT 1/2011 25

- 1 0 ( 1 8,/g22>__ 1 9 1 o2
v9119228$1 VAN Ozt \/(1+4r2e—7’2)r25r 1+4r2e? :

Efetuando as derivadas e simplificando obtemos:

4e27 (=14 272

(14+4r2e2?)?®
O grafico da Figura_10 mostra o comportamento da curvaturfuag@o der. Se a partir
do ponto(x = 0,y = 0,z = 1/e) construirmos com as geodésicas dessa superficie asrcul

geodésicos de raibe circunferénci2n¢, como no caso da esfera, a distancia entre duas cir-
cunferéncias geodésicas infinitesimalmente proxirees dada por:

dl = (1 + 472 e_’"Q)l/2 dr,

onde, nao custa insistir, & defindo por = C/(27), comC medido sobre a superficie com
uma trena, (lembre-se: vocé & um bipede implume bidirorak).

K@) 2

Figura 10: A superficie — e-@*t¥*) = > — e = (), e sua curvatura gaussiana. Observe que
a curvatura muda de sinal e que para> oo, K — 0, e a superficie torna-se plana.

A curvatura gaussiana € uma propriedade intrinsica daerf§cies. Ela nao depende de
uma escolha particular de sistemas de coordenadas, ista &:invariante frente a uma troca
coordenadas. Por exemplo, em coordenadas esféricagancitisentre dois pontos sobre a
esfera infinitesimalmente proximos ao quadrado & dada por
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(ds)*> = R? (d9)* + R*sert 6 (d¢)?, (67)

ondeR & o raio da esferd, &€ o angulo polar & & o angulo azimutal. Se no lugar dos angulos
0 e ¢, utilizarmos a coordenadadefinida porr = C/(27), veja a Figura 13 e a Figuralls, a
mesma quantidade sera dada por:

2 _ 2 2 2 _ (dr)? 2 2
(ds)* = (dO)? + 17 (d9)* = =2 + 12 (do))”, (68)
Sz
onded/ & dado pela Eq.[(50). Quaisquer que sejam as coordenaddi® dee localizem
corretamente um ponto da superficie da esfefleaema Egregiumos dira que a curvatura
gaussiana da esfera valgr?!

Exercicio 7 Calcule a curvatura gaussiana da esfera com as duas raé&laidas acima. Faca
o calculo com unsoftwareque permita economizar tempo, como por exemplo o MAPLE,
Mathematica, ou Maxima. [ ]

Outro modo de perceber a curvatura de uma superficie bidiimieal € estudar como duas
geodésicas proximas afastam-se ou aproximam-se umdrda ksto nos leva a idéia desvio
geocksica Consideremosad arguendumdois arcos de grande circulo de comprimehtisto desvio
€ duas geodésicas, sobre a superfice de uma esfera degampartem de um ponto comunygeocesico
veja a Figura 1l1. Da figura, vemos que o comprimento de@stbentendido pelo angudt
se escreve:

¢ =rdp = Rser) = Rsen(%) : (69)

Derivando em relagao/duas vezes obtemos:

¢ do 14
- R sen(E) ) (70)

Multiplicando e dividindo poi? e lembrando que a curvatura gaussiana da esfef&&

>
o= K& (72)

gue é a equacao da separacao ou desvio geodésico.
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Embora deduzida para a esfera, a [Eq] (71) pode ser aplisaigparficies bidimensionais
de modo geral. A solugcao dessa equacao sera umadulegae tera a curvatura gaussiaiha
como parametro. Sendo assim, em principio, podemos medisobre a superficie, comparar
os resultados com os previstos pela solugcao e com issordese . Observe qué< pode ser
um parametro positivo, negativa, ou nulo. Veja o exempkca b exercicio que vem a seguir.

Exemplo 2 Considerell > 0. A solugcao geral da equacgao do desvio geodésico sevescr

£(0) = & cos (\/?€+oz>,

ondeé, e a sao constantes que devem ser determinadas com as cemdietcontorno do
problema. Por exemplo, se supusermos que as geodésitas ier um ponto comum, como
na Figurd 11, entdo uma solucao (falta determjprsera:

£() = & sin (\/m) .

Tente interpretar geometricamente esta solucao. A tunevé dada por:

1 §
K= A= ).
1B arcse ( 50)
Considere duas geodésicas que partem do p6lo norte da A&wmpanhe essas geodésicas até
gue interceptem a linha do Equador quando entao a sequeeatie elas valg). Sobre a linha
do Equador{ = &, el = (n/2) R. Segue entao que:

1 1

K= ~ =1 x 107" /m’,
76 x1w0ome " /

Terra

Como a curvatura da Terra se compara com a curvatura de uanddaitbol? [ |

Exercicio 8 Resolva a equacao do desvio geodésico para 0 e K < 0. Interprete geome-
tricamente as solugoes. [ ]

2.2 Curvatura em dimenges superiores

O fato de termos sido até agora obrigados a pensar comodsijaplumes bidimensionais
nao nos impedira de estendermos as idéias da subsactgmr para trés ou mais dimensoes.
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Figura 11: Desvio geodésico sobre uma esfera deftaio

Eis algumas idéias preparatbrias para suavizar a t@msiDo ponto de vista matematico, a
extensao do teorema de Pitagoras padiamensdes, > 3, € imediata:

(x1)2 + (x2)2 + - (2™)? = R,
ondeR & a diagonal principal de um paralelepipeda:dados. SeR for o raio de uma esfera
imersa em um espaco euclidiane-dimensional ™) entao & possivel mostrar sem muitas
dificuldades que seu volume e sua area sao dados por:
/2 27" /2
Vi(R) = R™; An(R) = e
U= G U= o)

ondel'(n/2) & uma fun¢gédo gama de Euler que no caso é calculada commasl#s:

1-3-5---(2m —1)

o VT, m=1,2,3,...

[(1/2)=+vm T(m+1/2)=




Notas de aula TORT 1/2011 29

A esfera imersa no espaco euclidiano & denotad&padr, que significa:

S"t = {P(z!, 2%, - 2™ (x1)2 + (x2)2 +--- (x"_1)2 = R%},

isto €: o conjunto dos pontd3 do espaco euclidianB” que satisfazem a condi¢ao dada. As-
sim, por exemplo, um circulo de raidpode ser considerado como uma esfera unidimensional
imersa no plano euclidiari®?, ouS!, isto é:

S' = {P(z',2?)| (z")* + (+*)* = R?}.

Nesse caso, as formulas para o volume e a area nos dao:

Va(R) = R*  Ay(R)=27R.
No cason = 3 obtemos as formulas usuais:

4
V3(R) = §7TR3; A3(R) =47 R*.

Exercicio 9 Calcule o volume e a area de uma esfera imersa em espagdianxide 4 di-
mensoes. Repita o calculo para= 4. [ ]

As superficies imersas em espacos de dimensdes mameeedrés — o que significa que
essas superficies tém dimensdes maiores do que doisnbéma podem ser estudadas com
métodos analiticos, isto &€, com a geometria diferené&atretanto, este € um problema muito
mais complexo do que o das superficies estudadas por Ganssuperficies com dimensoes
superiores a dois nao & possivel descrever a curvatanaapenas uma funcao, a curvatura
gaussianal< computada com deorema Egregium Ha necessidade de inventar outras fer-
ramentas. Bernhard Riemann (1826-1866), Elwin Bruno @tifed (1829-1900), Gregorio
Ricci-Curbastro (1853-1925), Tulio Levi—-Civita (1873419, Elie Cartan (1869-1951) e mui-
tos outros sao alguns dos grandes matematicos que inwenés ferramentas que utilizamos
para investigar a curvatura dessas superficies. Entas ésgamentas encontramos o tensor
de Riemann. Para 0s nossos prop6sitos, é suficiente saderayrvatura dessas superficieetensor de
descrita por uma ferramenta matematica que precisa deodudices para ser caracterizad®iemann
Tal ferramenta & conhecida cortensor de Riemann R, 5, ;. Cada indice varia dé atén.
Portanto, o nUmero de componentes do tensor de Riemanm@;mecipio,n*. Vocé consegue
imaginar uma representacao matricial desse objetorcom x n x n = n* elementos? Fe-
lizmente, rela¢des entre essas componentes reduzeamteasssse nUmero, embora o nimeros
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das que sobram possa ser mesmo assim desanﬁn&dnrexemplo, quande = 4, um caso
brevemente que nos dira respeito, o nUmero de compone2e8, mas simetrias envolvendo
as componentes do tensor diminuem para 20 as que devemokcalguandao: = 3, e por-
tanto as superficies imersas tém dimensao dois, quessaasos que estudamos até agora, as
relacdes entre as componentes do tensor de Riemann ne@szE6 componentes para apenas
uma, que se relaciona com a curvatura gaussiana. De fat®,g@oehtao mostrar quefeorema
Egregiumse escreve:

_ Ryape

ondeg & descriminante do determinante da representacaccmbtio tensor métrico. Em outras
palavras, a curvatura gaussiana & um caso particular datata mais geral descrita pelo tensor
de Riemann. As componentes do tensor de Riemann saodfsidedensor métricg, s e de suas
derivadas de primeira e segunda ordem em relacao asecatds empregadas para descrever
a superficie. Um exemplo concreto do que estamos falamdteerema Egregiungue, agora

0 sabemos, &€ um caso particular do tensor de Riemann. Serdisigxue voceé esta estudando
for intrinsicamente curva, o tensor de Riemann detectdadivelmente sua curvatura.

2.3 A superficie esérica tridimensional S?

Sejamos nos bipedes implumes bi ou tridimensionaisalimr estruturas geométricas em
dimensdes superiores a trés nos € vedado. Nossosaeret foram projetados para tal tarefa.
Em quatro ou mais dimensdes somos cegos. Cegos, mas calgaabstracoes. Prossegui-
mos formalmente generalizando formulas de geometriapodemos visualizar e descobrindo
outras. Foi o que fizeram os grandes gedmetras que estendegaometria diferencial das
superficies bidimensionais as superficies de dimenstiperiores. Muitas vezes também pode-
mos construir analogias que podem ser de alguma ajuda resgss de dimensdes superio-
res. Nesta subsecao, a analogia nos guiara.

Considere a esfera de rai® imersa noE3. O quadrado da distancia entre dois pontos
infinitesimalmente proximos se escreve:

3Hoje em dia, os calculos extensos que envolvem o estudordatata em dimensdes superiores sao facilita-
dos pelo uso de pacotesftwaresespecializados, como por exemplodiferential geometrypu o tensorGRdo
MAPLE.
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Figura 12: Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—66) xt@tée sua palestra inaugural de
1854 apresentada na Universidade de Gottin§eire as hipteses subjacentésgeometrigeé

um classico da matematica. Riemann estendeu os condeitbstancia e curvatura aos espacos
n dimensionais generalizando o trabalho de Gauss de 18a3trdtao Wikipeadia)

(ds)® = R*(df)* + R*sert 0(de)”.

Em termos da coordenadalefinida porr = C'/(27), a mesma quantidade se escreve (veja a

Figura[I3):

dr)? dr)?
(ds)? = L)z + risert 0 (d6)* + r* (dp)* = LL + 7% [sert 0 (d)* + (do)?] .
r T
L= 5 L= 5

De qualquer modo, como comprovamos antes, a curvatura éafigip esferic#82 imersa no
E3 vale 1/R?. Em particular, ela ndao dependeNosso problema sera generalizar esta Gltima
expressao é calcular o quadrado da distancia entre doi®$ infinitesimalmente proximos
sobre a superficie de uma esfera imersa em um espaco dae duménsodes, isto &: queremos
determinar a métrica sobre a superfigie

Comecemos introduzindo o equivalente a coordenadi@ casoS2. Para a superficig?
definiremos- por:

rt=— (72)
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Figura 13: Figura.

onde A & o valor da area da esfera ordinaria. A aredesempenha o mesmo papel que a
circunferénciaC no casaS?, isto €: o valor4 & obtido medindo-se a area da esfera ordinaria.
O guadrado da distancia entre dois pontos infinitesimatengroximos sobre a superficie se
escreve:

(ds)* = F(r) (dr)* + r* [(d6)* + sert 6 (d¢)*] (73)

ondeF'(r) & uma fungao que devemos determinar. Para determireflegsgio devemos rela-
ciona-la com o tensor de Riemann, em particular com suaddrigimensional, dfeorema
Egregium O espaco que estamos considerando € tal que a curvatlas &s superficies
geodésicas devem ter a mesma curvatura gauséianksto significa que podemos escolher
0 = /2, isto &, a superficie equatorial, para simplificar oswi@ls. Sobre essa superficie:

(ds)* = F(r) (dr)* +r* (do)*. (74)

Fazendo as identificacdes = r e z? = ¢, g11 = F(z'), goo = (2*)?, podemos fazer uso do
Teorema Egregiupgue aqui assumira a forma:

K— _ 1 il (i a\/9122) 7 (75)
v/ 911922 Oz g Ox
ou, efetuando:
1 dF(r)
N 2rF2(r) dr (76)

Em analogia com o cas$?, fazemos a suposic ao qéienzo depende de Lembre-ser nao
€ o raio da superficie esferi&d. TratandoX como uma constante, a equacao diferencial pode
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ser facilmente integrada, o resultado é:

1
a— Kr?
ondea & uma constante de integracao. O quadrado da distamceadois pontos infinitesimal-
mente proéximos entao se escreve:

F(r) = (77)

(dr)?
a— Kr?
Para determina, fazemos a suposicao (razoavel) que quakide 0, a métrica deve tornar-se
euclidiana:

(ds)? = + 7% [(df)* + sert 6 (d¢)?] (78)

2
% + 7% [(d0)* + sert 6 (dg)?] — (dr)* + r*(df)* + r* sert 6 (d¢)?,
a — T
logo,a = 1.
Exercicio 10 Resolva a Eq[(76) e obtenha a solucao dada peld Eq. (77) . [ |

A distancia infinitesimal entre duas superficies gemaasesféricas e concéntricas é:

dr

Portanto, uma distanciaarbitraria medida a partir de= 0, & dada por:

s(r) = /OT \/% = \/1? arcser(r \/?) (80)

A distancias € chamada demio proprio da superficie esférica. Segue que:

r= \/% sen (sx/?) . (81)

Logo, a area dessa hiperesfera pode ser escrita como:

A =dnr? = 4% sert (Sﬁ) . (82)

Ses < 1/VK, (curvatura gaussiana 0), entdoA = 4rs?, isto &s torna-se um raio
geomeétrico comum.
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Exercicio 11

(i) Observe que o valor minimo que a E[q.1(82) fornece paraa@zero e o maximor /K.
Interprete geometricamente estes resultados.

(i) Obtenha uma equacgao equivalante a Eql (82) no casgueri” = —| K|, isto &: quando
a curvatura € constante e negativa.

2.4 Espacos de Riemann

Para concluir nossa breve excursao através da geomasrgugerficies suaves, uma palavra
sobre os espacos de Riemann. Espacos de Riemann podesfisielod como aqueles cuja
distancia ao quadrado entre dois pontos infinitesimalengritximos & dada por:

(ds)® = > g (da') (da) = gy; (da') (da?), (83)
i=1 j=1

onde introduzimos a convencao de Einstein: um indicetrép indica soma sobre esse indice.
As coordenadas’ sao coordenadas curvilineas arbitrarias. Em pringfjls)? € uma quan-
tidade definida positiva, mas na teoria relativistica davigeicao essa condi¢ao sera posta de
lado. Dada uma métricg,, podemos obter calcular varias quantidades importartespes-
tudo dessas superficies ou espacos de Riemann, por exeogpkimbolos de Christoffel, a
equacao da geodeésica, o tensor de Riemann, o tensor deeRicescalar de curvatura. Mas
e importante frisar que o métrica deve ser dada. Como \@&enais adiante, na teoria rela-
tivistica da gravitacao a métrica fica determinada pé&&ibuicdo de matéria e energia. Os
espacos de Riemann deixam de ser de interesse purameptaatiab e adquirem uma forte
conotacao fisica.

Exemplo 3 A equago geo@sica: os 8mbolos de Christoffel Considere uma superficie plana
bidimensional cuja métrica & dada por:

(d0)? = (dr)* + 77 (dp)”.
A distancia entre dois pontose B se escreve:

Cag = /A [(dr)” + 72 (dp)?] .
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Suponha que uma curva nesse espaco seja parametrizatitfodaaaque:

r=r0), =), o€ lonosl

o () oo ()

O lagrangiano é dado por:

Segue que:

1/2

dr dp dr\? dy 2]
- — N 2 -

e as equacgoes de Euler-Lagrange sao:

oL d 0L

o doo(Zy

OL d 0L
dp dod (j—f) B
Definindo uma nova parametrizagcao por:

{=0oL,

segue que:

dr (e

de? ac )’

© d d

L L

dl (T de) 0
ou,

¢  2drdyp

ez rdlde’

As duas equacgdes acima sao as equacdes da geodéaioeppaco que estamos considerando.

De modo geral, a equacao da geodésica & dada por:

d?x” dxP dx
Cr | pe G0V 84
dr? oy dr dr 0, (84)
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ondel'3 , sao os simbolos de Christoffel definidos por:

5 _ 1 (0903 | 090y  0gpy
Gasllsy = 2 \ Ox7 + oxP Oz )’ (85)

Os simbolos de Christoffel tém a propriedade:

5, = s (86)

No nosso exemplo:

2
L R
I T,FW—FW_T.

Exemplo 4 Um examplo de espaco de Riemann: o espaco de Schwarzsthild métrica
esfericamente simétrica geral se escreve:

(cdr)? = goo (ct, ) (d(ct))* — g1y (ct,r) (dr)? —r? ((d9)2 +sin? 6 (d(p)Q) :

Para determinar as componentes relevantes do tensoconégniemos utilizar as nas equacdes
de campo de Einstein que relacionam a estrutura do espggotm a distribuicdo de matéria
e energia. Para determinar completamente as funggés, ) e g1, (ct, ), devemos especi-
ficar as condi¢bes de contorno. A resolucao das e@sagé Einstein esta longe de ser uma
tarefa trivial, mas algumas solugdes analiticas sahecdas. Entre elas, a mais simples &
a solucao obtida pelo fisico alemao Karl Schwarzscfiigir3-1916). A métrica de Schwarzs-
child foi a primeira solugao conhecida das equacdesmsdin e descreve o espacotempo vazio
em torno de um corpo esférico de madganao-girante, isto &: seu momento angular & nulo.
Schwarzschild obteve as solugoes:

QGM)

t =(1-—
oo (ct, 1) — goo (1) ( 2r

2GM\
g11 (Ct7 7“) — J11 (7“) = (1 - o ) .

Métrica de Schwarzschild se escreve:

(cdr)? = (1 _ ng ) (d(ct))? — (1%% — 12 ((d6)* + sin 0 (dy)?)

c2r
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Aqui é o vacuo!

Figura 14: Massa esférica.

A quantidade:

2GM
==
€ denominadaaio de Schwarzschild e influi sobre a validade da solu¢cao. Se o raio de
Schwarzschild for menor do que o raio fisiGbda massa//, a solugao so vale para> R,
pois parar* < r < R ha matéria e a solugao so6 vale no vacuo. Se raio de $zbetald for
maior do que o raio fisic&?, a solugado so vale para> r*, pois parar = r* encontramos
uma singularidade, e para< r* ha uma inversao no sinal da métrica. Na Parte 11l destt&sno
discutiremos com mais detalhes a solugao de Schwardsehila aplicacao aos buracos negros
estelares que sao objetos capazes de distorcer o esppgeade forma significativa. [ |

*

r

)

Figura 15: Espacotempo de Schwarzschild. (llustracédapéadia)
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