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1 Introducao

Apresentamos e discutimos, neste Guia de orientagdo para o professor, a realizacao
de um modelo matematico que descreve a fisica do escoamento de agua do interior de
um recipiente de geometria conhecida. Este Guia tem como objetivo servir de orientacgao
ao professor na conducao das atividades propostas no material instrucional A medida do
fluir do tempo (Guia se orientacio para o professor) (BRAGANCA; SOARES| 2021) ou
para uma discussao em uma turma mais avancada.

O modelo matematico apresentado nesse Guia se propoe também a orientar o profes-
sor quanto aos limites da representacao matematica usualmente empregada nos modelos
hidrodinamicos discutidos em sala de aula. Como outras observagoes fundamentais em
ciéncia, ao construir com os alunos a representacao do escoamento da coluna de agua do
interior do recipiente procuramos mostrar que o modelo matematico é uma aproximacao
da realidade. que os “modelos explicativos nao sao tnicos nem finais”, como sinalizam as
orientagoes dos PCNs de Fisica quanto ao estudo das Ciéncias Fisicas no Ensino Médio
(BRASILL 2002).

Para uma descricao detalhada das atividades propostas, reunimos o material didatico
desenvolvido nesse Guia de orientagio para o professor na seguinte ordem: no Capitulo 2]
usamos as leis da hidrodinamica e construimos um modelo matematico para representar
o comportamento do escoamento da coluna de dgua do interior de um recipiente; para
concluir esse trabalho, no Capitulo [3| apresentamos as nossas consideragoes finais.

O presente material instrucional esta associado a dissertacdo de mestrado de Joao
Gabriel Campos de Braganga (2021), apresentada ao Programa de Pés-Graduagdo em
Ensino de Fisica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. O presente trabalho foi
realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior —

Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



2 Um modelo matematico para o fluxo de agua

Consideramos o nosso recipiente na forma de um cilindro de revolugao reto de altura
H. A abertura superior possui area A de raio igual a R4; o fluido escorre através de
uma abertura na base de drea K e raio igual a Ry, como ilustrado na Figura[I] Tanto a

abertura superior quanto a abertura inferior estdo em contato com a atmosfera.
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Figura 1. — Recipiente cilindrico regular reto, preenchido com agua. A coluna de dgua

tem altura inicial H e assume os valores h ao longo do movimento. O movimento da
agua ocorre na dire¢do ds, onde s indica o caminho percorrido pelos componentes do
fluido na profundidade z abaixo da superficie livre; g(dz/ds) corresponde & componente
da gravidade ao longo de ds e v a sua velocidade.

2.1 Numero de Reynolds

Para uma discussao de fluxo de fluidos, é conveniente agrupar os parametros envol-
vidos no problema em um parametro adimensional R denominado niimero de Reynolds
(CARLTON} 2019). Este parametro R distingue as linhas de fluxo do fluido entre o regime

laminar e turbulento, e é definido pela férmula

R= &d, (2.1)
n
onde p é a densidade do fluido, v é sua velocidade relativa ao recipiente, d é algum
comprimento caracteristico do recipiente, e 1 seu coeficiente de viscosidade.
Os experimentos indicam que para R menor que 2000, o fluxo é sempre laminar nao

importando o valor da densidade ou da viscosidade do fluido. Em geral, para R maiores
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que 2000 temos um fluxo turbulento. Para a agua a 10 °C temos os seguintes valores para
a densidade de 999,7 kg/m?, viscosidade cineméatica n/p = 0,000 001 3084 m?/s e altura
do recipiente de 0,16 m. Desse modo, para intervalos de tempo de escoamento maiores

que 5,0 min,
1)(0,1 1
0,000 001 308 4

Nessas condigoes, os fluxos da agua nos recipientes observados nas Atividades 1 e 2 sao

R <

provavelmente fluxos em regime laminar.

2.2 Nivel do fluido constante

Para descrever a dinamica do fluxo de 4gua mantendo constante o seu nivel no recipi-
ente, seguimos a discussao de |Besant| (1859). Escolhemos a superficie livre da 4gua como
a origem de coordenadas. A equacgao que descreve o movimento da dgua é a equacao de

Euler
ov ov dz 10p

ot +U85 :gds

onde assumimos que o movimento da agua ocorre na dire¢ao ds, onde ds indica o caminho

-, 2.3
505 (2.3)
percorrido pelos componentes do fluido na profundidade z abaixo da superficie livre;
gdz/ds corresponde & componente da gravidade ao longo de ds; p representa a pressao

sobre a camada e v a sua velocidade.

Observamos, da Figura , que ds = dz/ cos @ = €(f)dz e, para o nosso cilindro,

_ds
dz

€

I
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+
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(2.4)
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Ao adotarmos a hipotese dos planos paralelos, admitimos que todas as camadas do fluido
se movem verticalmente para baixo, ao longo da direcao z e, ao longo do movimento, na
posigdo z, a camada antecedente ocupa o lugar da camada subsequente. Nesse caso, ([2.3))
se reduz a

— 4t v —=g——-7. (2.5)

Consideramos que o deslocamento da agua ocorre em planos paralelos, e esta hipdtese

exige que seja satisfeita a seguinte condicao de continuidade para o fluxo do fluido:
AU = Ku = Zv, (2.6)

onde U corresponde a velocidade da agua na superficie livre, de area A, localizada em

z = 0; u corresponde a velocidade da agua no orificio de saida, de area K, localizada



Capitulo 2. Um modelo matemdtico para o fluzo de dgua 8

em z = H; e v corresponde a velocidade da agua na posicao z, de area 7, localizada na
posicao z.
Como o recipiente estd sempre cheio, a velocidade U em z = 0 depende somente do

tempo, e observamos também que a area Z depende somente de z. Desse modo, das
identidades ([2.6)) podemos concluir que

ov AdU_Kdu

ot Zdt Zdt
Substituimos 0v/dt = (A/Z)dU/dt na equagao (2.5)), a integramos entre z = 0 e

z = H e obtemos o resultado

(2.7)

dU (Hdz w? U? p(H) — p(0)
— — 4+ = —=gH — —+—"—=, 2.8
il 7727279 (28)
Como as pressoes em z = 0 e z = H correspondem a pressao atmosférica paim
p(0) = p(H) = pam (2.9)
e, de (2.6]), temos
. A,
Assim, a equacdo (2.8) se reduz a
aU H dz U? [ A?
— —=gH——|—-1]. 2.11
dt Jo 7 7972 <K2 ) (2.11)
Definimos os parametros
A2
e 0y
z
k= / . 2.13
7 (2.13)

Para nosso recipiente, temos A/Z = 1, e portanto k = H/A. Nesse caso, a equagio

(2.11)) se reduz a
au

H— = gH — bU*>. (2.14)
dt
Esta equagao é similar a equagdo do movimento de um corpo sob a agdo gravitacional e
de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da sua velocidade.
Consideramos inicialmente que as passagens de entrada e saida de agua estao fechadas.
Ao abrirmos simultaneamente as duas passagens, a passagem de entrada fornece a mesma
quantidade de agua que escoa pelo orificio de saida, e a 4gua na superficie livre inicia seu

movimento com velocidade nula. Nesse inicio do movimento, ([2.14]) se reduz a

AU
H= —¢H >0 2.15
o = 9H > (2.15)
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e esta camada de dgua é acelerada com aceleracao igual a g. Sua velocidade U aumenta

até que a forga resistiva anula a acao gravitacional. Nesse instante a camada de agua

alcanga a velocidade U = Uy, dU/dt = 0 e ([2.14)) se reduz a
0=gH —bU}. (2.16)

Concluimos, assim, que a velocidade U; corresponde a

gH
U, = \/7 (2.17)

e denominamos U, a velocidade terminal da camada de dgua, na altura H.

2.2.1 Determinacao da velocidade U

Fazemos a mudanca de variavel

U
Ui
e definimos o pardmetro 7 = 1/«, com dimenséao de inverso de tempo, e « corresponde a

y (2.18)

b
a= gﬁ. (2.19)

Com o auxilio de (2.18) e (2.19)), resolvemos a equagao (2.15)) pelo método de separacao

de variaveis:
dy

dt = —2—
(0 1_y2

dy 1 1
==+ —
2 \1—y 14y

O movimento se inicia com velocidade nula. Portanto, para t = 0 temos y(0) = 0.
Desse modo, ao integrarmos ([2.20f), obtemos

1
2at =1n (—f—y) . (2.21)
l—y

(2.20)

Solucionamos a equagao ([2.21]) para y e obtemos

62011‘, -1
6204t + 1
e — e~

senh(at)

cosh(at)
= tanh (at) .

Substituimos (2.17)) e (2.18)) em (2.22)) e a velocidade U fica determinada em funcao

do tempo:
gH
U(t) = 5 tanh (at) . (2.23)

y:

at
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Observamos que o pardmetro 7 = 1/a corresponde a uma constante de tempo definida
pelas condi¢oes geométricas do sistema e a regiao geografica onde o cilindro esta localizado.
A velocidade u de escoamento através do orificio inferior do cilindro fica determinda com
o auxilio de (2.6):

| 29H
_ | 29H |9b
= 1_K2/A2tanh( Ht).

Para K/A < 1, b> 1, temos a > 1. Nessa condicao, as velocidades U e u do fluido
rapidamente assumem os valores limites U = U; £ 0 e u = \/2gH. Este tltimo resultado

é conhecido como o Teorema de Torricelli.

2.3 Nivel do fluido variavel

Escolhemos a altura H como a origem de coordenadas z e assumimos que o movimento
da agua ocorre no sentido vertical para baixo, como no caso anterior. A hipdtese dos
planos paralelos também exige que seja satisfeita a seguinte condi¢ao de continuidade
para o fluxo da agua:

XU = Ku = Zv, (2.25)

onde U corresponde a velocidade da dgua na superficie livre, de drea X, localizada na
profundidade z = H — h; u corresponde a velocidade da dgua no orificio de saida, de area
K, localizada em z = H; e v corresponde a velocidade da dgua na profundidade z, de
area Z, localizada na posicao z.

Observamos que o nivel de 4gua no recipiente diminui e, portanto, a velocidade U na
profundidade z = H — h depende de h e do tempo; observamos também que as areas A,
X e Z sao constantes. Desse modo, das identidades , podemos concluir que para o

cilindro reto X = A = Z temos

O (KUY el (0
_AdU_ Kdu |
Zdt  Zdt’

Substituimos dv/0t = (A/Z)dU/dt na equagdo (2.5)), a integramos entre z = H e

z = H — h e obtemos o resultado

H dU d 2 p? H)—p(H—-h
/ de o U pUH) =R )
H-h dt Z 2 2 p

(2.27)

Como as pressoes em z = H e z = H — h correspondem a pressao atmosférica paim

p(H) = p(H — h) = patm (2.28)
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e, de (2.25)), temos
A2
2 p—

vt = 1 U? (2.29)
a equagao (2.27)) se reduz a
dU H dz U2 [ A?
A= [ Zmgh— = [ —1). 2.
dt Junz 7 2 <K2 > (2:30)

Fazemos

2 = <ﬁ22 - ) : (2.31)

H (dz
k= —. 2.32
H-h 4 ( )
Para o cilindro reto, temos Z = A e, portanto, k = h/A. Nesse caso, a equagao ([2.30))
se reduz a

dU

U2
h— =gh —2b| — 2.33
i) (239

onde observamos que h é uma fun¢ao do tempo e U = —dh/dt. A equacao decreve
a evolugao da velocidade U da superficie livre da dgua ao longo do tempo, em diferentes
alturas da coluna de agua. Quando h = H, temos U = 0 e a camada de agua na
superficie livre é acelerada com aceleracao igual a g; quando h = 0, temos a velocidade

U = 0. Portanto, a velocidade U apresenta um maximo para 0 < h = hy < H. De fato,

para dU/dt = 0 temos
h
Ulh) =/ 5 (2.34)

Na secao seguinte determinamos a velocidade U para qualquer altura h.

2.3.1 Determinacao da velocidade U

Para a determinagao da velocidade U usamos como referéncia o artigo de Hong (2009)).

Realizamos as mudancas de variaveis

V= (2.35)

h
A=In (H) : (2.36)

Desse modo, obtemos

dy dydt daUu
W 9.
d\  dt d\ h dt (2:37)
A equagao (2.33)) se reduz a
dy A
= gHe™ — 2by. (2.38)
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uma equagao diferencial linear para y(A) que pode ser resolvida pelo fator integrante. Sua

solugao é dada na forma

y(A) = ngill (e’\ - e2b’\) : (2.39)

Substituimos (2.35)) e (2.36) em (2.39) e obtemos

oo = 2[4 (1) 210
=2 [ (1)) o

Definimos o pardametro Uy = [2gH /(2b — 1)]*/?, normalizamos a velocidade U e repre-

ou, ainda,

sentamos na Figura [2| o seu comportamento em funcao da altura da coluna de agua.

U/Ug
1.0t

0.8
0.6
0.4

0.2

. 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . | ] h/H
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2. — Velocidade reduzida U/Uy da superficie livre da coluna de dgua vs. sua
altura reduzida h/H, para valores de b = 10, 20 e 40. Quanto maior o valor de b, mais
a curva se aproxima de /h/H durante todo o movimento.

A velocidade U tem um méximo na altura

1\ 7T
hng = H (25) . (2.42)

Para A > K temos 2b > 1 e (1/2b)"/? ~ 1. Nesse caso, hy = H, a velocidade U
alcanca seu maximo quando a supericie livre ainda se encontra proxima a altura H, em
um instante de tempo t = ty. & 0. Ap6s alcancar o seu maximo (0 < h < hAyay), ela se

comporta como uma fungao parabdlica

Uh) ~ /22 (2.43)

Observamos que as velocidades U desenvolvidas pela superficie livre sdo pequenas e

U(hwm) = \/gha/b, como indicado em ([2.34]).
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A velocidade u de escoamento através do orificio inferior do cilindro corresponde a

u(h) = 2U

sl [ h (n\*]"
\/Tzl (h)zb‘ll s
[~ K2/A? I ‘

Para A/K > 1 e 0 < h < hyay, temos, no orificio de saida, a velocidade u ~ /2gh, e

reobtemos o resultado de Torricelli.

2.4 O relégio de agua

Podemos usar a altura h da coluna de agua como um relégio. Das equagoes U =
—dh/dt e (2.43)) podemos escrever que

dh g

==z (2.45)
ou ainda
g = — |V A (2.46)
9 \Jh/H
Integramos entre t =ty ~0et
e —2\/?’\/5 :H (2.47)

e obtemos

t ~ 2\/? (1 - Z) (2.48)

A equacao ([2.48) representa os instantes de tempo em fungao da altura h da coluna

de agua. Quando h = 0 determinamos o tempo

bH
tose = 2,/?, (2.49)

que corresponde ao tempo de escoamento da dgua do interior do cilindro.
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3 Consideracoes finais

Apresentamos neste Guia um modelo fisico-matematico do escoamento para servir de
orientacgao ao professor na condugao com alunos do Ensino Médio das atividades sugeridas
no material instrucional A medida do fluir do tempo (Guia se orienta¢do para o professor)
(BRAGANCA; SOARES, 2021]) ou para discussao em uma turma mais avangada. Ao des-
crever esse modelo, procuramos mostrar que o experimento proporciona uma medida do
fluir do tempo, e que o uso do escoamento de 4gua como um crondémetro exige um sistema
de calibragao adequado. Com o auxilio do modelo apresentado, discutimos também os

limites de uma representagdo matematica de um fenémeno fisico.
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