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1 Introducao

Apresentamos, neste Guia para o Professor, um procedimento para a caracterizacao
do periodo de oscilacdo de um péndulo simples, a partir de um conjunto de atividades
que discutem as propriedades do movimento harmoénico e podem ser realizadas em um
laboratorio didatico ou em uma sala de aula tradicional. Estabelecemos uma expressao
algébrica que relaciona o periodo de oscilacao do péndulo simples, tanto com a amplitude
inicial do seu movimento quanto com o comprimento do fio que o sustenta, a partir da
observagao das oscilagoes livres que péndulo realiza e da analise dos resultados obtidos
durante as atividades.

Neste estudo, privilegiamos a abordagem experimental do movimento oscilatério do
péndulo simples, de maneira que o estudante possa desenvolver suas competéncias e ha-
bilidades na observacao de um fendmeno, na andlise dos seus resultados e na construcao
de uma conclusao, conforme as orientagoes da ciéncia contemporanea. Esperamos, desse
modo, despertar no aluno, com o auxilio do professor, a sua percepcao e a sua capacidade
em desenvolver um projeto ou uma atividade cientifica.

Para uma apresentagao e discussao detalhada do nosso trabalho, organizamos este
guia da seguinte maneira: no Capitulo [2| descrevemos o experimento do péndulo simples;
e, no Capitulo [3| apresentamos a aplicacao das atividades com os alunos.

Este material instrucional esta associado a dissertacao de mestrado de Mara Desidério
Quirino (2020)), apresentada ao Programa de Po6s-Graduac¢do em Ensino de Fisica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro. O presente trabalho foi realizado com apoio
da Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) —

Cédigo de Financiamento 001.



2 O experimento

Neste capitulo discutimos o experimento do péndulo simples, como o realizamos e ana-
lisamos. O material aqui apresentado serve de Guia para o Professor. Neste experimento
definimos os conceitos de péndulo simples, amplitude, freqiiéncia e periodo. Discutimos
também as aproximacoes do movimento do péndulo para o caso de oscilagoes de pequena

e grande amplitude.

2.1 Montagem, aquisicao e analise dos dados

No presente trabalho foram utilizados:

e uma massa m (que ird oscilar);

e uma haste fixa para suporte do péndulo;

o um fio longo L (preso a uma haste em uma extremidade e a outra presa & massa);

o um transferidor (para medir os angulos de partida);

e uma trena (para medir o comprimento do fio);

o uma balanca de precisdo (para medir a massa);

e um cronémetro (para determinarmos a duracdo da oscilagio);

Descrevemos, a seguir, o procedimento empregado por nés para a realizacao do expe-

rimento. Inicialmente, medimos a massa m na balanca de precisao. A figura [T| mostra a

balanca que empregamos em nossa atividade.

Figura 1. — Balanca disponivel no laboratoério de ciéncias da escola e empregada por
noés para a realizacdo das medidas da massa dos objetos considerados no experimento.

Foi utilizada a balanca de precisdo porque a escola possui laboratorio de ciéncias,
mas pode ser utilizado qualquer tipo de balanca desde que ela tenha sensibilidade para
medir valores pequenos, como sugestao, uma balanca de cozinha pode ser muito bem-

vinda; a massa m utilizada no experimento possui valor de 31.52¢g; o fio empregado no
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experimento foi de nimero 10 (linha de pipa comum); a haste envolvida na tarefa possui
30 cm de altura e ela ¢ fixa a sua base metélica, mas pode ser utilizado qualquer suporte
que sirva para pendurar o fio e que possua o plano livre para que o péndulo possa oscilar
sem obstaculos; o transferidor utilizado para a coleta de dados foi um transferidor escolar
do professor, confeccionado em MDF, mas o transferidor utilizado pelos alunos foi um
transferidor de plastico simples que pode ser encontrado em qualquer papelaria.

Em seguida, amarramos o fio longo na haste fixa ao suporte; Depois, amarramos a
massa m a outra extremidade do fio longo, como indicado na figura [2} Por fim, enrolamos
o fio até o comprimento L que desejamos, com o auxilio de uma trena. No primeiro

experimento escolhemos o comprimento L = 1.0m.

Figura 2. — Montagem experimental do nosso péndulo simples: consideramos o fio
inextensivel, as dimensoes do fio sdo muito maiores do que as do objeto que ele mantém
suspenso e a massa do fio é muito menor do que a do objeto.

A figura [3] mostra a trena que utilizamos. Definimos este nosso objeto como um
péndulo simples: consideramos o fio inextensivel, o comprimento do fio é muito maior do
que as dimensoes do objeto que ele mantém suspenso e a massa do fio é muito menor do

que a massa do objeto suspenso.

Figura 3. — Trena metéalica empregada em nosso experimento e que serviu para deter-
minar o comprimento L do fio.

Agora, com o auxilio do transferidor, como indicado na figura [2, colocamos o fio na

vertical, posicionamos o zero do transferidor ao longo do fio, com o seu centro na haste
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fixa e, assim, medimos os diferentes angulos de partida, 6y, para o nosso péndulo simples.

Deslocamos, entao, o objeto da sua posicao de equilibrio e o elevamos até uma certa
posi¢ao, mantendo o fio esticado. Com o angulo de partida agora definido (a amplitude
o), pegamos o crondmetro e permitimos que a massa m oscile livremente. Ao alcangar a
sua posi¢ao de equilibrio, sobre a vertical, no vale da trajetoria, acionamos o cronémetro
e contamos dez passagens sobre esta posi¢ao, no mesmo sentido (a freqiéncia f da osci-
lacao). Desligamos o crondémetro e anotamos a duracao desse movimento (At). Faremos
este procedimento para cada angulo de partida previamente estabelecido.

Por definicao, periodo de oscilacdo T' de um oscilador ¢ o intervalo de tempo que o
objeto oscilante precisa para passar pela sua posicao de equilibrio com a velocidade no
mesmo sentido. Em nosso caso, como a freqiiéncia de oscila¢ao corresponde a f = 10/At,
o periodo de oscilagdo T" do nosso péndulo corresponde a T = At/10. Deste modo, ao
observar a oscilacao do objeto durante dez periodos de oscilagao minimizamos a incerteza
na determinacdo deste parametro fisico. Cometemos um erro da ordem de decimo de
segundo, ao ligar e desligar o cronometro, e consideramos a incerteza da medida do periodo
na casa dos centésimos de segundo. Assim, garantimos uma melhor precisao na medida do
periodo de oscilacao. As medidas realizadas para a determinacao do periodo de oscilacao

estdo apresentadas na tabela [T

Tabela 1. — Periodo de oscilacao T vs. dngulo inicial da oscilagao 8y para um péndulo
simples de comprimento L = 1.00(1) m.

esquerda direita
angulo inicial intervalo de tempo  periodo  intervalo de tempo  periodo

60(°) Oo(rad) At(s) T(s) At(s) T(s)

5(1) 0,09(1) 20,18(10) 2,02(1) 19,81(10) 1,98(1)
10(1) 0,17(1) 20,29(10) 2,03(1) 20,16(10) 2,02(1)
15(1) 0,26(1) 20,25(10) 2,03(1) 20,28(10) 2,03(1)
20(1) 0,35(1) 20,47(10) 2,05(1) 20,33(10) 2,03(1)
25(1) 0,44(1) 20,46(10) 2,05(1) 20,64(10) 2,06(1)
30(1) 0,52(1) 20,27(10) 2,03(1) 20,37(10) 2,04(1)
35(1) 0,61(1) 20,51(10) 2,05(1) 20,50(10) 2,05(1)
40(1) 0,70(1) 20,54(10) 2,05(1) 20,74(10) 2,07(1)
45(1) 0,79(1) 20,76(10) 2,08(1) 20,51(10) 2,05(1)
50(1) 0,87(1) 20,84(10) 2,08(1) 20,89(10) 2,09(1)

Em seguida, com os dados apresentados na tabela [T} construimos um grafico do pe-
riodo de oscilagao T vs. angulo inicial da oscilacao 6y para este péndulo simples, como
representado na figura [4]

Observamos da figura [d] que o periodo de oscilagdo T' permanece praticamente cons-
tante e igual a Ty = 2.04(2)s para o intervalo de angulos iniciais até 35°. Podemos

nos perguntar se esse comportamento se repete se modificarmos o comprimento L do
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Figura 4. — Periodo de oscilagdo T vs. angulo inicial da oscilagdo 6g para um péndulo

simples de comprimento L = 1.00(1) m. Observamos que, para pequenos angulos, o
periodo é constante e igual a Ty = 2.04(2) s, determinado pelo coeficiente linear da reta
indicada no grafico, enquanto que para angulos iniciais #y maiores que 35° o periodo
parece variar.

fio. Realizamos, entao, um novo experimento, agora com o comprimento do fio igual a
L =2.00(1)m. Os dados obtidos estao reunidos na tabela [2| e representados na figura

Tabela 2. — Periodo de oscilacao T" vs. dngulo inicial da oscilagdo 6y para um péndulo
simples de comprimento L = 2.00(1) m.

esquerda direita
angulo inicial intervalo de tempo  periodo intervalo de tempo periodo

60(°) Oo(rad) At(s) T(s) At(s) T(s)

5(1) 0,09(1) 29,32(10) 2,93(1) 28,77(10) 2,88(1)
10(1) 0,17(1) 29,13(10) 2,91(1) 29,03(10) 2,90(1)
15(1) 0,26(1) 28,92(10) 2,89(1) 28,88(10) 2,89(1)
20(1) 0,35(1) 31,97(10) 3,20(1) 29,06(10) 2,91(1)
25(1) 0,44(1) 29,16(10) 2,92(1) 29,03(10) 2,90(1)
30(1) 0,52(1) 28,86(10) 2,89(1) 29,29(10) 2,93(1)
35(1) 0,61(1) 31,86(10) 3,19(1) 29,26(10) 2,93(1)
40(1) 0,70(1) 29,02(10) 2,90(1) 29,08(10) 2,91(1)
45(1) 0,79(1) 29,05(10) 2,90(1) 29,79(10) 2,98(1)
50(1) 0,87(1) 29,53(10) 2,95(1) 29,28(10) 2,93(1)

Percebemos mais uma vez que o periodo de oscilacao T" permanece constante para
angulos iniciais 6y dentro do mesmo intervalo anterior, quando o comprimento do fio era
igual L = 1.00(1) m. Entretanto, a constante 7, mudou de valor em cerca de 45%. Este é

um comportamento intrigante: ao aumentarmos o comprimento do fio, o periodo de osci-
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Figura 5. — Periodo de oscilagdo T vs. angulo inicial da oscilagdo 6g para um péndulo
simples de comprimento L = 1.00(1) mand2.00(1) m. Observamos que, para pequenos
angulos, o periodo é constante e igual a Ty = 2.04(2) s para o fio de comprimento menor;
para o fio de comprimento maior, temos Tp = 2.90(2) s.

lacao para pequenos angulos também aumenta. Realizamos uma vez mais o experimento,
agora com um fio de comprimento intermediario: L = 1.50(1) m. Os dados obtidos nesta

nova atividade estao reunidos na tabela [3| e representados na figura [6]

Tabela 3. — Periodo de oscilacao T vs. dngulo inicial da oscilagdo 8y para um péndulo
simples de comprimento L = 1.50(1) m.

esquerda direita
angulo inicial intervalo de tempo  periodo  intervalo de tempo  periodo

60(°) Oo(rad) At(s) T(s) At(s) T(s)

5(1) 0,09(1) 25,41(10) 2,54(1) 25,15(10) 2,51(1)
10(1) 0,17(1) 25,37(10) 2,54(1) 25,31(10) 2,53(1)
15(1) 0,26(1) 25,26(10) 2,53(1) 25,33(10) 2,53(1)
20(1) 0,35(1) 25,30(10) 2,53(1) 25,13(10) 2,51(1)
25(1) 0,44(1) 25,38(10) 2,54(1) 25,37(10) 2,54(1)
30(1) 0,52(1) 25,35(10) 2,54(1) 25,29(10) 2,53(1)
35(1) 0,61(1) 25,29(10) 2,53(1) 25,21(10) 2,52(1)
40(1) 0,70(1) 25,69(10) 2,57(1) 25,28(10) 2,53(1)
45(1) 0,79(1) 25,53(10) 2,55(1) 25,56(10) 2,56(1)
50(1) 0,87(1) 25,74(10) 2,57(1) 25,40(10) 2,54(1)

Mais uma vez observamos que o periodo de oscilagao permaneceu constante para
angulos iniciais dentro do mesmo intervalo anterior, quando o comprimento do fio é igual
L = 1.00(1)m e L = 2.00(1)m. Entretanto, o valor T do periodo aumentou menos:

agora, para um fio de comprimento L = 1.50(1) m temos, para pequenos angulos iniciais,
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Figura 6. — Periodo de oscilagdo T vs. angulo inicial da oscilagdo 6g para um péndulo
simples de comprimento L = 1.00(1) m, 1.50(1) mand2.00(1) m. Observamos que, para
pequenos angulos, o periodo é constante e igual a Ty = 2.04(1) s, 2.53(2) sand2.90(3) s,
respectivamente; para dngulos iniciais 6y maiores que 30°, o periodo varia com o angulo
inicial.

um periodo igual a Ty = 2.53(3) s. Realizamos uma vez mais o experimento, agora com
um fio de um outro comprimento intermedidrio: L = 1.25(1) m. Os dados obtidos nesta

nova atividade estdo reunidos na tabela [d] e representados na figura [7}

Tabela 4. — Periodo de oscilagao T" vs. dngulo inicial da oscilagdo 6y para um péndulo
simples de comprimento L = 1.25(1) m.

esquerda direita
angulo inicial intervalo de tempo  periodo  intervalo de tempo  periodo

0o(°) Oo(rad) At(s) T(s) At(s) T(s)

5(1) 0,09(1) 25,41(10) 2,54(1) 25,15(10) 2,51(1)
10(1) 0,17(1) 25,37(10) 2,54(1) 25,31(10) 2,53(1)
15(1) 0,26(1) 25,26(10) 2,53(1) 25,33(10) 2,53(1)
20(1) 0,35(1) 25,30(10) 2,53(1) 25,13(10) 2,51(1)
25(1) 0,44(1) 25,38(10) 2,54(1) 25,37(10) 2,54(1)
30(1) 0,52(1) 25,35(10) 2,54(1) 25,29(10) 2,53(1)
35(1) 0,61(1) 25,29(10) 2,53(1) 25,21(10) 2,52(1)
40(1) 0,70(1) 25,69(10) 2,57(1) 25,28(10) 2,53(1)
45(1) 0,79(1) 25,53(10) 2,55(1) 25,56(10) 2,56(1)
50(1) 0,87(1) 25,74(10) 2,57(1) 25,40(10) 2,54(1)

Mais uma vez observamos, a partir da figura[7], que o periodo de oscilagdo permanece
constante para angulos iniciais mas dentro de um intervalo menor do que os anteriores,

quando o comprimento do fio era igual a L = 1.00(1)m, 1.50(1) mand2.00(1) m. Da
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Figura 7. — Periodo de oscilacdo T vs. angulo inicial da oscilagdo 6y para um
péndulo simples de comprimento L = 1.00(1)m,1.25(1)m,1.50(1) mand2.00(1)m.
Observamos que, para pequenos angulos, o periodo é constante e igual a Ty =
2.04(1)s,2.27(2) s, 2.53(2) sand2.90(3) s, respectivamente; para dngulos iniciais 6y mai-
ores que 20° o periodo varia.

figura [7] também percebemos que, de fato, o perfodo de oscilagiao T é constante somente

para angulos inferiores a 20° e o valor dessa constante, Ty, aumenta a medida em que

aumentamos o comprimento L do fio. As medidas também revelam uma dependéncia do

periodo de oscilacdo T' nao somente com o comprimento L do fio, mas também com o

angulo inicial de oscilagao, 6.

Realizamos, entao, uma vez mais o experimento com um fio de comprimento L =

1.75(1) m e os dados obtidos estdo reunidos na tabela [5] e representados na figura [§|

Tabela 5. — Periodo de oscilacido T vs. angulo inicial da oscilagdo 0y para um péndulo
simples de comprimento L = 1.75(1) m.

esquerda direita
angulo inicial intervalo de tempo  periodo  intervalo de tempo  periodo

00(°) Oo(rad) At(s) T(s) At(s) T(s)

5(1) 0,09(1) 27,15(10) 2,71(1) 27,11(10) 2,71(1)
10(1) 0,17(1) 26,92(10) 2,69(1) 27,04(10) 2,70(1)
15(1) 0,26(1) 27,08(10) 2,71(1) 27,21(10) 2,72(1)
20(1) 0,35(1) 27,41(10) 2,74(1) 26,94(10) 2,69(1)
25(1) 0,44(1) 27,00(10) 2,70(1) 27,20(10) 2,72(1)
30(1) 0,52(1) 26,93(10) 2,69(1) 27,38(10) 2,74(1)
35(1) 0,61(1) 27,03(10) 2,70(1) 27,19(10) 2,72(1)
40(1) 0,70(1) 27,20(10) 2,72(1) 27,21(10) 2,72(1)
45(1) 0,79(1) 27,43(10) 2,74(1) 27,31(10) 2,73(1)
50(1) 0,87(1) 27,36(10) 2,74(1) 30,08(10) 3,01(1)
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Figura 8. — Periodo de oscilacdo T vs. angulo inicial da oscilagdo 6y para um
péndulo simples de comprimento L = 1.00m,1.25m,1.50m,1.75mand2.00m. Ob-

servamos que, para pequenos angulos,

o periodo é constante e igual a Ty =

2.04(1)s,2.27(2) 8, 2.53(2) 8,2.71(3) sand2.90(3) s, respectivamente; para angulos iniciais
Ao maiores que 20° o periodo varia.

Da figura[8] observamos que o periodo de oscilagao permaneceu constante para dngulos

iniciais mas dentro de um intervalo menor do que os anteriores. Também percebemos que

o periodo ¢é constante para angulos inferiores a 20° e o valor dessa constante, T, aumenta

com o aumento do comprimento L do fio. As medidas também revelam uma dependéncia

do periodo T' com o comprimento L do fio e com o angulo inicial de oscilagao, 6.

Por tltimo, realizamos uma vez mais o experimento com um fio de comprimento

L =0.50(1) m e os dados obtidos estdao reunidos na tabela [6] e representados na figura [9)

Tabela 6. — Periodo de oscilacao T vs. dngulo inicial da oscilagiao 8y para um péndulo
simples de comprimento L = 0.50(1) m.

esquerda direita
angulo inicial intervalo de tempo  periodo  intervalo de tempo  periodo

60(°) Oo(rad) At(s) T(s) At(s) T(s)

5(1) 0,09(1) 14,79(10) 1,48(1) 11,55(10) 1,15(1)
10(1) 0,17(1) 15,14(10) 1,51(1) 13,31(10) 1,33(1)
15(1) 0,26(1) 15,96(10) 1,60(1) 14,67(10) 1,47(1)
20(1) 0,35(1) 15,14(10) 1,51(1) 14,91(10) 1,49(1)
25(1) 0,44(1) 15,95(10) 1,60(1) 15,98(10) 1,60(1)
30(1) 0,52(1) 15,20(10) 1,52(1) 15,97(10) 1,60(1)
35(1) 0,61(1) 15,95(10) 1,60(1) 15,10(10) 1,51(1)
40(1) 0,70(1) 14,89(10) 1,49(1) 15,15(10) 1,51(1)
45(1) 0,79(1) 15,15(10) 1,51(1) 15,26(10) 1,53(1)
50(1) 0,87(1) 15,26(10) 1,53(1) 15,16(10) 1,52(1)
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Figura 9. — Periodo de oscilacdo T vs. angulo inicial da oscilagdo 6y para um
péndulo simples de comprimento L = 0.50m,1.00m, 1.25m, 1.50m, 1.75 mand2.00 m.
Observamos que para pequenos angulos, o periodo é constante e igual a Ty =
1.53(2)s,2.04(1)s,2.27(2) 5,2.53(2) s, 2.71(3) sand2.90(3) s, respectivamente; para angu-
los iniciais 6y maiores que 20° o periodo varia.

Observamos, uma vez mais, a partir da figura[9] que o perfodo de oscilagdo permaneceu
constante para angulos iniciais mas dentro de um intervalo menor do que os anteriores. Da
figura [ também percebemos que, de fato, o perfodo de oscilagdo T' é constante somente
para angulos inferiores a 20° e o valor dessa constante, 7j, aumenta a medida em que
aumentamos o comprimento L do fio. As medidas também revelam uma dependéncia do
periodo de oscilagdo T' nao somente com o comprimento L do fio, mas também com o
angulo inicial de oscilagao, 6.

Podemos entao estudar a dependéncia do periodo com o comprimento do fio, para
angulos menores do que 20°. Os dados obtidos nesta nova atividade estdo reunidos na

tabela [7] e representados na figura [10}

Tabela 7. — Periodo T vs. comprimento do péndulo L para um péndulo simples.

L(m) To(s) To/L(sm™')  T§/L(s*/m)
0,50(1) 1,53(2) 3,00(2) 4,5(4)
1,00(1) 2,04(2) 2,00(7) 4,0(2)
1,25(1) 2,27(3) 1,82(7) 4,1(2)
1,50(1) 2,53(2) 1,69(4) 4,3(2)
1,75(1) 2.71(3) 1,54(5) 4,2(2)
2,00(1) 2,90(3) 1,40(5) 3,9(2)

A figura [I0] nos revela que a constante Ty, em média, aumenta conforme aumentamos
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Figura 10. — Periodo de oscilagao Ty vs. comprimento do péndulo L para um péndulo
simples. Observamos que uma relacao linear entre estes pardmetros nao é aceitavel:
para comprimento L = 0 temos um periodo diferente de zero!

o comprimento L do fio. Aparentemente, as medidas variam linearmente. Entretanto
este é um resultado nao aceitavel porque, para a abscissa nula a ordenada nao é nula.
Mais ainda, ao aumentarmos o comprimento do fio, o valor da constante nao aumenta
na mesma propor¢ao. Por esse motivo, analisamos o comportamento da razao entre o
valor da constante T e o comprimento do fio, Ty/L, vs. o periodo de oscilagdo Ty. Este

comportamento estd ilustrado na figura (11}

3.0 -
i I ]
B 20 - e -
s I ]
~
\o L _
~ o}
[e]
] [ ]
g 1.0 - N
OV T [ [ . i i ]
0 1.0 2.0 3.0

periodo de oscilagdo T0 (s)

Figura 11. — Razao entre o periodo de oscilacdo e o comprimento do fio Tp/L vs.
periodos de oscilagao Ty para um péndulo simples deslocado da posicdo de equilibrio
por pequenos angulos 6.
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Da figura [11| observamos que a razao entre o periodo de oscilacao e o comprimento do
fio, Ty /L, diminui conforme o periodo de oscilagao Ty aumenta. Mais ainda, uma relagao
linear entre esses parametros também nao é aceitdavel, pois teriamos uma razao diferente
de zero para periodo nulo. Podemos notar, a partir do grafico da figura, que ao tragarmos
uma curva suave sobre as medidas, obtemos uma figura que sugere uma hipérbole: a
drea sob a curva para pares de valores da razao Ty/L e do periodo Ty correspondente
definem areas iguais. Podemos testar esta hipétese construindo o grafico da razao entre
o quadrado do perfodo e o comprimento do fio,7%/L, vs. o comprimento do fio, como

representado na figura 12

5.0 — — — —— Co o
% T
40 - o3 N
E L i
o
L 3.0 - |
-~
<
N|\°
o 20 - y
g L 4
N
&
10 - N
oL L I Y O A N A
0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

comprimento L do fio (m)

Figura 12. — Razao entre o quadrado dos periodos de oscilacdo e o comprimento do
fio T2/L vs. comprimento L do fio, para um péndulo simples deslocado da posi¢io de
equilibrio por pequenos angulos 6g. Observamos que esta razao é essencialmente uma
constante igual a 4.1(2) s?/m para a regido de comprimentos do fio considerada.

Da ﬁgura observamos que o quadrado do perfodo e o comprimento do fio,T¢ /L, vs.
o comprimento do fio pode ser representado por uma reta de coeficiente angular nulo e
coeficiente linear a diferente de zero. Portanto, podemos concluir que, para o intervalo de

medidas considerado, temos

T2
TD ~a (2.1)
e que
a = 4.1(2)s*/m, (2.2)

uma constante com dimensao do inverso de uma aceleracao. Desse modo, podemos com-
parar o valor de a com uma outra constante bastante famosa e ja familiar ao estudante

em estudos realizados anteriormente: o inverso da aceleracio gravitacional g = 9.78 m/s%:
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Substituindo (2.3) em ({2.1)), obtemos

To

Q
B
(@)
=
B
o
=

ou, ainda, que

T, ~ 6.33(2)\/5 (2.5)

Concluimos, assim, que o periodo de oscilacao Ty varia com a raiz quadrada do compri-

mento L do fio do péndulo. Este comportamento esté ilustrado na figura [I3]
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comprimento L do fio (m)

Figura 13. — Periodos de oscilagao Ty(s) vs. comprimento L(m) de um péndulo sim-
ples. A curva representa a funcio raiz quadrada indicada pela expressao (2.5).

Observamos também, da figura [13] que o periodo da oscilacao, T', varia com o an-
gulo inicial de deslocamento da posicao de equilibrio, 8,. Podemos investigar, a partir
da figura [13] se as curvas apresentadas nesta figura nao diferem uma das outras que por
um fator de escala. Na tabela [§| apresentamos as medidas realizadas do periodo de os-
cilagdo normalizado T'/Ty vs. dngulo inicial da oscilagdo 0y para um péndulo simples de
comprimento L = 0.50(1) m, 1.00(1) m, 1.25(1)m, 1.50(1)m, 1.75(1)m e 2.00(1)m. O
comportamento das medidas normalizadas estd representado na figura [14]

Observamos da figura [I4] um ligeiro aumento do periodo com o aumento do angulo
inicial de deslocamento. Esta dependéncia nao pode ser linear, porque a curva deve ser
simétrica para deslocamentos para a esquerda e para a direita da posicao de equilibrio

do péndulo. Nao é dificil perceber, a partir das observagoes representadas na figura
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Tabela 8. — Periodo de oscilagdo normalizado T'/Ty vs. dngulo inicial da oscilagao 6y
para um péndulo simples de comprimento L = 0.50(1) m, 1.00(1) m, 1.25(1) m, 1.50(1) m,
1.75(1) m e 2.00(1) m.

L 0,50(1)m 1,00(1)m 1,25(1)m 1,50(1)m 1,75(1)m 2,00(1)m  média
00(rad) T/TO T/TO T/T() T/TO T/T() T/TO T/T()
0,087(1) 1,00(2)  099(2)  1,002)  1,03(2)  1,00(2)
0,175(1) 1,01(2)  1,01(2)  1,002)  1,002)  1,04(2)  1,01(2)
0,262(1) 0,98(2)  1,01(2)  1,01(2)  1,002)  1,01(2)  1,03(2)  1,01(2)
0,349(1) 0,99(2)  1,02(2)  1,0002)  099(2)  1,002)  1,042)  1,01(2)
0,436(1) 1,03(2)  1,0002)  1,0002)  1,01(2)  1,042)  1,01(2)
0,524(1) 1,02(2)  1,01(2)  1,002)  1,01(2)  1,05(2)  1,02(2)
0,611(1) 1,01(2)  1,02(2)  1,02(2)  1,0002)  1,01(2)  1,05(2)  1,02(2)
0,698(1) 1,01(2)  1,04(2)  1,02(2)  1,002)  1,01(2)  1,04(2)  1,02(2)
0,785(1) 1,02(2)  1,03(2)  1,02(2)  1,01(2)  1,01(2)  1,06(2)  1,03(2)
0,873(1) 1,01(2)  1,04(2)  1,02(2)  1,00(2) 1,05(2)  1,04(2)

1.20 T T T T
SERAT
e
% 0.90
0.80 :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

angulo inicial 90 (rad)

Figura 14. — Razao entre o periodo de oscilagdo para qualquer dngulo inicial e o pe-
riodo de oscilagdo para angulos pequenos, T'/Ty, vs. angulo inicial 6y de um péndulo
simples. Observamos da figura o ligeiro aumento do periodo com o aumento do dngulo
inicial de deslocamento.

que o valor do periodo para angulos pequenos deve ser um minimo da funcao procurada.
Desse modo, devemos procurar um polindmio de grau superior. Para determinarmos uma
possivel relagdo para a razao entre o periodo de oscilagdo para qualquer angulo inicial e
o periodo de oscilagao para angulos pequenos, T'/Ty, com o angulo inicial 6y(°), vamos
fazer um novo grafico, representando agora o produto destes dois parametros em funcao
do quadrado do angulo inicial, como ilustrado na figura [15]

O gréfico da figura [I5] nos revela uma relagdo linear entre a razao do periodo de
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Figura 15. — Razao entre o periodo de oscilagdo para qualquer dngulo inicial e o pe-
riodo de oscilagao para angulos pequenos, T'/Tp, vs. quadrado do &ngulo inicial 0(2) de um
péndulo simples. Observamos da figura o aumento linear do periodo com o quadrado
do angulo inicial de deslocamento.

oscilacao para qualquer angulo inicial e o periodo de oscilacao para angulos pequenos,
T /Ty, e o quadrado do angulo inicial 6, de desvio do equilibrio. Desse modo, podemos

concluir que

T
T =a+ 36, (2.6)

onde o coeficiente linear e é dado por
a=0.98(2)~ 1.0 (2.7)

e o coeficiente angular § corresponde a

0,060 1
R R 2.8
P& 1,000 16’ (28)
A incerteza 05 do coeficiente b é
0,010 1
~ —— 2.9
= 1,000 100 (2:9)

Finalmente, substituindo (2.5)), (2.7) e em (2.6, podemos concluir que a relagao

entre o periodo de oscilacdo T, o comprimento L do fio e o angulo inicial 6y deve ser

T ~ 6.40(2)\/5 (1 + fg) . (2.10)

Concluimos, assim, que o periodo de oscilagao T' varia com a raiz quadrada do com-

satisfeita pela expressao:

primento L do fio do péndulo e varia com o quadrado do angulo inicial de partida do
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seu movimento de oscilagdo. A representacao dos angulos em radianos, na figura [15] per-
mite que o coeficiente angular § possa ser comparado com o valor indicado na literatura

(BAKER; BLACKBURN,, 2005) e discutido na secdo [2.2]

2.2 Modelo matematico do péndulo simples

Apresentamos, nessa secao, o modelo idealizado do péndulo simples: uma barra rigida
de comprimento L e massa mj que esta conectada a um eixo de rotagao por uma das suas
extremidades e, em sua extremidade livre, ela sustenta um corpo de massa m, muito maior
do que sua massa. Consideramos também que o corpo possui dimensdes bem inferiores
ao comprimento da barra, como ilustrado na figura , e se move sem atrito ao longo

de um arco de circunferéncia de raio L contido no plano vertical.

0/2

Y

/.
O
2L

Figura 16. — Arco de circunferéncia que descreve a trajetéria do movimento do pén-
dulo simples de comprimento L. O segmento de reta B;C' = L define o angulo 6 com
o raio CA. O segmento de reta B10O define o angulo /2 com o didmetro AO.

O péndulo é deslocado da sua posicao de equilibrio de um angulo 6, e, em seguida, é
deixado somente sob a acdo da forga gravitacional a partir dessa posi¢cao com velocidade

inicial nula. O corpo, ao se mover ao longo do arco ByB;, cai de uma altura
MyM; = L (cos @ — cos b)) (2.11)

e ganha velocidade v. O corpo percorre entao a distdncia L = vAt correspondente ao
comprimento do arco B;By = LAf. Desse modo, sua velocidade na posicao 0 é igual a

v = LABA/At, e sua energia cinética na mesma posicao é igual a

m mL? [ A§\°
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Esta energia cinética corresponde ao trabalho realizado pela forga gravitacional para leva-

lo da posicao inicial até a posicao #. Portanto, podemos empregar a seguinte igualdade:

mL? [ A0
2 At
Da figura observamos que

L (cos@ — cosby) = 2L [sen2 (020> — sen? (Z)]

ulewe(g]

onde fizemos k* = sen?(6/2). Substituimos (2.14)) em ([2.13)) e solucionamos a expressao

encontrada para At. O resultado obtido corresponde ao intervalo de tempo At necessario

2
) =mgL (cos — cos b)) . (2.13)

(2.14)

para percorrer o arco de circunferéncia LA, a partir do angulo 6:

e 219

O sinal negativo é escolhido para indicar que o angulo associado a posicao do corpo

diminui quando o corpo evolui em direcao a sua posi¢ao de equilibrio, dada pelo angulo
6 = 0, a partir da sua posicao inicial .

Para determinar a duracao do intervalo de tempo necessario para percorrer essa dis-
tancia, dividimos esse percurso em N intervalos tais que para cada instante de tempo
t,, corresponde uma posicao angular #, e um deslocamento angular A6, realizado no

intervalo de tempo At,,:

1 [L 1 V2
At, = ——/— Af 2.1
" 2\ g [kQ — sen? (Gn/Q)] " (2.16)

onden =1,2,3,---, N. Associamos essa duracao a um quarto do periodo de oscilagao T

do corpo em torno de sua posicao de equilibrio e, assim, podemos escrever que o periodo

de oscilagao T corresponde a

N
T=4Y At,
n=1
2.17
INEES ! 2 a6, =10
B g ‘= | k? —sen?(6,/2) 2

Observamos de que o periodo de oscilacao do péndulo depende da raiz quadrada
da razao entre o comprimento L do péndulo e da aceleragao gravitacional g. Observamos
também, a partir da mesma equacao, que o periodo T depende do valor de k e, por
consequeéncia, depende do angulo de partida 6.

Para determinar o valor da somatoéria, consideramos uma semicircunferéncia auxiliar,

de raio k, tal que o movimento do péndulo ao longo do arco de circunferéncia ByA
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v

Figura 17. — Semicircunferéncia auxiliar para a descri¢ao da oscilagdo do péndulo sim-
ples. O angulo ¢ esta relacionado com o angulo 6 pela expressao (2.18]).

corresponde ao movimento sobre essa semicircunferéncia auxiliar entre —m/2 e 0, como
indicado na figura [17]

Nesse caso, temos que

sen (0;) = ksenp, (2.18)

cos” <02"> =1-k*sen’¢,. (2.19)

Para pequenos incrementos A#,,, podemos escrever que

<9n+1> (971 - Aen)

sen =sen| ——

2 2

= COS <A9n> sen <(9n> — sen <A9n> cos <0n> (2.20)
2 2 2 2

~sen (P2 Z B0 oo (O

A sen | 5 0S|

sen ¢, 11 = sen (¢, — Ap,)

= cos Ay, sen p,, — sen Agp,, cos p, (2.21)
~ sen @, — Ap, cos p,

Multiplicamos ([2.21]) por k e subtraimos (2.20). Usamos as identidades (2.18)) e (2.19)) na

expressao resultante e a solucionamos para Af,,. Desse modo, obtemos

Ab,, k cos ¢y,

2 cos(6,/2) Bpn

2.22
\/k2 —sen2(9n/2)A (222)
VI —kZsen? o, o
A expressao ([2.22)) permite reescrever a somatoria em (2.17)) na forma
N 1/2 N 1/2
1 Af 1
L= | A 2.23
= [kz — sen? (Hn/Q)] 2 712::1 [1 — k2 sen? gpn] 14 ( )
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A somatoéria

N 1 1/2
> l] Ay, (2.24)

2 con2
= |1 —k?sen? ¢,
¢é conhecida como a integral eliptica de primeira espécie e nao pode ser reduzida a fungoes
elementares. Entretanto, podemos realizar algumas estimativas do seu valor. Observamos

que o valor de k é sempre menor que a unidade e, nesse caso, podemos considerar

r=k*sen’p, <1 (2.25)
e usar as seguintes aproximacoes
L 1+ (2.26)
~ x .
11—z
e
1 1/2
() =0
= ) (2.27)
~14+—.
* 2
Desse modo, ([2.23]) reduz-se a
1 1/2 N
Z [1 — k2 sen2 ‘| A(‘On Z |} + - sen SOTL] ASOTL
- (2.28)

2 N

;
Z n + — Z sen gpnAgpn

A primeira parcela do lado direito de (2.28)) corresponde a metade da semicircunferéncia

auxiliar:
N T
Z Ap=—— (2.29)
n=1 2

e a segunda parcela do lado direito de (2.28)) corresponde a média ponderada dos sucessivos

deslocamentos Ay, sobre esse mesmo arco:

N
> sen® ¢, Ap, (2.30)
n=1

Para resolver esta soma, observamos que

N N
Z sen® ©, Ay, = Z cos? A, (2.31)
n=1 n=1

e, portanto, podemos escrever que

N N
Z sen? 0, Ay, = Z (1 — cos? gon) Ay,
n=1 n=1
N N
= Ap, — > cos®p,Ap, (2.32)
n=1 n=1

N
=-5- > sen® p, Ay,
n=1
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Desse modo,
s

N
> sen”® 0, Ap, = ——. (2.33)
n=1 4

Apo6s a substituicao de (2.29) e (2.33) em (2.28)), obtemos

N 1 1/2
Ap, ~
2T e (en/z)l 4

0
n=1 2
s k2
~—— (14—,
()
em uma primeira aproximacao. Concluimos desses resultados que o periodo 7" de oscilacao,

indicado em e (2.17)), corresponde a
2
(%)
4
(2.35)

Observamos ainda que a fun¢do sen x corresponde a serie

T
— k2
8
(2.34)

T ~ 21

~ 2T

< Slein

23 25

senz:z—aqLE—ﬁJr---, (2.36)

valida para qualquer valor de z, seja ele pequeno ou grande. Portanto, para amplitudes

iniciais pequenas, podemos escrever que
to to
sen | — | = —. 2.37
( 2 ) ! (237)

Desse modo, para esse caso, o periodo de oscilagao 7' se reduz a

L 02
T~ 2W\E (1 + 1%) : (2.38)

uma fungao parabdlica em rela¢ao a amplitude inicial, com um valor minimo em 27y/L/g.
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3 Aplicacao das atividades com os alunos

A aplicacao do trabalho foi realizada no Colégio Estadual Raymundo Corréa em tur-
mas do Nucleo de Educagao de Jovens e Adultos (NEJA) do médulo IV do ensino médio.
Foram utilizados seis tempos de aula, de 40 minutos cada, para a aplicacao do material
didatico discutido nesta dissertagdo. Os alunos desta unidade nao haviam visto nenhum
conteudo prévio sobre os conceitos envolvidos na discussao do movimento do péndulo sim-
ples. Por esse motivo, utilizamos a Fstratégia POE de Previsao-Observagao-Explanacao
de um problema como um método para a construcao das ideias principais relativas a ca-
racterizacao desse movimento. Obter a equacao que descreve o periodo de oscilacao do
péndulo foi a questao principal proposta para os alunos. A soluc¢ao do problema, entre-
tanto, deve ser construida a partir da analise de um conjunto de medidas que relacionam
os periodos T de oscilacao para diferentes angulos de partida 6, e diferentes comprimentos
L do péndulo. Para uma melhor realizacao das atividades com os alunos, distribuimos as

tarefas propostas em trés aulas, descritas a seguir.

3.1 Aula 1: Introducao ao experimento e sua montagem

Na primeira aula, introduzimos uma brevissima histéria sobre a medida do tempo, a
evolugao do relégio de areia (ampulheta), o reldgio de dgua (clepsidra), o relégio de Sol
até a criacao do péndulo simples, utilizados pelos povos antigos, até os relogios utilizados
atualmente, como os reldgios digitais e relégios nucleares. Essa abordagem foi empregada
para contextualizarmos o aprendizado do conteido proposto. De fato, sabemos que os
relogios de péndulo ainda existem. Entretanto, apesar de nao serem mais populares, ainda
os encontramos em museus ou em colegoes particulares. Ao apresentarmos o contexto
historico, politico, social e econémico em que se encontrava a nossa sociedade nos séculos
16 e 17, procuramos chamar a atencao dos alunos para a importancia da medida do tempo
na evolucao da nossa historia.

Em seguida a essa introducao histérica, apresentamos o experimento com o péndulo
simples. Chamamos a atenc¢ao dos alunos para o seu movimento oscilatério, definimos
sua constru¢do e apresentamos os acessorios necessarios para a sua montagem. Apos
essa etapa, dividimos a turma em seis grupos, cada grupo associado a um péndulo de
comprimento particular, pré-estabelecidos pelo professor. Cada aluno de cada grupo deve
observar a oscilacao do péndulo para diferentes angulos de partida.

Conforme a Estratégia POE, sugerimos que os alunos reflitam sobre como montar o
aparato, quais sao os instrumentos adequados para medir o periodo de oscilagao do pén-
dulo e qual o valor esperado desses intervalos de tempo associados aos diferentes angulos

de partida. Cada grupo, ja sabendo o comprimento do fio e os materiais necessarios,



Capitulo 3. Aplicagdo das atividades com os alunos 27

Figura 18. — Aplicacdo do produto sobre o péndulo simples para os alunos do NEJA
do mé6dulo IV no Colégio Estadual Raymundo Corréa. Aula de apresentagdo sobre o
contetdo, o contexto histérico, politico e econdmico da época para a descoberta do
relégio pendular e montagem dos equipamentos para iniciar a coleta de dados.

se organiza para realizar a tarefa sugerida. Cada aluno, de cada grupo, prepara o seu
péndulo e coleta as suas medidas de intervalo de tempo para um certo angulo de partida,
definido previamente, com os instrumentos adequados.

Com o auxilio da trena, o aluno mede o comprimento do fio, amarra uma de suas
extremidades em um suporte sobre a mesa e, na outra extremidade, ele fixa a massa que
foi posta para oscilar. O crondémetro foi utilizado para marcar o tempo de cinco oscilagoes
e a quantidade de oscilagoes foi empregada para reduzir o erro na determinacao do periodo.
Utilizamos o intervalo de tempo para cinco oscilacoes nas medidas coletadas pelos alunos
por conta da curta duracao das aulas do curso noturno do NEJA. Desse modo, os alunos
determinam o periodo para cada oscilagao dividindo o intervalo de tempo encontrado por
cinco e anotam os valores na tabela fornecida pelo professor. Mostramos na figura [19)
a montagem do experimento por um dos alunos e, na figura [20, exibimos uma imagem

dessa tabela.

Figura 19. — Aplicacao do produto sobre o péndulo simples para os alunos do NEJA do
modulo IV no Colégio Estadual Raymundo Corréa. Iniciando a montagem dos aparatos
do experimento do péndulo simples, execugao da experiéncia e coleta de dados.
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A figura [19| mostra também um dos alunos aprendendo a medir os angulos de partida
com o auxilio de um transferidor. Neste mesmo momento, outro aluno deste mesmo grupo,

aprende como utilizar o cronémetro, e todos os alunos aprendem a fazer a contagem das
oscilacoes, a partir do ponto de equilibrio, de um periodo completo.

Colégio Estadual Raymundo Corréa
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m= BL‘SJ-O/
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Figura 20. — Aplicacdo do produto sobre o péndulo simples para os alunos do NEJA
do médulo IV no Colégio Estadual Raymundo Corréa. Modelo de tabela para coletar
os dados preenchida pelos alunos, confeccionada pelo professor.

A figura[20]mostra uma tabela j& preenchida pelos alunos. Os grupos usam esta tabela
durante a aula para anotar os dados coletados na execucao do experimento. E interessante
notar que, ao coletar os primeiros dados para os intervalos de tempo de oscilacao, os alunos
“explicam” que “nao precisam mais continuar a realizar a experiéncia porque ja sabiam
quais seriam os préximos valores para novos deslocamentos angulares”. Eles antecipam
que os valores da duragao das oscilagoes vai se repetir. Entretanto, ao se depararem com a
mudanca repentina quando os angulos ja nao sao tao pequenos, os alunos se desorientam.
Ha a necessidade, neste momento, da intervencao do professor de maneira a assegura-los

que tal comportamento faz parte do experimento e que esse fenémeno sera estudado mais
a frente.
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3.2 Aula 2: Coleta de dados

Para alcangar o objetivo proposto na Aula 1, determinar uma expressao que relacione

o periodo P do péndulo utilizando os parametros relevantes do problema — o comprimento

L do fio e o angulo de partida 6y —, usamos a Aula 2 para que os alunos construam, em

papel milimetrado, os graficos representativos dos dados coletados na primeira aula. A

figura [21| apresenta um desses graficos, com o periodo medido para oscilagoes iniciadas

pelo lado direito da posicao de equilibrio.

B
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Figura 21. — Aplicacdo do produto sobre o péndulo simples para os alunos do NEJA
do médulo IV no Colégio Estadual Raymundo Corréa. A figura representa o grafico
T vs. 0y, feito pelos alunos sobre papel milimetrado. Também observamos na figura o
periodo medido para oscilagdes iniciadas pelo lado direito da posi¢do de equilibrio.
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A figura[22] mostra o gréfico do perfodo de oscilagao do péndulo, 7', medido em fungao
do angulo inicial de deslocamento, 0, feito sobre papel milimetrado, pelos alunos de cada
grupo, na primeira aula. Neste grafico, podemos observar que se trata de periodos medidos
a partir de oscilagoes iniciadas pelo lado esquerdo da posicao de equilibrio. Também

observamos que a ordenada sofre mudanca ao variarmos o comprimento do fio.

h)

Figura 22. — Aplicacido do produto sobre o péndulo simples para os alunos do NEJA
do médulo IV no Colégio Estadual Raymundo Corréa. A figura representa o grafico pe-
riodo de oscilagdao do péndulo, T, medido em fun¢dao do dngulo inicial de deslocamento,
fo, feito em papel milimetrado. Também observamos na figura o periodo medido para
oscilagoes iniciadas pelo lado esquerdo da posicao de equilibrio.

A figura [23] mostra os alunos separados em grupos e construindo, em papel milime-
trado, os graficos do periodo de oscilagao do péndulo, T, medido em funcao do angulo

inicial de deslocamento, 6.
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Figura 23. — Aplicacdo do produto sobre o péndulo simples para os alunos do NEJA
do moédulo IV no Colégio Estadual Raymundo Corréa. Montagem pelos grupos dos
graficos T' vs. 6y, dos lados direito e esquerdo..

Devido a curta duracao das aulas, é necesséario prever o uso de uma planilha eletronica

para agilizar os calculos e a confeccao dos graficos necessarios para a analise dos resultados.

3.3 Aula 3: Analise dos resultados

Utilizamos a Aula 3 para fazer a andalise dos dados coletados pelos alunos, durante a
Aula 1, com o auxilio do computador. Cada grupo digita os dados obtidos anteriormente,
em uma planilha eletronica, e fazem o grafico do periodo em funcao do angulo de partida
no documento Excel preparado previamente pelo professor.

Com os graficos realizados, passamos a formalizagdo matematica. Esta etapa nao é
familiar aos alunos do ensino médio e, por esta razao, a formalizacao foi feita no quadro
pelo professor durante a aula. Seguimos as etapas descritas no Capitulo [2], e concluimos,
junto com os alunos, que o periodo de oscilagao varia com a raiz quadrada do comprimento

do fio e também varia com o quadrado do angulo de partida.
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4 Consideracoes finais

Descrevemos no presente Guia para o Professor um material didatico para a discus-
sao e caracterizagao do movimento do péndulo simples. Este material pode ser inserido
no curriculo do Ensino Medio como um contetido de fisica com énfase na atividade in-
vestigativa experimental e tedrica. Procuramos fazer com que o estudante seja parte
integrante do processo de construcao do seu conhecimento, e permitir que ele desenvolva
a sua potencialidade como um futuro pesquisador ao realizar as atividades propostas nesse
trabalho.

O conjunto de atividades propostas neste guia permitem aos alunos desenvolver suas
habilidades e competéncias em diferentes areas da sua formagdo como, para citar alguns
exemplos, o entendimento dos conceitos de posi¢ao de equilibrio de um corpo, freqiiéncia
e periodo de oscilagdo, o dominio das técnicas de construcao e andalise de graficos.

Parte do Capitulo [2| aqui discutido foi publicada nos Resumos do XXIII SNEF (QUI-
RINO; SOARES| [2019). Esperamos que a abordagem que apresentamos nesta dissertagao
seja o inicio do desenvolvimento de outras atividades relacionadas com o mesmo tema.
Concluir que o periodo de oscilacdo do péndulo varia com a raiz quadrada do seu com-
primento e também depende do quadrado do angulo de partida da oscilagao oferece ao
aluno uma oportunidade para se discutir as propriedades geométricas dos modelos fisicos
e matematicos e seu dominio de validade. Nao deixa de ser surpreendente observar a
“coincidéncia” entre a constante adimensional experimenta 6,33 ~ 27, indicada na equa-
¢ao , e a trajetéria do corpo oscilante sobre o arco da semicircunferéncia auxiliar,
discutida no Capitulo Mais surpreendente ainda é perceber que o péndulo de com-
primento L = 1.00m corresponde ao periodo de oscilacdo T" = 2.04s. Portanto, meia
oscilagdo deste péndulo tem duracao igual 1.02s e difere do segundo de referéncia por
somente 2%, apesar das definigdes do metro e do segundo nao estarem formalmente rela-
cionadas uma com a outra. Esta inesperada relacao entre as unidades de comprimento e

de tempo ¢é discutida por |Agnoli e D’Agostini| (2005]).
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