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Resumo

Uma proposta de sequéncia didatica para ensino da
relatividade geral no ensino médio

Edward Cespedes Carageorge

Orientador: Carlos Augusto Domingues Zarro

Resumo da Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Ensino de Fisica do Instituto de Fisica da Universidade Federal
do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte dos requisitos necessarios obtencao do
titulo de Mestre em Fisica.

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de sequéncia didatica para ensino da
relatividade geral no ensino médio. Sugerimos uma abordagem usando geometria Rie-
manniana em conjunto com os conceitos fisicos como o principio de equivaléncia. Esse
trabalho estd além do nivel de divulgacao cientifica, mas ainda acessivel para alunos do
ensino médio com alto desempenho em matematica e fisica. Fizemos a aplicacao da pro-
posta em quatro aulas para grupos de estudantes com alto desempenho pertencentes as
trés séries do ensino médio de uma escola particular no Rio de Janeiro. Analisamos ao
final os resultados, que foram muito promissores e mostraram que os alunos gostaram das
aulas e puderam aprender mais sobre fendmenos gravitacionais que nao sao apresentados

nas aulas regulares.

Palavras-chave: Ensino de fisica; Relatividade geral; Ensino médio; Principio de

equivaléncia; Geometria Riemanniana.



Abstract

A didactic sequence proposal for teaching general
relativity in high school

Edward Cespedes Carageorge

Supervisor: Carlos Augusto Domingues Zarro

Abstract Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Pés-Graduacao
em Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro, in partial fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino
de Fisica..

In this work, we present a proposal for a didactic sequence for teaching general re-
lativity in high school. We suggest an approach using Riemannian geometry along with
physical concepts as the equivalence principle. This work is beyond the level of scientific
outreach, but still accessible to high school students with high performance in mathema-
tics and physics. We applied the proposal in four classes for groups of high performing
students belonging to the three grades of high school in a private school in Rio de Janeiro.
At the end we analyzed the results, which were very promising showing that the students
enjoyed the classes and were able to learn more about gravitational phenomena that are

not presented in regular classes.

Keywords: Physics Education; Gerneral relativity; High school; Equivalence princi-

ple; Riemannian geometry.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da relatividade geral (TRG) é um dos maiores avangos na fisica do século XX,
junto com a teoria da relatividade restrita (TRR) e a mecénica quéntica [1]. Testada com
grande precisao dentro do sistema solar, a teoria é muito bem fundamentada e é base para
entendimento de muitos fenémenos astrofisicos e cosmolégicos. Além disso, a TRG atrai
interesse do publico em gerall, ndao apenas pela sua relevancia em fendmenos exdticos
como buracos negros e o inicio do universo, e sua apresentacao nas midias como, por
exemplo, na série Jornada nas Estrelas (Star Trek) e no filme Interestelar (Interstellar).
Além disso, temos concursos para ingresso no ensino superior que ja trazem temas de TRG
como desvio gravitacional da luz, matéria exdtica, buracos negros, etc em suas provas de

admissao?.

Em um levantamento de dados feito com estudantes universitarios [2], constatou-se que
temas como a teoria da relatividade, a mecanica quantica e a astrofisica sdo os assuntos
que mais influenciam na decisao de escolher a fisica como carreira. Em outro levantamento
[3], constatou-se que um terco das criangas com cerca de 12 anos ja havia ouvido falar em
buracos negros e possuia uma razoavel ideia do que se tratava. Um ntimero consideravel
relacionava a Teoria do Big Bang com a origem do universo, e se mostrava intrigado por

estes topicos e queria saber mais a respeito.

1Opinido do autor baseado em seus 10 anos de experiéncia como professor de fisica do ensino médio.
2 Alguns exemplos sdo mostrados no Apéndice B.



Outras pesquisas indicam o interesse dos estudantes brasileiros em ciéncias, princi-
palmente pelo seu contato com termos como FEinstein e Fisica Quantica amplamente
explorados pela midia, porém com pouca discussdo de contetdos [2]. Isso desperta a
curiosidade dos alunos pela fisica moderna e contemporanea. Esses resultados e os es-
forcos por parte de diversos pesquisadores e professores de fisica resultaram na insercao
de tépicos de fisica moderna e contempordnea nos livros de fisica no ensino médio [4].
Em outro levantamento feito em [2], j& é possivel perceber que contetidos de relatividade,
fisica quantica e astronomia estao presentes nos principais livros didaticos de fisica para
o ensino médio, contudo nenhum deles apresenta a TRG com equagoes, trazendo apenas
uma abordagem superficial ou historico-filosofica. O tnico livro de ensino médio que en-
contramos abordando diretamente a TRG foi o Fisica Conceitual do Paul Hewitt [5], que
dedica um capitulo inteiro a TRG. No entanto, apenas uma abordagem fenomenologica é
realizada.

O carater da insercao desses tépicos é, no entanto, o de uma pequena modificacao
dentro de um cenario maior: a modernizacao do curriculo nacional, que altera nao apenas
os conteudos abordados, mas os objetivos gerais da educacao basica brasileira.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) jé incluem temas de cosmologia e as-
tronomia em sua grade curricular visando uma amplia¢do do conhecimento fisico cultu-
ralmente significativo [6], contudo esses assuntos sdo raramente abordados nas aulas do
ensino médio. Talvez se esse tema fosse mais cobrado nas provas de admissao ao ensino
superior, o processo de insercao desse tema no ensino médio seria acelerado.

Mesmo ap6ds 100 anos da ideia revolucionéria de Einstein em tratar a gravidade como
um efeito geométrico, suas ideias continuam a inspirar progressos cientificos e repercutem
1no nosso cotidiano como a tecnologia GPS?, presente em todos os telefones modernos, que
depende da relatividade geral para funcionar. Apesar dessa relevancia e popularidade, h&

poucas tentativas para levar esse tema para a sala de aula.

3Do inglés, Global Positioning System ou Sistema de Posicionamento Global



Apesar de ser uma tarefa hercilea, devemos mostrar desde cedo aos nossos alunos as
ideias da relatividade geral, pois elas nos trazem uma melhor descricao de como funciona
o universo. Além disso, essa conquista serve como exemplo de que as leis da fisica nao sao
absolutas. Elas evoluem de maneira nao linear com o conhecimento, criatividade e novas
ideias propostas pelos pesquisadores.

Ensinar como a relatividade geral superou a fisica classica pode ajudar os estudan-
tes a relacionarem fisica, histéria e filosofia. Eventualmente, com esse entendimento, o
aluno pode adotar um conhecimento critico para a natureza da ciéncia, sua abrangéncia
e limitagdes. Além disso, precisamos de estudantes com paixao por fisica e que escolham
perseguir uma carreira em ciéncias, pois a procura por esses cursos, bem como o nimero
de alunos que os concluem é muito baixo. Pesquisas na Noruega e Australia [7] mostraram
que a relatividade geral pode agir como um catalisador para motivar os estudantes, pois
eles ficam fascinados com ideias sobre buracos negros, buracos de minhoca e viagem no
tempo. Nosso objetivo entao sera levar as principais ideias da TRG para um grupo de

alunos do ensino médio.

“Finstein se tornou um icone moderno e sua teoria tem o potencial de motivar
criangas e jovens a se inleressarem mais veementemente em fisica. Relativi-
dade geral pode ser abstrata e desafiadora, mas ela desafia as jovens mentes a

alcangar as estrelas e perceberem seu potencial” [7]

Apesar de todas as adversidades, como o despreparo dos professores e escassez de
literatura sobre o tema, acreditamos que nosso trabalho apresentara beneficios nos desafios
em ensinar relatividade geral no ensino médio. Esse trabalho nao serd definitivo, mas
apresentard uma maneira de abordar tal tema avaliando alguns dos seus pontos fortes e
fracos. Entretanto, é valido o esforco para a sociedade em abordar um tema tao importante
quanto a relatividade geral.

A fim de alcancarmos um ntimero maior de alunos, iremos gravar as aulas e disponibiliza-



las no YouTube* através de um canal® de propriedade do autor. Isso também fard com
que outros profissionais possam assistir as aulas e usa-las como base para lecionar a TRG
em suas proprias salas de aula. Mais uma vantagem, em relacdo as aulas presenciais,
seria acréscimo de outros assuntos, sem precisarmos refazer um curso inteiro. Esse ma-
terial também servira ao professor que busca se aperfeicoar em um tema tao escasso de
literatura, cujo treinamento foi desviado da fisica Einsteiniana.

A estrutura da dissertacao serd a seguinte: no Capitulo 2 abordamos os principios
fisicos da TRG. No Capitulo 3 apresentamos os elementos da geometria nao Euclidiana
que julgamos ser relevantes para exibir o paradigma da gravidade como geometria dentro
da TRG. No Capitulo 4 apresentamos a criacao do nosso produto educacional com a pre-
paracao das aulas e a descricao da dificuldade em ensinar esse tema no ensino médio. No
Capitulo 5 descrevemos como foi a aplicagdo do produto em algumas turmas avaliando
alguns dos seus pontos fortes e fracos. As conclusdes foram apresentadas no Capitulo
6. No Apéndice A fizemos um pequeno resumo de relatividade restrita e a geometria de
Minkowski como um texto auxiliar para alunos e professores. Apresentamos também no
Apéndice B algumas questoes gabaritadas de concursos de ensino médio, onde algum con-
teudo relacionado & TRG foi explorado. Nos demais Apéndices apresentamos os materiais
instrucionais dessa dissertacao:

(i) Principios da Teoria da Relatividade Geral - Texto de apoio para professores e
alunos (Apéndice C).

(ii) Roteiro das aulas - Texto de apoio para professores (Apéndice D).

“http://www.youtube.com
5Prof Edward Fisica


http://www.youtube.com

Capitulo 2

Principios da Relatividade Geral

Vamos abordar alguns dos principios fisicos que guiaram Albert Einstein na sua busca

pela TRG.

“Ha um grupo de pessoas que acham essa abordagem desnecessaria, no entanto,
eles [os principios fisicos| foram importantes para Einstein e nos ajudardo a

entender como uma das maiores conquistas da humanidade surgiu.” [8]

Como nosso curso nao envolve calculo na sua forma mais avangada, comegaremos com
uma abordagem tedrica dos principais conceitos. Apresentaremos os resultados matema-
ticos sem nos preocuparmos com seu formalismo, mas tentando diferencid-los da mecanica
classica Newtoniana. Lembramos que a TRG é a mais poderosa ferramenta para descre-

vermos a interagao gravitacional [9].

2.1 Principio da equivaléncia

Para entendermos o significado desse principio, lembremos do experimento de Galileu ao
abandonar dois corpos com diferentes massas do alto da torre de Pisa e constatar que
eles chegam simultaneamente ao solo. Essa ¢ uma constatacao de que a aceleragao devido
a acao gravitacional, nas vizinhancas da superficie da Terra, é a mesma para todos os
corpos, independente de suas massas, formas ou composicao. E pode ser ilustrado por

um video da BBC disponivel no YouTube https://youtu.be/E43-CfukEgs?t=169 em


https://youtu.be/E43-CfukEgs?t=169

que uma pena e uma bola de boliche sdo abandonados de uma mesma altura em uma
camara de vacuo e elas caem juntas no solo [10]. Esta mesma ideia é o que acontece com
os astronautas em Orbita, uma nave orbitando a Terra estd em queda livre ao redor do
planeta, juntamente com todos os corpos dentro da nave, por isso a tripulacao parece
estar flutuando, mas cada astronauta estd em repouso em relacao aos outros.

A massa inercial m; de um corpo é a medida do seu coeficiente de inércia, ou seja,
da sua resisténcia em ter seu estado de movimento alterado e corresponde ao termo que
aparece na 2% lei de Newton conforme a Eq. (2.1). A priori m; ndo possui nenhuma
relacao com gravitacao.

F =m,a, (2.1)

onde F é a forca resultante que atua no corpo e @ é a aceleracao.

A forga gravitacional por sua vez é outro tipo de forca provocada em corpos que
possuem uma carga gravitacional, denominada massa gravitacional passiva mg . Na lei
da gravitagdo de Newton aparece um outro tipo de massa que é capaz de provocar forgas
em outros corpos, ou em termos modernos, ser fonte de campo gravitacional. Essa é a
massa gravitacional ativa Mg, -

Considere um corpo 1 que produz uma forca gravitacional F f(g) com sua massa gravi-
tacional ativa mg @ €outro que sofre essa for¢a por ter uma massa gravitacional passiva
Myga,,» usando a lei da gravitagdo Newtoniana, temos:

Mg1yMg2y

Fi=-G ri), (2:2)

i)
onde 7y(3) ¢ o vetor que liga o centro de massa do corpo 1 ao do 2.

Analogamente a forga gravitacional sobre o corpo 1 devido ao 2 F;(l) deve ser escrita
como:

- Mg2.,,Mg1 .
Fony = —G— T (; a2 T2(1), (2.3)

Ta(1)



onde 75(1) = —71(2) € 0 vetor que liga o centro de massa do corpo 2 ao do 1. Mas sabemos,
pela 3* Lei de Newton, que Fyq) = —Fj(9), dessa forma:
mMg1 Mg2
_ 9l _ """92()
mgl(a)mg2(1)) - mg2(a)mgl(p) = m - m ) (24)
91(w) 92(p)

mostramos que razao entre as massas gravitacionais ativa e passiva é a mesma para
quaisquer corpos. Logo, podemos tomar, sem perda de generalidade, essa constante como

1, obtendo uma tnica quantidade de massa gravitacional m,

— =1=my, =mg, =m, (2.5)

No entanto, ja era um fato conhecido pelos experimentos da queda livre de Galileu
que a aceleracao gravitacional ¢ nas proximidades da superficies da Terra é a mesma para

todos os corpos, assim podemos igualar a forca gravitacional F; a forga resultante E.

Fy = F, = m;d = my§ = —— = constante, (2.6)
Myg(p)

podemos arbitrar essa constante como 1.

Mg
m mg =1m (2.7)

Este resultado da Eq. (2.7) foi reconhecido por Isaac Newton como uma coincidéncia.
Varios experimentos nos séculos XIX e XX mostraram a equivaléncia entre as massas com
um erro menor que 10712%. Sendo esse um dos melhores resultados estabelecidos na fisica

11].

“Em 1907, Finstein teve ‘a ideia mais feliz de sua vida’: o principio da equi-
valéncia. Para um observador em queda livre nao hd gravidade nas suas pro-
zimidades. Assim se ele abandonar um corpo qualquer, ele permanecerd em

repouso para esse observador.” [8]



Essa propriedade surpreendente verificada pela mecanica classica é o fato das forcas
gravitacionais serem proporcionais a massa inercial, assim como as forcas de inércia.
Assim, a gravidade nao apenas pode ser eliminada por um referencial em queda livre,
mas pode ser criada por uma aceleracdo. A ideia central de Einstein foi tratar a forca

gravitacional como uma forga inercial.

“A grande vantagem do Principio da Equivaléncia € que os efeitos produzidos
por um campo gravitacional uniforme nao precisam da teoria da gravitagdo
[...] Tudo o que devemos fazer é supor que os sistemas considerados possuem

aceleragio em relagio a um referencial inercial.” [12].

Vamos ilustrar essa equivaléncia do campo gravitacional uniforme com aceleragao cons-
tante usando um experimento de pensamento!. Seja um astronauta confinado em um
foguete sem janelas nem meios de contato com outras pessoas. Ele possui uma bola,
um cronoémetro e uma fita métrica para realizar alguns experimentos simples. Vamos

considerar quatro situagoes descritas abaixo e representadas pelas Figs. 2.1-2.4

o Situagao 1: o foguete é colocado no espaco em um local infinitamente distante de
quaisquer outros corpos. Os seus motores sao ligados, fazendo-o acelerar para cima
com aceleracao constante de médulo g. Quando o astronauta abandona a bola, ele

percebe que ela cai em direcao ao solo como aceleragao g.

« Situagao 2: os motores do foguete sao desligados, entao ele segue com velocidade
constante. Quando o astronauta abandona a bola, ela permanece parada em relagao

a ele.

o Situacao 3: o foguete é trazido para superficie da Terra. Desprezando os efeitos de
rotacao, um corpo abandonado ira cair em dire¢ao ao solo da nave com aceleragao

constante de modulo g.

L Gedankenexperiment, do alemao.



e Situacgao 4: por ultimo, o foguete é abandonado caindo livremente sob acao do
campo gravitacional uniforme, préximo a superficie da Terra, em direcao ao centro
do planeta. Um corpo abandonado permanece em repouso em relacao ao astronauta

que também esta caindo junto da nave.

o
W1
LA N
{f;:;!\ DR z—'«r’?f'.
Soma i

Figura 2.1: Situagao 1: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete acelerado
para cima com aceleracdo de médulo g. Disponivel em [13].

O
N ‘
Figura 2.2: Situacao 2: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete sem
aceleracao. Disponivel em [13].

Claramente, do ponto de vista do astronauta, as situagoes 1 e 3 sdo indistinguiveis.
Assim como 2 e 4. Vamos usa-los para tragar argumentos que nos levem aos conceitos do

espaco nao plano, ou seja, curvo. Mas vamos deixar isso para o Capitulo 3.

2.2 Desvio para o vermelho

Outro experimento de pensamento no qual Einstein aplicou o principio de equivaléncia

foi no desvio para o vermelho (redshift).
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Terra
Figura 2.3: Situagao 3: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete posicio-

nado na superficie da Terra. Disponivel em [13].

L ]

v b
g
Figura 2.4: Situagao 4: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete em queda

livre préximo a superficie da Terra. Disponivel em [13].

A

l

Considere a luz viajando de baixo para o topo de um foguete em constante aceleracao
de médulo a, como na Fig. 2.5. Deixe o referencial S no ponto A na parte inferior da
nave espacial e 8’ no ponto B, na parte superior distante h. Quando a luz sai do ponto
A, consideremos o foguete com velocidade nula em relagdo a outro referencial (a Terra,
por exemplo), e vamos chamar At de tempo para a luz viajar para o ponto B. Supondo a
velocidade da luz muito grande, podemos desprezar a variacao da posicao do foguete até

que ela chegue na parte superior (Ah < h), sendo assim:

h+Ah h

Cc

Mas o Principio da Equivaléncia nos diz que nao ha experimentos realizados em um
pequeno espaco confinado que possa diferenciar um campo gravitacional uniforme de uma
aceleragao equivalente. Portanto, o mesmo fenémeno do desvio para o vermelho deve ser

observado na Terra, se substituirmos o foguete por dois pontos em diferentes alturas na
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aceleragdo
=

mom

i Il | ! I."__" | It \
ZETUC

Figura 2.5: Desvio para o vermelho gravitacional da luz ao se mover para cima em uma re-
giao com campo gravitacional. Fonte: disponivel em http://homepage.physics.uiowa.
edu

Terra e a aceleragao constante do foguete pelo campo gravitacional na Terra, de modulo

g. Naquele mesmo intervalo de tempo, o foguete acelerado terd uma velocidade igual a:

v=gAt = 9 (2.9)

Usando a equacao do efeito Doppler nao relativistico e supondo o médulo da velocidade

do foguete v < ¢, temos:

(2.10)

Assim, teremos:

gt 2
R C2gh=‘f/=f<1—ig>- (2.11)

Identificando o potencial gravitacional ® = gh proximo a superficie da Terra, temos que

o periodo T" medido por &’ em relacao ao periodo T' de S vale?:

2Usando a aproximacio de Bernoulli (1 +z)" ~ 1+ nx, x < 1.


http://homepage.physics.uiowa.edu
http://homepage.physics.uiowa.edu
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1 1 o\! , o
T:f/:f<1_$):T<1—62> :>T~T<1+62>. (2.12)

Assim, &’ medird um periodo maior para o sinal, dessa forma teremos uma frequén-
cia menor nesse referencial, por isso esse efeito é chamado de desvio para o vermelho
gravitacional (gravitational redshift).

De outra maneira, podemos imaginar que esse sinal emitido possa ser usado para
quantificar o tempo, por exemplo, dois sinais consecutivos sao emitidos em um segundo.
Assim quando um receptor estda num potencial gravitacional maior que o emissor, os
sinais sao recebidos mais devagar do que sao emitidos. Ja quando um receptor estd num
potencial gravitacional menor que o emissor, os sinais sao recebidos mais rapidamente do
que sao emitidos. Concluimos assim que os relégios passam mais devagar quando afetados
pelo campo gravitacional mais intenso.

H4 uma comprovacao pratica do desvio para o vermelho que é o experimento de
Pound-Rebka [14] de 1959, uma medida do redshift feita na superficie da Terra com
raios-y emitidos do topo de um prédio até o solo. Nao entraremos em detalhes sobre o
experimento, mas ele foi realizado em uma distdncia de 22,5 m avaliando uma diferenca
de energia relativa entre o féton emitido e recebido da ordem de 2,5 -107*°. O resultado
confirmou as previsoes da teoria da relatividade geral com uma precisao de 10%. Outros

testes envolvendo hidrogénio [15] na década de 1980 aumentaram a precisao para 0,01%.

2.3 Deflexao da luz em um campo gravitacional

O poder do principio de equivaléncia reside na sua aplicacdo a todas as leis da fisica.
Consideremos o foguete em queda livre num campo gravitacional uniforme g com uma
fonte de luz F', emitindo um raio de luz perpendicular ao campo de acordo com a Fig.
2.6. Para o observador &', dentro do foguete, a luz viaja em linha reta e sai pelo orificio

P. Entretanto para um observador externo S, o raio luminoso descrevera uma parabola.
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Portanto, ha deflexao dos raios luminosos num campo gravitacional.

F*—\
Fe—>—P \

(8) \
P

¢
Figura 2.6: Deflexao gravitacional da luz. Uma fonte de luz em F emite um raio em
direcao a P, localizado em uma mesma altura de F. Na figura da esquerda, temos a
trajetéria da luz vista por um referencial solidario ao foguete: uma linha reta. Na direita,
vemos a trajetoria vista por um referencial externo ao foguete, para quem os efeitos do
campo gravitacional sdo observados: uma pardbola. Fonte: disponivel em [11]

A existéncia da deflexdo da luz exigida pela teoria foi comprovada fotograficamente
durante o eclipse solar em maio de 1919 por duas expedicoes organizadas pela Royal
Astronomical Society, uma delas a Africa e outra ao Brasil, sob a direcdo dos astronomos
Eddington e Crommelin?.

Cabe ressaltar que Einstein nao foi o primeiro a propor que a luz pode sofrer um desvio
na sua trajetéria. Em 1801, Johhan von Sodner escreve um artigo em que desenvolve ideias
Newtonianas de atragao gravitacional para mostrar a influéncia da gravidade na trajetoria
de um raio luminoso [18]. Vamos fazer uma abordagem simplificada do problema, que
sera apresentada aos alunos como um desafio de mecénica.

Nesse método para calcular a deflexdo da luz, assumimos, baseado na 6ptica Newto-
niana, que a luz é um corpusculo que sofre agao gravitacional como qualquer outro corpo,
independente da sua massa. Essa aceleracao gravitacional farda com que a luz adquira
velocidade vertical devido & atracao do Sol*, como exemplificado na Fig. 2.7. Portanto
ha uma deflexdo ¢ no percurso desse raio luminoso, que pode ser calculado pela razao

entre a velocidade vertical adquirida pela interacao gravitacional e a velocidade da luz na

3Para mais detalhes recomenda-se [17].
4Essa abordagem Newtoniana nio traduz exatamente a deflexao do raio de luz como veremos adiante.
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Figura 2.7: Deflexao gravitacional da luz passando préximo ao Sol. Um raio de luz vindo
do infinito seguindo a trajetéria de A para B, tangente ao Sol. Mas ao ser atraido pelo
astro, com massa M e raio R, ele é defletido pela acao gravitacional e segue a trajetéria
para C, onde um observador pensa que a luz fora emitida do ponto D.

horizontal assim:

fan ¢ = 2. (2.13)
C

Usando a aceleragao gravitacional, temos:

(2.14)

onde 7 é a distancia do corptsculo luz até o centro do Sol.
Somente a componente vertical serd levada em consideragdo, pois na horizontal o

ganho de velocidade sera desprezado e a luz continuara com velocidade constante ¢

a (2.15)

—%ﬁv —/OOGMCOS (0)d —/OO GMER d _GM
Yoot v Jo er? v= 00(R2+y2)3/2 v= cR

Substituindo os dados no SI para um raio que tangencia o Sol G = 6,7 - 1071}, M =

2,0-10%°, R=7,0-10%e c = 3,0 - 10%, temos:

v M
tan 2 = tan > = tan ¢ = 0,877,
c c*R
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Esse resultado é metade do valor previsto pela TRG, comprovada pelo Eclipse de 1919.
Einstein atribui metade dessa deflexao ao efeito do campo Newtoniano de atracao do Sol e
a outra metade a curvatura apenas do espago causada pela presenga do Sol [19]. Quando

esses efeitos sao somados, temos o resultado previso pela TRG.
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Capitulo 3

Curvatura do espaco-tempo

A ideia central da relatividade geral é que a gravidade surge da curvatura do espago-

tempo, ou seja, gravidade é geometria.

“A ideia fundamental do Principio da Relatividade Geral responde ao enunci-
ado: Todos os sistemas de coordenadas Gaussianas sao essencialmente equi-
valentes para a formulagao das leis gerais da natureza. [...] E as propriedades
geométricas do espaco nao sao independentes, sendo que vém condicionadas
pela matéria. [...] Caberia imaginar que nosso mundo se comporta no aspecto
geométrico como uma superficie que esta irreqularmente curvada mas que em

nenhum ponto se aparta significativamente de um plano.” [19]

De maneira simplificada, imagine uma malha feita por varetas formando um quase
continuo espaco Euclidiano bidimensional. Se esse conjunto de varetas sofrer um aqueci-
mento desigual, ou seja, cada uma se dilatar de uma maneira especial, teremos um modelo
de um espaco nao-Euclidiano ou Gaussiano como mostrado na Fig. 3.1.

Como ja falamos no principio de equivaléncia, apenas no campo gravitacional todos
os corpos realmente se movem da mesma maneira dadas as mesmas condigoOes iniciais. A
ideia de Einstein foi que a unicidade desses percursos poderia ser explicada em termos de

uma geometria quadridimensional, denominada espaco-tempo’. Dessa forma, os corpos

'Do inglés spacetime.
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=>

Figura 3.1: Modelo de espacos Euclidiano e Gaussiano. Na esquerda, temos uma malha
representando o espaco Euclidiano (plano), em que todos os pontos adjacentes sdo equi-
distantes entre si. Na direita, temos um espaco curvo qualquer, em que a distancia entre
pontos adjacentes dependem da sua posicao. Fonte: adaptado de [19].

se moveriam em trajetérias retilineas® nesse espaco-tempo curvo.

3.1 Descricao da curvatura

A descrigao geométrica pode ser facilmente ilustrada em duas dimensoes. Na geometria

Fuclidiana, por exemplo, temos que a soma dos angulos internos «; de um triangulo vale:

Outra relagao define a razao entre o comprimento C' da circunferéncia com seu raio r dada

por:

¢ = 2m. (3.2)
’

Veremos agora um exemplo de geometria espacial ndao-Euclidiana sobre uma superficie
esférica de raio R para ilustracao de uma diferente geometria bidimensional. Primeiro
vamos aprender a desenhar uma linha reta nessa esfera. A definicdo continua a mesma
do espacgo Euclidiano, menor distancia entre dois pontos distintos. Mas como somos
obrigados a permanecer sobre a superficie da esfera, essa menor distancia estara sobre um

grande circulo, uma circunferéncia tracada entre os dois pontos e o centro dessa esfera,

como representado na Fig. 3.2.

2Mais tarde definiremos melhor esse conceito.
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Figura 3.2: Um diagrama ilustrando um grande circulo para representar a menor distancia
entre dois pontos P e () sobre a esfera.

Uma relagao curiosa é que a soma dos angulos internos «; de um tridangulo, como o da
Fig. 3.3, depende da sua area A:

S (aq) = 7+ ]f;. (3.3)

3.1.1 Coordenadas

A ideia chave para descricdo da geometria é usar calculo diferencial para reduzir toda
a geometria através de distdncias entre cada par de pontos proximos. A partir disso, a
distancia entre pontos distantes sera dada por integracao. E linhas retas sao curvas que
minimizam a distancia entre dois pontos.

Uma maneira sistematica de rotular pontos é um pré-requisito para uma especificagao
dessa distancia entre pontos proximos. Um sistema de coordenadas atribui rotulos exclu-
sivos a cada ponto e hd muitos sistemas que fazem isso. Em trés dimensoes, por exemplo,
hé as coordenadas Cartesianas (z,v, z) e esféricas (r, 0, ¢).

Como o sistema de coordenadas pode ser qualquer um, usaremos uma grandeza in-
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Figura 3.3: Um tridngulo representado sobre a superficie de uma esfera, de raio R, ob-
tido por trés pontos de interse¢do (A, B e C) entre grandes circulos desenhados sobre a
superficie dessa esfera. Fonte: adaptado de http://commons.wikimedia.org/.

variante chamada de intervalo espagotemporal®, representada por ds?, que é descrito
pelos elementos de linha. J& o elemento de linha especifica a geometria espagotemporal

utilizada. Vamos mostrar um exemplo do espaco-tempo de Minkowski?:
ds* = — (cdt)® + dz® + dy? + d=*. (3.4)

A parte espacial da Eq. (3.4) pode ser transformada em coordenadas esféricas, melhor

observada na Fig. 3.4, através das relagoes:

x =rsen  cos¢ (3.5a)
= rsen 6 sen ¢ (3.5b)
z =rcosf (3.5¢)

3A demonstracdo desse invariante se encontra no Apéndice A.
4Essa é a formulacdo geométrica da relatividade restrita, também explorada no Apéndice A.


http://commons.wikimedia.org/
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® Plx,y,z 6 #»P(r,0,¢)
. A
| z > s
= 7 >V : -y
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X

Figura 3.4: As coordenadas cartesianas sao representadas por 3 valores, (z,y, z). Quando
sdo convertidos em coordenadas esféricas, os novos valores serdo representados como
(r,0,¢). Fonte: disponivel em https://bit.ly/3ckxNNV.

Assim, as relagoes entre as derivadas em ambos os sistemas valem:
dx = drsen 6 cos ¢ + rcos0df cos ¢ — rsen 6 sen ¢do,

dy = drsen 0 sen ¢ + r cos 0df sen ¢ 4 rsen 6 cos pdo,
dz = dr cosf — rsen 0d6.

Finalmente, podemos calcular ds? = — (calt)2 +dx? + dy? + dz* em coordenadas esféricas:

ds? = — (cdt)? + (drsen 0 cos ¢ + 1 cos 0df cos ¢ — rsen fsen pdg)+
+(drsen fsen ¢ + 7 cos @dfsen ¢ + rsen 6 cos pdg)? + (dr cos § — rsen 0df)* =
ds® = — (cdt)® + dr® + (rdf)? + (rsen 0dp)?, (3.6)

que é o elemento de linha do espago de Minkowski em coordenadas esféricas.

ds® = — (cdt)” + dr® + r2df® + r’sen *0d¢? (3.7)

Para descricao de uma geometria genérica, devemos usar o sistema quadridimensional

a

2%, com a sendo 0, 1, 2 ou 3, para mapear os pontos® e especificar o elemento de linha

5No espaco de Minkowski temos 2° =t, 2! =2, 22 =y e 2° = 2.


https://bit.ly/3ckxNNV
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ds? entre por dois pontos préximos separados pelo intervalo coordenado dz®. De forma

geral, o elemento de linha pode ser escrito como:
ds® = gapda®da’, (3.8)
onde g, ¢ a métrica do espago-tempo .

3.1.2 Geometria sobre uma esfera

do, ¢+ d-;é)

Equador

Figura 3.5: Representagao do elemento de linha em coordenadas esféricas. Dois pontos K e
P separados por uma distancia infinitesimal estao localizados em (6, ¢) e (0 + df, ¢ + do).
A distancia entre os pontos J e P, localizados na mesma latitude 6, vale Rsenfd¢p. A
distancia entre K e J, localizados na mesma longitude ¢, vale Rdf. Usando o teorema de
Pitdgoras, podemos determinar o valor ds?, distancia entre os pontos K e P. Adaptado de

[1].

Para descrevermos outras propriedades, usaremos as coordenadas (6, ¢) conforme mos-
tra a Fig. 3.5. O seu elemento de linha dS? apenas nas componentes espaciais, com r = R
constante, serda dado por:

dS? = R*(d6? + sen’0d¢?). (3.9)
Vamos agora calcular a razao entre o perimetro da circunferéncia de raio r pelo seu raio
nessa geometria esférica. Colocando o centro da circunferéncia no polo norte da esfera, O

perimetro C' serd a integral de dS em torno do circulo de € constante, ou seja, 6 = O.

27
C= }{dS = / Rsen©d¢ = 2w Rsen®. (3.10)
0
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Ja o raio r é a integral ao longo de qualquer curva onde ¢ é constante, portanto vale:
© r
r:/dS:/ Rdp = RO = O = _. (3.11)
0 R
Substituindo a (3.11) em (3.10), obtemos:
r
C' = 27w Rsen () (3.12)
R
Quando r < R, recuperamos a relacao classica da geometria

_ T r
C= 111_{10 27 Rsen (R) =21R (R) = 27r (3.13)

7
Nao é necessario deixar a superficie da Terra para determinar sua geometria. Pode-se
medir os angulos de um tridangulo ou o comprimento e raio de uma circunferéncia. Pela
aplicagdo das Egs. (3.3) e (3.12), podemos determinar o raio R de curvatura da nossa
geometria.
A mudanca da componente temporal ja foi observada no desvio para o vermelho gravi-
tacional com alterac¢ao do tempo pelo potencial gravitacional representado pela Eq. (2.12).

Aplicando esse resultado na componente temporal, temos a mudanga dessa geometria por

acao da gravidade:
2 20 2 2 2 2
ds® = — |1+ — | (cdt)” + da” + dy* + dz*, (3.14)
c

onde ® ¢ o potencial gravitacional®. Nota-se que no resultado da deflexao da luz utilizando
o modelo Newtoniano nao ha nenhuma previsao na alteracao na componente espacial, mas
h& na temporal.

7

Contudo na TRG, existe uma alteragao na métrica espacial provocada pelas massas’.

Um exemplo é o campo gravitacional produzido por uma distribuicao esférica de matéria,

50 potencial gravitacional gerado por uma estrela, de massa M, como o Sol é dado por ® = —Cié” ,

onde G ¢ a constante da gravitagdo e r é a distancia do centro da estrela ao ponto onde estamos medindo
o potencial.
"Pela relatividade restrita, existe uma equivalénci t i tant
, quivaléncia entre massa e energia, no entanto, usaremos apenas
a massa como causador das deformacoes no espago-tempo.
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obtido pelo astrénomo alemao Karl Schwarzschild em 1916 [8]. Essa curvatura pode ser
expressa por uma métrica (doravante chamada métrica de Schwarzschild) com a seguinte

forma [1]:

20 1

c2

Observe que a componente espacial também é modificada pelo potencial gravitacional.
Por enquanto apenas demos o resultado sem nenhuma justificativa, que se tornara clara

na Secao 3.3.

3.2 Diagramas de espacgo-tempo

Para conseguirmos expressar os eventos usando a geometria, vamos descrever um sistema
quadridimensional (¢, x,y, z), que serd representado por um diagrama espago-tempo,

como o da Fig. 3.6.

Figura 3.6: Diagrama espaco-tempo em duas dimensoes (x,t). A coordenada x, indica a
posicao espacial da particula e ¢, indica a sua posicao temporal.

Os eventos serao representados por um ponto P, e as coordenadas z, e t, trazem
informacgoes de onde e quando o evento ocorreu respectivamente. Cabe ressaltar que
os livros que abordam TRG usam os eixos invertidos, contudo, acreditamos que nossa
representacao sera mais clara para o aluno entender os diagramas pelo seu paralelo com

a cinematica tradicional. Também é conveniente transformarmos a coordenada temporal
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em espacial ct, aproveitando a constancia da velocidade da luz a fim de que ambos os
eixos tenham mesma dimensao.

Uma particula descrevera sua trajetoria espagotemporal por uma linha de mundo,

alguns exemplos sao ilustrados na Fig. 3.7.

t

-

Figura 3.7: Linhas de mundo em um espaco-tempo bidimensional. A linha de mundo
A representa uma particula em repouso. A linha de mundo B representa uma particula
em movimento uniforme. A linha de mundo C representa uma particula em movimento
oscilatorio.

A descricao matematica da geometria sera dada pela sua métrica como, por exemplo,
a de Minkowski (Eq. (3.4)) ou a de Schwarzschild (Eq. (3.15)), ambas em coordenadas

Cartesianas.

3.2.1 Cones de Luz

O elemento de linha, (ds?), pode assumir trés tipos de valores: positivo, negativo ou nulo.

Isso leva a trés tipos de linhas de mundo: tipo tempo, tipo espaco ou nulo® cujos valores

8Do inglés timelike, spacelike e null.
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sao representados por:

ds* >0 tipo tempo, (3.16a)
ds> =0 tipo nulo, (3.16Db)
ds*> <0  tipo espaco. (3.16¢)

A constancia da velocidade da luz é o fator mais importante sobre o espago-tempo na
teoria da relatividade restrita. Observe que o valor de ds? é nulo quando o objeto se move

com velocidade v = ¢:
ds? = — (cdt)? + da? = — (cdt)? + (vdt?)? = — (cdt)® + (cdt)® = ds® = 0. (3.17)

Esta propriedade pode ser expressa geometricamente nos diagramas espaco tempo com
linhas inclinadas de 45°. Ja se colocarmos com duas dimensoes espaciais xy, teremos os
cones de luz, que podem ser vistos na Fig. 3.8. Para termos o cone de luz, nao precisamos
que a luz esteja presente. Os cones mapeiam as trajetérias que a luz teria se partisse do
presente. Para linhas do tipo tempo, o objeto se move com velocidade menor que a da
luz, ou seja, possuem linhas de mundo com inclinagao menor que 45° e sempre interior ao
cone. Essas linhas representam trajetéria de um objeto real, pois sua velocidade é sempre
menor que a da luz. Para linhas do tipo espaco, o objeto teria que viajar com velocidade

superior a da luz, o que é impossivel frente a relatividade restrita.
Cones de luz em duas dimensoes

Consideremos uma métrica bidimensional dada por:
ds® = —X?dT* + dX?, (3.18)
e uma linha de mundo da forma:

X(T) = cosh(T) (3.19)



26

espaco X

Figura 3.8: Representacao de um cone de luz tridimensional (¢,z,y). Se vocé estiver no
ponto presente, os eventos no interior do cone futuro representam todos os eventos que
vocé consegue alcangar com um sinal fisico, ou seja, viajando até eles em linhas do tipo
tempo ou tipo nulo. Para esse mesmo ponto inicial, o cone do passado contém todos os
eventos que podem chegar ao presente, ou seja, ele contém todos os eventos que podem
afetar o presente. A regiao fora do cone nao tem uma relagdo de causalidade com o
presente, pois nao pode fisicamente alcangéa-lo.

Os raios de luz se movem ao longo de trajetorias do tipo nulo e sdo mostrados na Fig.

3.9, portanto:

X
— X2T?+dX*=0= ‘;—T =+X (3.20)

A estrutura local do cone de luz da Fig. 3.9 é a mesma do espago-tempo plano.
Contudo, o arranjo global desses cones apresenta uma estrutura diferente.

O desvio para o vermelho gravitacional pode ser explicado pelo diagrama de espago-
tempo da Fig. 3.10. Consideremos sinais a propagarem-se no eixo x emitidos a partir
de um ponto A em z 4 e recebidos em por um ponto B em xp. Note que, como em um
espago-tempo curvo, a linha de mundo do raio de luz nao serd mais uma reta com 45° de

inclinagao como no espago de Minkowski. As linhas de mundo dos sinais emitidos terao
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Figura 3.9: Um diagrama espagotemporal bidimensional usando a métrica (3.20) mos-
trando raios de luz que se interceptam em t = 0. Os triangulos sao os cones de luz
deformados. Observe que uma linha de mundo do tipo tempo permanece no interior do
cone de luz, representado aqui em apenas duas dimensdes. Adaptado de [1].
a mesma forma pois a geometria nao depende do tempo. A distancia temporal entre dois
sinais consecutivos serd At, porém o tempo préprio? medido em x4 e x5 serdo diferentes
entre si, pois ds?> = —c?d7r?, onde d7 é o intervalo infinitesimal de tempo préprio. Para
A e B, temos que Az = Ay = Az = 0 de modo que o tempo préprio para a emissao dos
sinais serda a Eq. (3.21):

20(z)\ "/

P
Ar=(1+=2) 0 Ats (14 (f)
C C

At. (3.21)

Relacionando as emissdes nos pontos x4 e xpg, teremos:

Arp  (1+%52) At ~ (14 28) _ 2(za)

~ ~ - =
ATy (1 + %) At c2 c2
P )
Apr~ 1+ (J;B) — (J;A) ATy,
c c

90 tempo préprio é o tempo medido por um relégio em repouso junto a um observador.
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Separagao temporal At

24 Tempo proprio &7a

i -
= Separa¢do temporal At

Tempo préprio ATg

— L

|
Figura 3.10: Um diagrama espagotemporal bidimensional mostrando dois observadores
estaciondrios em x4 e em . A emite dois sinais com um tempo préprio A7y, relacionado
a um intervalo de tempo At pela Eq. (3.21). J& que o elemento de linha é independente
de t, a recepg¢ao dos sinais por B também leva um tempo At, mas com um tempo préprio
Artp diferente de A7,. Assim a taxa de emissao é diferente da de recepcao. Adaptado de

1].

Observe que recuperamos a Eq. (2.12)

3.3 O Principio da Correspondéncia

“Qualquer nova teoria tem que ser consistente com as teorias anteriores dentro
do seu limite de validade. Assim a relatividade geral deve levar a relatividade
restrita na auséncia de gravidade, quando G — 0 e a gravitagdo newtoniana em
campos gravitacionais fracos e com velocidades pequenas quando comparadas
a da luz, ou seja, quando ¢ — oo. Para ambas as condigoes satisfeitas, a

mecanica cldssica deve prevalecer.” [8]

A relatividade relatividade geral deve concordar com a relatividade restrita na ausén-

cia de gravidade G — 0 e com a gravitacdo Newtoniana para campos fracos e baixas
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velocidades comparadas a da luz ¢ — oco. E ambas devem levar & mecanica Newtoniana
na auséncia de gravitagdo quando as duas condigoes limites forem satisfeitas.

Isso da origem ao principio da correspondéncia como indicado na Fig. 3.11. No

Relatividade c—> Teoria Newtoniana

Geral da gravitagao
Q Q
4 4
ivi Mecanica classica
Relatividade | . _, .,

na auséncia de

Restrita

gravidade

Figura 3.11: O principio da correspondéncia para a relatividade geral.

entanto a lei da gravitagao Newtoniana s6 aparece se considerarmos uma deformacao na
componente espacial como vimos no exemplo da métrica de Schwarzschild na Eq. (3.27).

Tomando o limite ® < 1'% encontramos:
2P 2P
ds® = —(1+ ﬁ) (cdt)® + (1 — ﬁ)(dxz +dy® + dz?). (3.22)

Este elemento de linha é conhecido como estatico ou de campo fraco e é uma boa

aproximacao para a geometria do espaco-tempo gerada pelo Sol'l.

Vamos deduzir a equacao da gravitacao Newtoniana usando esse formalismo. Calcu-

lando o tempo préprio entre dois eventos A e B na métrica de campo fraco, temos:

B B 9\ 1/2
AT :/ dr :/ <_dz) =
A A c

B 20 20 2
= / Kl + 2) Adt* — (1 — 2> (d* + dy* + sz)] =
A c c

. . ~ . -1
10Usamos mais uma vez a aproximacdo de Bernoulli: (1 + 26—?) ~1-— 26—?.
. . M _
Nas unidades SI, ® = Cjzj\f < 1. Substituindo os valores para o Sol, temos g Rg ~ 107%, mostrando

que o campo gravitacional do Sol satisfaz esta condicao.
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o563 ]

Observe que o termo entre colchetes ¢ o quadrado da velocidade nao relativistica v?,

que vamos considerar muito pequena se comparada a da luz v < ¢ e usar novamente a

o =(5-9))

Agora temos que extremizar o tempo préprio entre os eventos A e B, equivalente a

B 2
——®
[lafz-e)=0

aproximacao de Bernoulli:

extremizar a equagao:

O Langrangiano é dado por:

dx 1 (dz\’

Aplicando as equacoes de Euler-Lagrange e multiplicando pela massa dois dois lados,

chegamos a lei do inverso do quadrado da distancial?

Az _, GMm
—=-Vo=F=—
dt? r2

r, (3.23)

onde M ¢ a fonte de campo gravitacional; m é a carga gravitacional e r é a distancia que

separa o centro desses dois corpos.

3.4 Geodésica

O principio para determinarmos o movimento de uma particula livre num espago-tempo
curvo é o Principio Variacional, cujo enunciado pode ser descrito como “a trajetoria
seguida por uma particula livre entre dois pontos do tipo tempo extremiza o tempo proprio

entre eles”, o que, matematicamente pode ser representado por [1]:

(5/ (—gabdx“da:b)l/Q =0. (3.24)

_GMm

12Usamos o potencial Newtoniano ® = p
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Essa extremizacao dara origem ao menor caminho entre dois pontos, denominado geo-
désica. Cabe ressaltar que no espaco Euclidiano, a geodésica é simplesmente uma linha

reta. E na geometria esférica, um arco de grande circulo como ja representamos na Fig.

3.2.

3.4.1 Modelos de Setores

Para nos prepararmos para este novo ponto de vista, descrevemos a visao de mundo dos
flatlanders*?, os habitantes de Flatland no conto de Edwin Abbott com o mesmo nome

120].

“Eu chamo o nosso mundo de Flatland]...]. Imagine uma vasta folha de papel
sobre a qual [...] figuras [...] se movem livremente, mas sem o poder de elevar-

se ou afundar-se abaizo dela, muito parecido com sombras.” [20]

Os flatlanders se movem em duas dimensoes (frente-trds ou direita-esquerda), a ter-
ceira dimensao (cima-baixo) nao ¢ apenas inacessivel para eles, mas estd além de sua
imaginacao. Quando estendemos o Flatland de Abbott para superficies curvas, os fla-
tlanders ainda se movem apenas sobre a superficie: para a frente ou para tras e para a
direita ou para a esquerda. Na falta do conceito de cima e para baixo, eles nao podem
conceber uma superficie curvada a um espaco tridimensional. No entanto, eles sdo capazes
de estudar a curvatura do seu mundo. NoOs somos spacelanders, familiarizados com trés
dimensbes, mas incapazes de conceber um espaco dimensional superior, podemos exa-
minar a curvatura do nosso espaco tridimensional da mesma maneira que os flatlanders

examinam as superficies planas curvas.

“Assim, a configuragdo e a solugcdo da equagdo geodésica sao substituidas pela

criagio do modelo de setor e pelo desenho das geodésicas.” [21]

13 Aqui vamos usar o termo original no lugar da traducdo planistas.
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Para visualizarmos os efeitos fisicos de um espaco curvo, vamos introduzir os modelos
de setores. Neles nds vamos subdividir uma superficie curva em pedagos pequenos o
bastante para consideramos planos. Observe na Fig. 3.12 que buracos aparecem sempre

que a pegas de um espago curvo sao montadas em um um espago Euclidiano.

(a)
Figura 3.12: Modelo de se¢do de uma superficie esférica. (a) O espago curvo de uma
esfera é subdividido em pequenos elementos de area. (b) Os setores sdo construidos como
pedagos planos com os mesmos comprimentos. (c¢) A geodésica é construida localmente
como uma linha reta usando lapis e régua. Fonte: disponivel em [21].

Como cada setor é pequeno, localmente a geodésica serd uma linha reta. Essa linha
mantém seu percurso de um setor a outro quando eles sao encaixados sem nenhum buraco
entre eles, ou seja, quando unidos por vértices em comum, como pode ser visto no item
(c) da Fig. 3.12. Se um segunda geodésica for adicionada paralelamente a primeira no
setor inferior esquerdo, pode-se ver an Fig. 3.13 que elas convergem. Isso demonstra a
curvatura da nossa superficie.

Analogamente, podemos fazer modelos de setores que nos permitam construir geodé-

sicas na vizinhanca de um buraco negro

Geodésicas préximas a um buraco negro

Vamos agora apresentar um modelo de setores que permita construir geodésicas na vizi-
nhanga de um buraco negro. O conjunto completo de setores representam um plano de
simetria ao longo do plano equatorial e formam o arranjo da Fig. 3.14.

Observe que ha buracos entre os setores indicando a curvatura do espago. Para de-
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(a) (b)
Figura 3.13: Geodésicas no modelo setorial de uma esfera. (a) Os setores sdo unidos
para desenhar a primeira linha geodésica. (b) Nova disposigao dos setores para desenhar
a segunda geodésica acima da primeira. (c) As duas geodésicas comegam paralelas na
parte inferior, mas convergem na parte superior quando os setores retornam a sua posicao
original. Fonte: disponivel em [21].

senharmos uma geodésica, faremos um método andlogo aos anteriores: juntando setores
vizinhos pelos vértices em comum e desenhando uma linha reta. Pode-se observar que a
dire¢do da linha desenhada muda, ilustrando a deflexdo da luz sob acao de um campo

gravitacional.

Devemos ter cuidado com o resultado do desenho da geodésica, pois, apesar de ser
qualitativamente correto, os setores sao representacoes aproximadas do espago curvo,
portanto a geodésica desenhada também é uma solucdo aproximada. Com o método
fornecido em por Zahn e Kraus [21] temos um erro de aproximadamente 0, 13% em relagao
as medidas na esfera'*. Outro detalhe para termos em mente é que as linhas desenhadas
nesses modelos nao representam a trajetéria de um raio de luz. A linha desenhada é uma
geodésica no espacgo, enquanto a luz se propaga em ambos tempo e espago. Mesmo
assim, trata-se de um excelente método para ilustrar algumas propriedades da geodésica.
Uma maneira de implementar os modelos setoriais para estudar a geodésica serd mostrado

no capitulo 4.

140 processo de construgio desses modelos pode ser encontrado em [21].
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(a) (b)
Figura 3.14: Uma geodésica no modelo de setores do plano equatorial de um buraco negro.
As linhas sao localmente retas, no entanto a direcao de entrada é completamente diferente
da de saida. (a) Os setores sao unidos para desenhar a linha geodésica. (b) Os setores sdo
colocados na sua posi¢do original simetricamente, ilustrando a trajetéria da luz. Fonte:
disponivel em [21].

3.5 Equacao de Einstein

As equagbes de campo da relatividade geral ou equagoes de Einstein foram obtidas no

final de 1915 por Albert Einstein e David Hilbert, de forma independente.

“leles] perceberam que a métrica tensorial g. que descreve a geometria do
espago-tempo parecia depender da quantidade de matéria gravitacional na re-

gigo.” [22]

A formulagao da equacao de Einstein exige uma matematica so vista nos periodos mais
avancados da graduagdo, como tensores, portanto esses conceitos nao serdo abordados
nesse trabalho. No entanto, é possivel transmitir o significado fisico da equacao de Einstein

sem apresentar a sua dedugao.

“A equacao de Finstein governa a geometria do espago-tempo curvo, equagdo
bdsica da relatividade geral [...] Ela é o equivalente das equagoes de Mazwell
para o eletromagnetismo. Métricas, tal como a de Schwarzschild, sio solucées

particulares da equagao de Einstein.” [1]
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Essa afirmagdao pode ser verificada pela Eq. (3.23), em que a gravitagdo Newtoniana
surge da relatividade geral com uma deformagao no espaco-tempo cujo valor depende do
potencial gravitacional, diretamente proporcional a massa.

A equagdo de Einstein relaciona a curvatura do espago-tempo com sua fonte (massa)
em um conjunto de dez equagoes diferenciais de segunda ordem nao lineares e nao inde-
pendentes, o que torna sua solugdo muito complicada [1].

Dessa forma, qualquer fonte pode provocar uma deformacao na componente espacial
da métrica representada por uma funcdo f(®P), originando um elemento de linha em

coordenadas esféricas com a forma da Eq. (3.25):
20
ds* = —(1+ 0—2) (cdt)? + f(®)(dr? + r2df* + r’sen’0d¢?). (3.25)

onde ® é o potencial gravitacional.

A equacao de Einstein pode ser resumida como:
G=——-T, (3.26)

onde G é o tensor de curvatura, associado com a estrutura geométrica do espago-tempo.
Essa grandeza diz qual serd a métrica do espaco. T é o tensor de energia-momento, que
depende da distribuicao de matéria do universo.

No limite Newtoniano, ou seja, para pequenas massas e velocidades muito menores que
a da luz, as equagoes da relatividade geral devem reproduzir a lei do inverso do quadrado

das distancias [1] (veja também a Eq. (3.23)).

3.6 Buracos Negros

Uma das ideias mais divulgadas sobre os buracos negros é de que eles sugam objetos para
seu interior sem chance de escape e nem mesmo a luz resiste a sua atracao gravitacional.
Na verdade, um buraco negro de massa M causa a mesma interagdo que uma estrela

de mesma massal®, porém sem emitir a luz que antes a estrela irradiava. Se o Sol de

15 Aqui estamos usando a aproximacdo para um buraco negro e uma estrela esféricos e sem rotacéo
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alguma forma se tornasse um buraco negro, as orbitas dos planetas do sistema solar se
manteriam inalteradas, ou seja, o buraco negro nao passa de uma estrela apagada com
enorme densidade. Para descrever esses objetos vamos comecar apresentando a métrica
externa de uma distribuicao de massa esférica de valor M e raio R. Ela é descrita pela
métrica vista na Eq. (3.15). Ela veio da resolu¢ao das equagoes de Einstein em 1916
realizada pelo fisico alemao Karl Schwarzschild [23]. Com 6tima aproximacao, o Sol
pode ser usado para verificar experimentalmente essa métrica [1]. Em um sistema de
coordenadas esféricas, o elemento de linha da geometria de Schwarzschild a uma distancia

r do centro da estrela é dada por:
2GM
) (cdt)? + (1

cr
< 1), podemos usar a aproximagao de Bernoulli e escrever a

_2GM

c2r

1
ds? = — (1 — ) dr? + r? (d62 + sen29d¢2) , (3.27)

2GM
c2r

Observe que se (

métrica como:

2GM

cr

2GM

c2r

ds* = — (1 — ) (cdt)? + <1 + ) dr® +r® (d92 + sen29d¢2) : (3.28)

A Eq.(3.28) corresponde a forma exata para campos fracos e estdticos com o potencial

gravitacional Newtoniano ¢ dado por:

GM
r

® = (3.29)

Isto nos leva a verificar que de fato o valor M corresponde a massa, sendo ela a fonte
da curvatura do espaco. E também que a métrica de Schwarzschild descreve um buraco
negro estatico de massa M.

Nao mostraremos aqui, mas essa métrica pode ser usada para calcular diversos feno-
menos como o desvio para o vermelho gravitacional, a precessao do periélio de Mercurio
e a deflexdo da luz para campos gravitacionais simetricamente esféricos. Para um leitor
interessado, sugere-se o Capitulo 15 da referéncia [8].

Voltando aos buracos negros, eles podem ser originados pela morte de uma estrela!®.

Se a estrela tiver massa suficiente, havera um momento de desequilibrio entre a forga

16Morte aqui significa o fim do ciclo de fusdo nuclear no interior de uma estrela.
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gravitacional e as forcas de pressao da matéria dentro da estrela. Ha, portanto, um

colapso gravitacional com a cria¢do de um buraco negro [1].

E comum nos livros de relatividade o uso de unidades onde G = 1 e ¢ = 1. Estas sdo
chamadas de unidades geometrizadas. Nelas as equacoes da TRG tornam-se mais simples.
A métrica de Schwarzschild, dada pela Eq. (3.27) pode ser simplificada como:

oM 2MN\ !
ds? — — (1 _ T) dt? + (1 _ T) dr® + 1 (d6 + sen’0dg?) (3.30)

Note que nessas unidades M tem dimensao de comprimento.

Observe que a métrica possui dois pontos de singularidade!” » = 0 e » = 2M. No caso
de r = 2M ¢é possivel eliminar a singularidade por meio de uma transformacao adequada
de coordenadas [8]. Essa regido é chamada de horizonte de eventos e a distancia r é
chamada de raio de Schwarzschild r,;. Para examinarmos essa superficie, é possivel repetir
o procedimento da Secao 3.2.1 para obtermos a seguinte estrutura de cones de luz nas
proximidades de um horizonte de eventos, conforme mostra a Fig. 3.15. Note que o cone
de luz tangencia a superficie r; = 2M e o interior do cone de luz futuro nao permite
mais que um observador saia desta superficie dai o nome horizonte de eventos. De outro
modo, tudo aquilo que cai dentro do horizonte de eventos é sugado e nem a luz pode
escapar desta interagdo gravitacional. Em um paralelo com a gravitacao Newtoniana, o
horizonte de eventos seria a regiao do espaco cuja velocidade de espace ¢ igual a da luz,
cerca de 300.000 km/s. Ja para r = 0 nao é possivel eliminar a singularidade e ainda nao
conhecemos a fisica no interior dos buracos negros, mas devido ao horizonte de eventos,

estamos isolados do que ocorre no interior.
Curiosamente este é mesmo raio (ry = 2M) calculado por Michell e Laplace como
sendo o raio de uma estrela de massa M de modo que nem a luz consiga escapar da

atracdo do seu campo gravitacional [24].

1TPontos no sistema de coordenadas em que a métrica nio é definida, ela diverge indo para infinito.
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Figura 3.15: Cones de luz na vizinhanca do raio de Schwarzchild. Dentro do buraco negro,
ou seja, para r < r,, todas as linhas de mundo de particulas apontam para dentro dele e
permanecem confinadas. A fonteira r = r¢ representa o horizonte de eventos. Na regiao
externa r > ry, o campo gravitacional do buraco negro continua atuando normalmente.
Fonte: adaptado de [16].

3.7 Velocidade de Dobra Espacial

Essa secao trata da possibilidade de viajar acima da velocidade da luz, algo muito di-
fundido em ficgao cientifica. O artigo do fisico mexicano Miguel Alcubierre de 1994 traz
a abordagem matematica que poderia tornar esse sonho realidade. Vamos analisar qual
deveria ser a métrica espacotemporal para obtermos a chamada velocidade de dobra es-

pacial®.

“Mostra-se, com a abordagem da relatividade geral, que € possivel modificar
0 espago-tempo de maneira a permitir que uma espagonave viaje com uma

velocidade muito grande [...J. O resultado dessa distor¢io é a velocidade de

8Do inglés warp-drive.
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dobra da ficcio cientifica. No entanto, matéria exdtica’® é necessdria para

produzir uma distor¢io do espago-tempo como a que serd discutida.” [25]

Consideremos o seguinte elemento de linha:
ds? = —dt* + [dx — V,(t) f(re)dt]” + dy? + d2? (3.31)

onde V,(t) = dx.(t)/dt é a velocidade associada com a curva, x.(t) é a posi¢do da nave
em um instante ¢t e r, = [(a: — 2 (1) 4+ y? + 22} representa uma distancia ao redor da
nave. A fungao f(r.) é qualquer funcao positiva suave que satisfaz a condi¢ao f(0) =1 e
diminui quando se afasta da origem até chegar a zero para r, > R para algum R. E como
se formasse uma bolha, de raio R, ao redor da nave, onde o espago-tempo seria distorcido.
Observe que a geometria do espago-tempo ¢é plana quando a fungao f(r.) = 0, mas curva
quando nao é. A figura 3.16 mostra o diagrama espago-tempo para essa métrica.

Os cones de luz desse espago-tempo curvo podem ser determinados pela Eq.(3.16Db)

que resultara em:

ds? = —dt* + [dz — V,(t) f(r.)dt]* = 0, (3.32)
ou, equivalentemente:
d
== L+ V(Of (). (3.33)

O sinal 4 corresponde as duas possiveis direcoes em que um raio de luz pode emergir
a partir de um ponto. Deste resultado, vemos a possibilidade de ter ‘fi—f > 1, entretanto a
linha de mundo da espagonave encontra-se dentro do cone de luz. Observe pela Fig. 3.16
que dentro da regiao da bolha onde o espaco ¢ curvo, os cones de luz estao inclinados
em relagdo aos usuais 45°. Outra caracteristica surge se considerarmos duas estacoes
espaciais estacionarias A e B e uma nave se deslocando entre esses pontos num tempo
T < D. Para os observadores nas estacoes, onde o espago-tempo é plano, a nave se

deslocou com velocidade aparentemente maior que a da luz conforme a Eq. (3.33). No

9 Matéria ndo bariénica, com densidade de energia negativa.



40

A! stations - _’_,.-' ’ ® ] * ;"' -""

. #J “,4' -

b= %" "

-

}i’ \:" ‘l' ‘.I’ 5

\

“ship — ]

Sa U I S S R S i Sl B

I ‘
Figura 3.16: Cones de luz num espago-tempo com velocidade de dobra. Uma nave es-
pacial viajando entre duas estagOes espaciais seguindo a linha de mundo na figura da
esquerda estaria as vezes se movendo com velocidade superior a da luz se o espago fosse
de Minkowski. Mas usando a métrica da Eq. (3.31), hd uma bolha de curvatura espa-
¢otemporal circundando a nave. No destaque da direita, os cones de luz de futuro estao
entortados como descritos pela Eq. 3.33. Mas em cada ponto, a linha de mundo da nave
pertence ao interior do cone, ou seja, localmente a sua velocidade é sempre inferior a da
luz. Contudo para um observador no espago de Minkowski, fora da bolha, desconhecedor
dessa curvatura, a nave teria viajado entre as duas estagoes em um tempo 7" menor do
que a luz viajaria essa distancia D. Fonte: Disponivel de [1].

entanto, o espaco-tempo é curvo, e a linha de mundo da nave é sempre interior aos cones
de luz, que estao desviados. Ou seja, a nave estd sempre com velocidade menor que a da

luz no seu referencial [1].

“Poderia entdo uma civilizacao avangada construir uma espaconave que cri-
aria um espago-tempo curvo como descrito pela métrica da Eq. (3.31)7 [...]
ele [espago-tempo de Alcubierre] requer matéria ou campos com densidade de
energia negativa. Todos os campos cldssicos [...] possuem densidade de ener-
gia positiva. A mecanica qudantica permite densidade de energia negativa, mas

a fisica estd longe de entender se ela pode ser aproveitada dessa forma.” [1]
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No artigo original do Alcubierre, ele também explora a dificuldade de se criar sua

métrica espagotemporal, no entanto nao descarta sua existéncia.

“O fato de que esta expressio (a densidade de energia) é negativa em todos
0s pontos implica que condigcoes de energia fraca e dominante, assim como
a forte sio wioladas [...] Dessa forma, assim como ocorre em buracos de
minhoca®®, € necessdrio matéria exdtica para viajar mais rapido que a luz.
Contudo, mesmo que essa energia seja proibida classicamente, sabe-se que
campos quanticos permitem a existéncia de regioes com densidade megativa
de energia, como no efeito Casimir. A necessidade da matéria exdtica nao
elimina a possibilidade de usar a distorcao do espago-tempo como a descrita

acima para viagens interestelares hiper-rdpidas.” [25)]

Outros artigos, como [26] e [27], também discutem a instabilidade dessa bolha espacial

produzida, mas devido a sua complexidade, eles nao serao discutidos nesse trabalho.

20Do inglés wormholes.
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Capitulo 4

TRG na sala de aula

4.1 A dificuldade em ensinar TRG

“Devido a sua natureza abstrata, a teoria da TRG de FEinstein raramente é
apresentada nos curriculos escolares de fisica. Embora a comunidade educa-
cional tenha comegado a investigar maneiras de abordar o assunto na sala de

aula, a literatura é ainda muito escassa.” [7]

Tal abstracao tem duas principais razoes. Primeira, os alunos nao tém experiéncia
com os fenomenos relativisticos, pois ela s6 se torna relevante em situagoes extremas
nao vistas no cotidiano, ja que a mecanica Newtoniana resolve com grande precisao os
principais fendmenos gravitacionais. Em segundo, a sofisticacdo matematica exigida pela
teoria nao ¢ ensinada no ensino médio. Contudo, tal teoria nao apenas constitui um
melhor entendimento do funcionamento do Universo, como inspira o progresso cientifico
e tecnolégico. O GPS (Guia de Posicionamento Global), por exemplo, usa os fenomenos

relativisticos! no seu funcionamento [1].

“Embora haja uma diversidade de trabalhos que apontam a relatividade como
parte do curriculo de fisica no ensino médio, percebe-se que hd uma escassez

em relagdo ao ensino de relatividade geral. A maioria dos trabalhos abor-

'Uma anélise detalhada do seu funcionamento pode ser encontrada na segdo 6.4 de [1].
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dam apenas a temdtica da relatividade restrita ou ainda focam na perspectiva

historico-filosdfica da ciéncia.”[28]

Dessa forma, precisamos encontrar maneiras de divulgar a TRG para os alunos sem um
nivel matematico avancado. A escassez literdria e a falta de professores com conhecimentos
o suficiente em sobre fisica moderna, torna a abordagem de TRG no ensino médio ainda
mais complicada. Algumas pesquisas mostram que o uso da histéria e filosofia podem

auxiliar na compreensdo dos fendmenos relativisticos [7].

Como os livros de ensino médio, em sua maioria, nao trazem TRG no seu contetdo,
apenas topicos de relatividade restrita e uma pequena introducao a mecénica quantica, fica
dificil orientar os alunos com uma sequéncia didatica precisa. No livro Fisica Conceitual
do autor Paul Hewitt [5], hd uma excelente abordagem do principio de equivaléncia e
dos fendmenos gravitacionais como deflexao da luz, desvio para o vermelho gravitacional,
precessao do periélio de Mercurio e ondas gravitacionais. No entanto, a abordagem é
apenas fenomenoldgica e nao é discutida matematicamente como que a geometria do
espaco-tempo é capaz de explicar esses fendmenos.

Uma anélise da estrutura do contetdo de ciéncias da TRG e as perspectivas dos estu-
dantes, de acordo com a literatura, serviram de base para a concepcao, desenvolvimento
e avaliagdo das aulas que serdo apresentadas. Os livros de graduagao como [1], [8] e [22],
apresentam TRG em sua estrutura, em geral, comecam com principio de equivaléncia,
discussao sobre referenciais e forgas de inércia. Usam esses principios para justificar os
fenomenos do desvio para o vermelho, deflexao gravitacional da luz e dilatacao temporal
para entao apresentarem a curvatura do espago-tempo.

No entanto, comegaremos nossas aulas com a geometria curva. Porque, apesar de ser
um tema bastante abstrato, os estudantes, na minha opinido, acham a abordagem geomé-
trica mais interessante e sua descricao justifica a TRG. Nas palavras de John Archibald

Wheller, o contetudo fisico das equagoes de Einstein para descrever a gravidade é:
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“O espago-tempo diz para a matéria como se mover; a matéria diz para o

espago-tempo como se curvar.” [29]

4.2 Para quem ensinar?

Ensinar TRG ¢é desafiante matematicamente e conceitualmente, porque matematica avan-
¢cada e uma grande quantidade de conhecimento prévio sdo necessarios, como relatividade
restrita. Portanto propomos que o ensino da teoria da TRG seja exclusivo para alunos
de alta performance em matemética e fisica?. Esses alunos querem aprender mais sobre a
natureza do espago-tempo porque percebem a relevancia moderna dos tépicos [21]. Rela-
tividade geral pode se ofertada nas escolas como uma disciplina eletiva para que os alunos
com aptidao em fisica sejam contemplados com aulas mais relevantes de acordo com suas
motivagoes e objetivos pessoais. As propostas e os temas das disciplinas eletivas sao ela-
borados por um grupo de, ao menos, dois professores de disciplinas distintas, “desde que
trate de um assunto relevante e que seja abordado de modo a aprofundar os contetidos
da Base Nacional Comum” de acordo com o Programa de Fomento as Escolas de Ensino
Médio em Tempo Integral - EMTI do Ministério da Educagao [30]. Cabe ressaltar que
algumas escolares particulares no Rio de Janeiro ja apresentam uma proposta de cursos
extracurriculares no contra-turno das aulas®. Para alunos que se preparam para o con-
curso do ITA*, nocoes basicas de TRG devem ser ministradas nas aulas regulares ao longo
do ano, pois se trata de um assunto que ja foi cobrado no seu concurso®, além de fisica
quantica e relatividade restrita, que estao no edital do certame.

Apesar de varios desafios, os estudantes que escolhem fisica sao muito influenciados por

assuntos como a teoria da relatividade. Além disso, os alunos possuem grande interesse e

2Nao conhecemos uma metodologia para selecionar esses alunos, portanto sugerimos a escolha de
estudantes que se destaquem nas disciplinas de matematica e fisica e estejam interessados em aprender
mais sobre esses tépicos de fisica moderna.

3Uma dessas escolas onde trabalho tem uma disciplina de Astronomia, em que serdo inseridas aulas
de TRG baseadas nesse trabalho.

4Instituto Tecnolégico de Aerondutica, localizado em Sdo José dos Campos/SP.

5Algumas dessas questdes se encontram no Apéndice B.
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algum conhecimento superficial sobre os fenémenos da TRG [2].

4.3 Sequéncia Didatica

Conforme ja falamos, ndo encontramos na literatura livros de ensino médio que abordem
TRG usando ferramentas matemaéaticas. Portanto, os professores carecem de fontes con-
fiaveis com uma sequéncia didatica bem definida sobre o que ensinar ao aluno. Nossa pro-
posta serd contribuir com uma sequéncia didatica definida por “um conjunto de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de certo objetivos educacionais,
que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”

[31]. Para que essa sequéncia obtivesse sucesso, seguimos alguns passos:

1. Apresentacao do projeto ao aluno: baseado nos comentarios dos alunos na sala de
aula sobre Big-Bang, buracos negros, Stephen Hawking e Einstein, percebi a falta

de informacao confidvel a qual eles tém acesso.

2. Producéao inicial: como sou professor deles, conheco a maioria dos alunos, inclusive
seus pontos fortes e fracos. A partir dessa avaliagao prévia, estabelecemos quis

atividades deveriam ser empregadas nas aulas.

3. Atividades: a partir das informacoes anteriores, formulamos as aulas visando pre-
encher as lacunas de conhecimento e formalizar muitas ideias pré-concebidas que os

alunos possuiam sobre temas relacionados aos fendmenos cosmolégicos.

4. Avaliacao: finalmente aplicamos um questionario para determinar se houve apren-

dizado pela sequéncia didatica aplicada.

4.4 Preparacao das Aulas

Para criarmos uma metodologia de ensino da TRG, vamos identificar os conceitos chave

dessa teoria e dividi-las em uma abordagem experimental para motivar os alunos com
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fendomenos geométricos nao convencionais e depois fornecer as ferramentas matematicas

para que eles possam entender como a teoria de Einstein conecta o principio de equiva-

léncia aos fendmenos do desvio para o vermelho e desvio gravitacional da luz. E, como

bonus, nao ter a geometria Euclidiana como verdade absoluta universal. Seguindo uma

estrutura de conteidos apresentado em [7], definimos alguns objetivos de aprendizagem

para cada aula:

Assunto

Objetivos de aprendizagem

Geometria ndo- Euclidiana

Usar os conceitos da geometria esférica e propor uma forma
de verificar que a curvatura da Terra

Entender que a geodésica é o menor caminho e localmente é
uma reta

Principio de equivaléncia

Usar o fato de que localmente & impossivel distinguir entre
um campo gravitacional e uma aceleracdo uniforme ou entre
a queda livre e a falta de campo gravitacional para explicar
como as aceleracdo e gravidade sdo fendmenos equivalentes

Fendmenos relativisticos

Descrever como tempo passa mais devagar proximo a objetos
massivos usando o principio de equivaléncia

Descrever como a luz viaja proximo a um campo gravitacional
como o gerado pelo sol

Relatividade Restrita

Entender a origem do invariante espaco-temporal

Curvatura

Descrever nosso universo em funcdo de um sistema de
coordenadas guadridimensionais

Entender nos diagramas espaco-temporais a trajetoria da luz
Relacionar a teoria da relatividade geral com a geometria do
espaco tempo

Descrever como a massa curva o espaco-tempo e como a
curvatura influencia no movimento dos corpos

Fendmenos gravitacionais

Entender os conceitos basicos de um buraco negro

Conhecer um limite da fisica por ndo termos acesso atodo o
espaco-tempo devido ao horizonte de eventos de um buraco
negro

Entender como os cones de luz entortados podem fazer com
gue os corpos se movam com velocidade superior a da luz no
vacuo globalmente, mesmo que localmente isso ndo ocorra.

Figura 4.1:

Objetivos especificos de aprendizagem.
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Outro desafio foi o tempo disponivel dos alunos para as aulas de TRG. Tivemos que
usar aulas extras aos sdbados pela manha num periodo que nao prejudicasse a preparacao
dos alunos para as suas provas. Foram 3 sabados com 4 tempos de 50 min cada no modelo

tradicional de aula.

Aula 1: Geometria nao euclidiana

No primeiro encontro, pretendemos despertar o interesse dos alunos com caracteristicas
da geometria nao Euclidiana seguidas por introducao a sua formulacao matematica. Essa

aula teve duragao de 3 tempos e ocorreu da seguinte maneira:

Curvaturas

O experimento a seguir é usado para diferenciar os dois tipos de curvaturas de que falamos
no texto: FEuclidiana (plana) e Riemanniana (esférica). Ele usa materiais bem simples e
baratos [32]. Gastamos cerca de R$30,00 na compra de todos os materiais.

A demonstracao consiste em desenhar tridngulos, medir e depois somar seus angulos

internos. Precisaremos dos seguintes materiais:
o Lapis
o Papel A4
e Tiras de papel
o Fita crepe
e Régua
o Transferidor

« Bexiga ou bola

e Sela
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Para a geometria plana, a soma dos angulos internos vale 180°. Pode-se pedir aos
alunos que desenhem triangulos quaisquer em uma folha de papel usando lapis e régua,
como na Fig. 4.2. Em seguida, usando um transferidor, eles serao capazes de confirmar o

valor da soma desses angulos.
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Figura 4.2: Triangulos desenhados em um pedacgo de papel representando um universo
plano.

Para o espaco esférico, a soma dos angulos internos é maior que 180°. Para verificar
isso, os alunos usarao trés tiras de papel e as fixardo com fita crepe na superficie de uma
bola, como exemplificado Fig. 4.3. Em seguida, removerao cuidadosamente o triangulo
da esfera, mantendo a fita crepe unindo os lados das tiras de papel. Agora, eles esticarao
cada vértice sobre a superficie de uma mesa, por exemplo, medirao cada angulo interno e

realizarao a sua soma. Essa soma deverad ser maior que 180°.

“Este experimento tem sido usado em vdrios cursos de astronomia universi-
taria e semindrios de verdo para estudantes do ensino médio, incluindo as-

tronomia introdutoria para cursos nao-cientificos e cursos de nivel superior,
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de um balao esférico. Removendo cuidadosamente o tridngulo e medindo seus angulos
internos confirmard que a soma sera maior que 180°.

como cosmologia. As classes usaram esses materiais ao discutir a gravidade, a
geometria do espago-tempo e como ela estd ligada a curvatura do universo |[...J
Com uma execucdo cuidadosa, a atividade € uma maneira simples e direta de

envolver os alunos no estudo da geometria do espago-tempo.” [32]

Para complementar essas ideias sobre curvatura, apresentamos um enigma para oS

alunos:

Um urso anda 1 km para o Sul, em sequida 1 km para o Leste e entdo 1 km
para o Norte, retornando ao ponto em que comecou a se mover. Qual € a cor

do urso? [9]

Pode-se tracar o caminho em um globo de borracha, ou na prépria bola que foi usada
no experimento anterior. Do polo norte, desenhamos um caminho para o sul. De 14,
iremos para o leste, nos movendo ao longo de uma linha de latitude. Finalmente viajamos
para o norte, e acabamos exatamente no polo norte, mesmo ponto de partida. A rota

percorrida parecerd um triangulo®, como visto na Fig. 4.4:

6Nao é um triangulo, pois a linha de latitude ndo é um arco de grande circulo.
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Polo Norte

Figura 4.4: Trajetéria completa do urso até retornar ao ponto inicial. O urso parte do
polo norte e segue a trajetoria representada pelas setas azuis.

Finalmente, podemos dizer que o urso é branco, visto que é um urso polar.

Geodésica

A teoria geral da relatividade descreve os caminhos da luz e das particulas livres como
geodésicas de um espaco-tempo curvo. A nog¢do de geodésica, portanto, é um ponto

importante em qualquer introducao a relatividade geral.

“O uso dos modelos de setor podem ser usados para introduzir o conceito de
geodésica e determind-las por construcdo grdfica, em vez de usar resolver um

sistema de equagoes diferenciais.” [21]

Uma linha geodésica numa superficie curva é localmente uma linha reta Vamos apre-
sentar alguns exemplos:

Para uma esfera, consideremos uma linha que comega no equador e sobe para o norte
em uma mesma longitude.Perceba pela Fig. 4.5 uma caracteristica dessas geodésicas:
Duas linhas de longitude, que sao paralelas no equador, convergem. Ou seja, essas para-
lelas se encontram, vide que estamos em uma superficie esférica.

Vamos tentar extrair essas propriedades da geodésica na esfera a partir dos modelos
de setores, em que uma superficie esférica pode ser representada pela Fig. 4.6. To-

dos esses modelos sao disponibilizados no trabalho [33] e podem ser baixados gratuita-
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Figura 4.5: Duas linhas de longitude do equador em ao Polo Norte, representando duas
geodésicas em uma esfera.

mente no site https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of _
sectormodels.html.

Agora, desenhamos a geodésica dentro de um setor, que localmente é uma linha reta.
Quando a linha chega a fronteira de um setor, ela continua no setor vizinho. Pode-se ver
que as duas geodésicas iniciando em paralelo no canto inferior esquerdo convergem para

o lado direito com na Fig. 4.6.

Mapas

Em muitas situacgoes cotidianas, é necessario estudar a geometria de superficies cuvas.
Para planejar uma grande viagem de aviao ou barco, por exemplo, é preciso compreender
a geometria de uma superficie esférica. Olhe para o mapa e localize dois lugares em uma
mesma latitude como Porto e Nova Torque (41° N). Para onde um avido deveria seguir
viagem para percorrer o menor caminho entre as duas cidades?

Sera uma linha reta? Essa seria um 6tima reposta. Vamos desenhar essa reta no globo
para verificar o caminho. Observe que o aviao nao voa diretamente para oeste, ao longo

da mesma latitude, ele deve voar para noroeste, virando para oeste e finalmente para


https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of_sectormodels.html
https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of_sectormodels.html
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sudeste como pode ser visto na Fig. 4.8. Isso evidencia que a geodésica sobre uma esfera
nao é exatamente uma linha reta, mas, nesse caso, é um arco de grande circulo, conforme

ja ilustramos na Fig. 3.2.

Figura 4.8: Uma viagem com menor caminho entre dois pontos na mesma latitude.

Qual a relagdo disso com a gravidade? Por enquanto nenhuma. Mas ja estamos

aprendendo a lidar com geometrias diferentes da tradicional Euclidiana.

Agora observe os pontos no mapa da Fig. 4.9 e imagine-os descendo cada um em seu
préprio meridiano. Qual a trajetéria que eles vao seguir? E paralela? As bolinhas se
afastam e depois de aproximam. Sera que ha uma interagao entre elas de atragao e depois
de repulsao? Ou podemos simplesmente dizer que elas seguem um caminho reto nessa

nova geometria?
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Figura 4.9: Dois pontos em meridianos diferentes partindo do Polo Norte em dire¢ao ao
Polo Sul.

Essa trajetoria paralela pode ser vista no mapa planificado da figura 4.10. Dessa
forma, poderiamos dizer que as bolinhas seguem trajetérias paralelas entre si apesar da
distancia aumentar e depois diminuir. Nesse caso, a mudanca da geometria facilitar a

maneira como descrevemos a trajetoria dos corpos.

Figura 4.10: Dois pontos em meridianos diferentes partindo do Polo Norte em direcéo ao
Polo Sul num mapa plano representando a Terra.

Aula 2: Nocoes basicas de TRG

Nessa aula, vamos apresentar os principais conceitos fisicos para construcao da relativi-
dade geral. Pela disposicao do nosso horario, essa aula ficou dividida em 2 semanas. Na

primeira, usamos 1 tempo restante da Aula 1 para falar somente do principio de equiva-
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léncia. J4 na segunda semana, usamos 2 tempos para falar dos fenémenos fisicos usando

esse principio.

Principio de equivaléncia

Iniciamos pelo principio de equivaléncia, em que descrevemos a diferenca entre massas
inercial, gravitacional ativa e passiva. Como primeira ilustracao desse fendmeno, apre-
sentaremos o video da BBC, exibindo a queda simultanea de uma pena e uma bola de
boliche em uma cdmara de vacuo [10]. Em seguida, veremos que essa igualdade é uma
das medidas experimentais mais precisa da fisica. Para ilustrar essas ideias, mostraremos
um video do fisico Brian Greene [34], em que ele abandona uma garrafa furada em queda
livre. Para a agua, ¢ como se nao houvesse gravidade e, portanto, ela para de vazar pelos

orificios.

Campo gravitacional

A seguir, usaremos os experimentos descritos no Capitulo 2 para percebermos ser impos-
sivel distinguir um referencial acelerado de um em queda livre em um campo uniforme.
Dois corpos abandonados caem com a mesma aceleracao, assim ambos os efeitos de queda
devem ter a mesma origem. A sugestao de Einstein foi tratar a gravidade como uma forca

inercial.

v1=200 m/s

=9
9 > 30°
D=500 m

Figura 4.11: Questao mostrando dois canhoes atirando projéteis. Um projétil é arremes-
sado sob dngulo de 30° e com velocidade v; = 200 m/s. O outro é arremessado sob dngulo
de 45° e com velocidade vy desconhecida.
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Vamos propor um exercicio simples de lancamento obliquo para ilustrar as aplica¢oes
do principio de equivaléncia. A questao, ilustrada na Fig. 4.11, mostra dois canhoes ar-
remessando projéteis simultaneamente. Queremos calcular a velocidade de um deles para
que os objetos se interceptem e em qual instante isso acontece. Ele pode ser facilmente
resolvido para um referencial em queda livre, no qual a gravidade parece deixar de existir

e a trajetéria dos projéteis é retilinea e uniforme, conforme representado na Fig. 4.12.

500

Figura 4.12: Representacao da trajetéria dos projéteis vistas por um referencial em queda
livre.

Usando a lei dos senos, teremos:

500 200¢ vat

sin 105°  sin 45°  sin 30°°

~200-1/2

N 1002 ~ 141 m/s, (4.1)

U2

t_500-\/§/2_5\/§—1

20026 T2

~1,83s. (4.2)

Desvio para o vermelho gravitacional

Agora comecaremos com os fenomenos fisicos, onde faremos contas para ilustrar efeitos.
De posse do principio da equivaléncia, resultados produzidos por um campo gravitacional
uniforme sao equivalentes aos efeitos observados em referenciais com aceleragao constante
em relacao a um referencial inercial.

O efeito Doppler nao relativistico e a constancia da velocidade da luz resultarao numa

variacao da frequéncia recebida por um observador em um potencial gravitacional maior,
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causando uma dilatagcdo temporal. Nesse caso, os relégios passam mais devagar quando

afetados pelo campo gravitacional mais intenso.

Vale ressaltar que isso nao é uma hipotese. Ela ja foi testada no experimento de

Pound-Rebka [14] sob agao do campo gravitacional terrestre.

Deflexao da luz

Agora ilustraremos como o principio de equivaléncia prevé qualitativamente o desvio so-
frido pela luz em um campo gravitacional uniforme usando o exemplo [11] de um foguete
se deslocando com aceleragao constante com uma fonte de luz F, emitindo um raio de luz
perpendicular ao campo. Para o observador S, dentro do foguete, a luz viaja em linha reta
e sai pelo orificio P. Entretanto para um observador externo .S, o raio luminoso descrevera
uma parabola. Portanto, ha deflexdo dos raios luminosos num campo gravitacional, como

ja foi representado na Fig. 2.6.

Faremos a conta desse desvio para um foguete de 1 km de extensao, resultando numa
deflexio da ordem de 1 A. Para algumas turmas que ja possuem conhecimento de integral,
podemos aplicar um raciocinio analogo para calcular a deflexao gravitacional de um raio
luminoso que passa proximo ao Sol, como o calculo usado na Fig. 2.7. A estimativa serd
de cerca de 0,87”. Esse resultado ¢ metade do verificado pelo eclipse de 1919. Veremos a

razao dessa diferenca mais adiante.

Aula 3: Métrica

Nessa aula, vamos abordar os conceitos matematicos necessarios para a TRG. Mais uma
vez, a aula foi dividida em duas semanas. Na primeira, dois tempos apdés a Aula 2
para falarmos da teoria da relatividade restrita e sistema de coordenadas. J& na segunda

semana, 1 tempo para a abordagem geométrica sobre as métricas espago-temporais.
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Relatividade restrita

Iniciaremos com a relatividade restrita e o experimento do relogio de luz para descrevermos
o intervalo espacotemporal Cabe ressaltar que os alunos ja foram contemplados com esse
assunto no decorrer do ano letivo. Caso contrario, faz-se necessario ensinar o conteido
com mais calma. Abordando desde os postulados de Einstein até as transformagoes de
Lorentz como no Apéndice A. O invariante que surge independe do referencial inercial é

descrito como pela Eq. (A.10): ds? = — (cdt)® + (dz)*.

Sistemas de Coordenadas

Em seguida, faremos uma revisao sobre como encontrar a distancia entre dois pontos em
alguns sistemas de coordenadas. Essa distancia serda analoga ao cédlculo integral e serd

denominado geometria diferencial.

Coordenadas cartesianas

Dados dois pontos em um sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais, a distancia

(As) entre eles pode ser encontrada usando o teorema de Pitagoras:

As? = 2° + 3 (4.3)

Observe que nesse sistema, a distancia entre dois pontos é invariante se rotacionarmos

os eixos como representado na Fig. 4.13 e descrito pela Eq. (4.4).

As? = Ax® + Ay? = Ax”? + Ay”? (4.4)
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Figura 4.13: Representacdo de uma rotagdo de eixos para demonstrar a invariancia do
modulo de um vetor.

Coordenadas esféricas

Para coordenadas esféricas conforme a figura 3.5, temos a Eq. (4.5):

As® = (RAO)® + (Rcos A¢)° (4.5)
Diagramas espacotemporais

A fim de representarmos os eventos usando a geometria, descrevemos um sistema quadri-
dimensional (¢,x,y, z) que serd representado por um diagrama de espago-tempo. Cada
evento serd um ponto nesse sistema dizendo onde xp e quando tp ele ocorreu. Uma par-
ticula descreverd sua trajetoria espagotemporal por uma linha de mundo. Assim como na
cinematica tradicional, a inclinacao da reta tangente a essa linha de mundo nos fornecera
o valor da velocidade como uma fragdo de c¢. Isso ocorre porque um dos eixos nao é o
tempo exatamente, mas a coordenada temporal multiplicada por ¢ a fim de que os eixos

tenham a mesma dimensao.

Cones de Luz

As trajetorias dos raios de luz serdo essenciais para descricdo das métricas espagotem-
porais, portanto devemos saber representa-los nos diagramas. Como a velocidade da luz
no vacuo ¢ um limite, nada é mais rapido que ela, portanto qualquer linha de mundo de

uma particula deve estar contida no interior do cone formado pela trajetoria da luz. Cabe
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ressaltar que a geratriz do cone estd inclinada de 45° como na Fig. 3.8. Para simplificar,

vamos usar apenas duas dimensoes: uma espacial e outra temporal como a da Fig. 4.14.

" AN

Cone de luz em
duas dimensdes

v

Figura 4.14: Malha de cones de luz bidimensional em um espaco de Minkowski.

A curvatura do espago-tempo pode ser observada geometricamente como uma malha

de cones de luz deformadas como a representacao da Fig. 3.9.

Aula 4: Fendmenos gravitacionais

Geodésica

Finalmente entraremos nos fenémenos gravitacionais como buraco negro e dobra espacial.
Levaremos nossos trés tempos finais desenvolvendo esses conceitos. Mas antes disso,
vamos redefinir a geodésica como a trajetoria seguida por uma particula livre entre dois
pontos com separagao do tipo tempo. Esse percurso extremiza o tempo préprio entre eles,

analogo ao principio de Fermat na 6ptica geométrica.

Equacao de Einstein

Nao podemos falar da TRG sem apresentar as equagoes que regem esses fendémenos.
“A equacao de Einstein governa a geometria do espaco-tempo curvo, equagao

bésica da relatividade geral [...] Ela é o equivalente das equagoes de Maxwell

para o eletromagnetismo.” [1]
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Dessa forma, qualquer fonte pode provocar uma deformacao na componente espacial
da métrica representada por uma fun¢ao f(®), originando um elemento de linha com a

forma da Eq. (3.25). Mas em coordenadas Cartesianas, teriamos:
05 = —(1+ 22) (cdt)? + £(®) (da? + dy? + d2? 4.6
§* = —(1 75) (edt)” + f(®) (da® + dy® + d2*) (4.6)

onde @ é o potencial gravitacional.
Deixamos a pergunta aos alunos: Qual é a origem dessa deformacao? Eles devem
responder prontamente massa ou gravidade, baseado nas ideias de TRG de que eles ja

ouviram falar.

Principio da correspondéncia

Para nao entrarmos em uma matematica tao complexa para os alunos, vamos trabalhar
com o principio da correspondéncia. Assim, a TRG deve se reduzir a lei do inverso do
quadrado das distdncias em um certo limite”. E a gravitacdo é um fenomeno que depende

do potencial gravitacional, cujo valor é proporcional a massa M da fonte.

Buraco negro

Vamos usar novamente os buracos negros, mas dessa vez com a métrica de Schwarzschild,
como a geometria fora de uma estrela esférica de massa M. O elemento de linha aparece
na Eq. (3.28), usando a aproximacao para potenciais pequenos.

Com isso, demonstramos o efeito Doppler gravitacional verificando que os relégios pas-
sam mais devagar quando afetados pelo campo gravitacional. O experimento de Pound-
Rebka também é citado como uma comprovagao experimental do fenémeno.

Se a conta se mostrar muito complexa, pode-se usar uma analogia com fétons sendo
lancados verticalmente sob um campo gravitacional. Pela conservacao da energia, eles

ganham energia potencial gravitacional, perdendo energia cinética, que estaria relacionada

"Como precisariamos das equacdes de Euler-Lagrange, ndo conseguimos transpor didaticamente a
TRG para gravitacdo Newtoniana.
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a frequéncia pela equacao de Planck £ = hf. Dessa forma, se usarmos os fétons para
medir o tempo, aqueles que estiverem mais proximos a superficie do planeta de onde foram

arremessados terao menor periodo e por isso o tempo passa mais devagar.

Vale também falar sobre o horizonte de eventos como um limite fisico de acesso ao
espago-tempo. Nao sabemos o que ha dentro de um buraco negro a nao ser que a curvatura
diverge naquele ponto. Ou seja, a TRG nao fornece informacoes sobre todo o espaco-

tempo.

Como curiosidade podemos comentar sobre o processo de formagao desses objetos apos
a morte de uma estrela. Também mostraremos por imagens o significado do horizonte de

eventos e da singularidade de um buraco negro.

Como em Abril de 2019 o mundo parou pela primeira imagem de um buraco negro
[35], vale mostrar um video para que os alunos entendam o processo que levou a essa
fotografia. Pode ser passado durante as aulas ou para casa o video do Canal Veritasium
- Como Entender a Imagem de um Buraco Negro legendado em portugués para aqueles

com dificuldade no inglés [36].

Velocidade de dobra espacial

Vamos usar os cones de luz bidimensionais e perguntar aos alunos quais trajetos da Fig.
4.15 sao possiveis. Partindo de C' é possivel chegar a D, G ou F? Eles devem ser capazes
de responder que F' é possivel, pois esta dentro do cone; GG pode ser atingido somente a
velocidade da luz; e D é impossivel pois esta fora do cone e necessitaria de uma velocidade

superior a da luz para fazé-lo.
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Figura 4.15: Representagao dos tipos de pontos num diagrama espago-tempo.

Mostraremos entao uma linha de mundo entre os pontos C' e D, mas com um espaco
encurvado como o da Fig. 3.16 e perguntaremos novamente se é possivel realizar tal
trajetoria. Eles devem observar que a linha de mundo estd contida nos cones de luz,
mas estes se encontram entortados, sendo entao possivel realizar a trajetoria. Mas o
que causaria essa deformacgao no espaco-tempo? Nao entraremos em detalhes sobre a
formacgao dessa bolha descrita por Alcubierre, mas ja fica ilustrado que as dobras espaciais
sdo previstas pela teoria, apesar de nao haver meios ainda de construi-las por diversos

motivos como a energia negativa e matéria exética.

4.5 Questionario

Na tentativa de avaliar se os objetivos das aulas foram atingidos, usaremos um questio-
nario online feito pela plataforma do GoogleForms. A sua construgao tera como base os
objetivos segundo [37]. Algumas perguntas terdo respostas abertas a fim de estimular a
cooperagao e cobrir mais pontos que podem nao estar englobados diretamente nas pergun-
tas. Apesar de serem menos objetivas e mais demoradas para analisar, o grupo de alunos

nao sera grande e poderemos compreender melhor quais ideias os alunos assimilaram ou
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nao. Outras perguntas serao em formato miltipla escolha, pois ndo dardo margem a erros

e serao utilizadas como métrica no processo de avaliacao.

O questionario estd a seguir com o modelo de cada questao.

10.

11.

Quantos anos vocé tem?
Vocé assistiu a quantas aulas?

Quanto vale a soma dos angulos internos de um triangulo?

Caixa de sele¢ao®: igual, maior ou menor que 180°

Duas retas paralelas ...
Caixa de selecao: nunca se encontram; encontram-se no infinito; convergem; diver-

gem
Existe uma relacao entre a geometria e gravidade?

Vocé sabe enunciar o principio de Fermat para a optica geométrica?
O que é uma geodésica?

Uma garrafa cheia de 4gua com vérios furos na lateral é abandonada do 2° andar de

um prédio. Durante a sua queda, o que ocorre com a agua que saia pelos orificios?

A luz, segundo a mecanica classica, nao possui massa. Ela pode entdo sofrer agao
da gravidade?

Multipla escolha’: sim; nao; depende
Descreva como ocorre um eclipse solar.

Por que durante o dia nao podemos ver as estrelas no céu, com exce¢ao do Sol? E

durante um eclipse solar essas estrelas ocultas podem ser observadas?

8Permite a marcacdo de mais de uma opcao
9Permite a marcacdo de uma tinica opcao
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12. O principio da equivaléncia foi “a ideia mais feliz” de Einstein. Sobre o que ele fala?

13. Como o principio de equivaléncia pode ser usado para demonstrar o redshift gravi-

tacional e o desvio da luz?

14. Voce saberia calcular a distancia entre dois pontos em algum sistema de coordena-
das? Qual?
Caixas de selecao: Sim, coordenadas cartesianas; Sim, coordenadas polares; Sim,

coordenadas esféricas; Sim, outra; Nenhuma
15. O que ¢é o intervalo espagotemporal?
16. O que sao cones de luz?

17. Pode algum corpo se mover mais rapido que a luz?

Multipla escolha: Sim; Nao; Depende
18. O que é um buraco negro?
19. Como, na teoria, funciona a dobra espacial?
20. Qual assunto vocé gostaria que fosse abordado nessas aulas?
21. Do que mais vocé gostou nessas aulas?
22. Do que menos vocé gostou nessas aulas?

23. O quanto essas aulas fizeram vocé apreciar fisica?

Escala linear'®: 1. Odeio fisica até 5. Vou cursar fisica na graduacao

24. Deixe a sua opiniao:

10Uma escala de 1 a 5
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Figura 4.6: Construg¢ao de uma geodésica em um modelo de setor. Os setores sdo unidos
pelos vértices adjacentes para desenhar a geodésica, localmente uma linha reta. Tragamos
duas geodésicas que se iniciam paralelas no setor inferior esquerdo.

AT
| A | \
- _ Ut
Figura 4.7: Duas geodésicas desenhadas no modelo de setores. Elas sao paralelas no setor
inferior esquerdo, mas convergem para o lado superior direito.
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Capitulo 5

Relatos das aulas

Esse minicurso de quatro aulas foi aplicado trés vezes no final de 2019. Uma turma mista
com 10 alunos da 1% e 2% séries; outra turma continha apenas 6 alunos da 2% série e
a ultima possuia 8 alunos da 3* série. Todos os alunos pertenciam a mesma escola e
cursavam turmas preparatoérias para os concursos militares mais dificeis do pais, como o
IME! e o ITA. Todos os alunos dessas turmas foram convidados, mas eles participaram
por vontade propria, sem nenhum tipo de selegdo. Queremos deixar um relato de como

foram as aulas e a minha impressao do curso.

5.1 Primeira aula

No inicio da aula quando os alunos deveriam realizar medidas dos angulos, percebi que
eles nao sabiam usar o transferidor. Na primeira aplicagao, os alunos fizeram as atividades
e concluiram antes da medida que a soma dos angulos do tridngulo na esfera seria maior
que 180°. Além disso, foram capazes de responder “Como esse experimento poderia ser
usado para demonstrar que a Terra é curva e nao plana?”. Construindo um triangulo
muito grande sobre a Terra e entao medindo seus angulos. Mas ainda nao parecia haver
nenhuma relacao da curvatura com a gravidade. Pelo menos um deles em cada aula
foi capaz de responder corretamente ao enigma do urso. Disse que o urso era branco e

descreveu adequadamente a trajetoria que ele executaria para retornar ao ponto inicial.

nstituto Militar de Engenharia, no Rio de Janeiro.
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Nao houve mistério também na trajetoria descrita pelas particulas vermelha e amarela
sobre os meridianos da Terra. Rapidamente eles associarem o desenho a superficie do pla-
neta. Foi entdo com a planificacdo do mapa que surgiu a ideia de linha reta para explicar a
trajetoria dos pontos. Sendo assim, a curvatura da Terra dizia como as particulas deviam
se mover. Um deles concluiu que talvez a gravidade fosse uma curvatura e as particulas

andariam em MRU (movimento retilineo uniforme) sobre essa superficie.

Em seguida, usando caneta hidrocor, fizemos possiveis desenhos de trajetérias dos
corpos sobre a esfera para vermos que os meridianos partindo perpendiculares ao equador
e paralelos entre si, encontram-se. A fim de descrevermos essas superficies curvas, o
conceito de geodésica foi introduzido como o menor caminho possivel entre dois pontos,
numa superficie localmente é uma reta. Os alunos fizeram um paralelo com o principio
de Fermat da Optica geométrica, em que o raio de luz sempre faz a trajetéria no menor
tempo possivel.

Usando a ideia do livro Flatland sobre seres que vivem em apenas duas dimensoes,
pudemos verificar como esses seres podem avaliar uma dimensao superior, mesmo sem
ter acesso direto a ela. No nosso caso, somos seres tridimensionais e podemos estudar
a quarta dimensao, mesmo sem poder acessa-la. Para isso apresentamos os modelos de
setores, que, para alguns alunos, pareceram redundantes com toda explanagao prévia, mas

mesmo assim eles ficaram surpresos ao desenharem as geodésicas e verem a sua intersecao.

O 1ltimo assunto da aula foi o que mais chamou a atencao deles. Com varias ideias
equivocadas de que um buraco negro é uma espécie de fosso césmico que sugaria todos os
corpos, inclusive a luz, tivemos que dar mais atencao a sua definigdo. Falamos brevemente
sobre o processo de evolucao estelar, assunto que nao havia sido previsto inicialmente, até
que eles percebessem que os buracos negros nao seriam mais exéticos que uma estrela
apagada com gravidade muito grande. Assim, pudemos usar os modelos de setores para
desenhar a geodésica de um raio luminoso que passa préximo a um desses objetos astrono-

micos. De forma geral, os desenhos nos modelos de setores nao atraiu muito a atengao
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dos alunos.

5.2 Segunda aula

Essa pareceu aos alunos uma aula muito interessante e poderia ter sido a primeira para
aqueles com maior aptidao em matematica e fisica. Quando questionados, ninguém tinha
ouvido falar do principio de equivaléncia, que parecia muito 6bvio para eles. E talvez nao
tenha ficado clara a diferenca entre as massas inercial e gravitacional. Com a analogia da
carga elétrica, essa ideia ficou melhor definida e assim pudemos avancar para o video do
Brian Greene e da garrafa vazada em queda livre [34].

No exemplo da simulacao do campo gravitacional com o foguete acelerado nao ficou
claro onde aparecia o principio de equivaléncia, mesmo eles tendo entendido a gravidade
como uma aceleracao. Ao usarmos o primeiro exemplo dos canhoes, alguns deles tentaram
resolver escrevendo as equagoes das parabolas. Mas foram interrompidos quando pergun-
tei qual seria a trajetoria dos projéteis vista por um referencial em queda livre. Depois
de pensarem um pouco, alguns chegaram a conclusao do movimento retilineo e foram
capazes de resolver a questdo em uma linha. Aparentemente eles ficaram deslumbrados
em como a mudanca de referencial poderia facilitar a resolu¢cao de um problema.

Depois dessa atividade, ficou elucidado que um foguete acelerado e a aceleracao da
gravidade causavam os mesmos efeitos?, portanto era equivalente troci-los quando fosse
conveniente. No desvio para o vermelho houve um problema pois alguns deles nao co-
nheciam a equacgao do efeito Doppler, embora ja tivessem ouvido falar do fenémeno. Fiz
um resumo breve da equacao e sua aplicagao antes de comecarmos os calculos. Depois
dessa breve explanacao, realizamos o cdlculo do efeito Doppler para um foguete acele-
rado simulando a gravidade. O resultado foi interpretado por um aluno nao apenas em

funcao da frequéncia, mas da energia. Como se parte da energia do féton?® tivesse sido

2Para um campo gravitacional uniforme.
3Nessa turma, os alunos jé tiveram contato com introducdo a Mecanica Quéantica.
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perdida para a potencial gravitacional, assim como ocorre em um lancamento vertical. A
conclusao guiada foi que os reldgios passam mais devagar quando afetados pelo campo
gravitacional. E um deles citou o filme Interestelar, em que ocorre tal fenémeno.

Continuando com a simulagdo da gravidade pelo foguete acelerado, pudemos calcular
a deflexdo sofrida pela luz devido a aceleracdo constante. Para um referencial dentro
do foguete, onde ha gravidade, a luz é defletida. Ja para um referencial externo, a luz
segue em linha reta, enquanto o foguete sobe. Com um calculo simples de langamento
horizontal, determinamos o desvio sofrido pela luz em um trajeto de 1 km sob agao
do campo gravitacional terrestre. Como as turmas ja tinham nogoes bésicas de calculo
diferencial, também fomos capazes de calcular a deflexdao que o Sol faria em um raio de
luz que o tangencia. Devido a turma ser heterogénea, alguns estudantes s6 apreciaram o
resultado final.

Comparamos os resultados com o modelo de se¢do do buraco negro argumentando que
esse objeto seria ainda mais capaz de desviar a luz. Também apresentamos o resultado do
eclipse de Sobral, mostrando que o calculo anterior estaria equivocado. Cometendo um
anacronismo proposital perguntamos onde estava o erro. Depois de alguns intempéries,
um aluno disse que usamos geometria plana, querendo se referir a Euclidiana. Portanto
mesmo sem ter chegado a tal conclusao, devia haver uma outra geometria para descrever
0 espaco-tempo.

Essa foi uma 6tima aula, em que os conceitos fisicos foram amplamente discutidos.

5.3 Terceira aula

Iniciamos a aula falando mais uma vez sobre o principio de equivaléncia, em que podemos
trocar um campo gravitacional uniforme por uma aceleragdo constante. Em seguida
ilustramos uma deformagao num sistema cartesiano para verificar que a distancia entre
dois pontos adjacentes depende da posicao deles.

Agora iremos apresentar o relégio de luz para demonstrarmos o fenémeno da dilatagao
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temporal e de onde surge o invariante do intervalo espagotemporal. A relatividade restrita
serd vista como a geometria de Minkowski e uma combinac¢ao do tempo e espago sobrevi-
verao a esses novos fenomenos de dilatacao temporal e contragao espacial. Em uma das
aplicagoes, a turma ja havia estudado a TRR e ela fora apenas relembrada. Em outra
aplicagdo, tivemos que passar mais tempo debatendo os efeitos temporais. Portanto, a

TRR deve fazer parte de um conhecimento prévio para essas aulas ou fazer parte do curso.

Em seguida, apresentamos as coordenadas cartesianas e esféricas como uma forma de
rotular os pontos no espaco comentando sobre a vantagem de existirem varias maneiras
de fazer esses rotulos. Definimos, em seguida, a geometria Riemanniana como método
para encontrar a distancia entre dois pontos em qualquer sistema de coordenadas. Usando
uma esfera de raio a para representar uma geometria nao Euclidiana, iremos calcular a
distancia entre dois pontos muito proximos um do outro para representar como operar a
geometria Riemanniana em um sistema de coordenadas conhecido. Usando o elemento de
linha ds?, vamos calcular o comprimento da circunferéncia, em que aparece uma férmula,
com o seno de um angulo, j& que ndo estamos numa geometria Euclidiana. Usamos
o limite do raio da esfera indo para infinito e chegamos a férmula do comprimento da
circunferéncia tradicional 27r. Na primeira aplicagdo, confundi-me um pouco com o
sistema de coordenadas e isso prejudicou alguns alunos em entenderem o que estava
sendo calculado. Em outra aplicacdo, as coordenadas foram melhor definidas e ficaram

mais intuitivos os resultados apresentados.

Depois passamos para as coordenadas do espago-tempo definindo o elemento de linha
como ds? na forma cartesiana e esférica. Houve algumas dividas com relacdo ao termo
(cdt)? e que essa quantidade era a distancia entre dois pontos num espago-tempo. Usamos
o redshift para alterarmos a componente temporal em fun¢ao do potencial gravitacional. E
usando o desvio da luz precisamos ter uma alteracao também nas componentes espaciais.
Nesse momento um dos alunos perguntou o que causaria essa mudanga no espago-tempo.

Essa duvida seria respondida com o principio da correspondéncia. Fizemos um anacro-



71

nismo para “roubar” o resultado da mudanca na métrica espacial.

De posse das coordenadas, vamos apresentar os diagramas espagotemporais com uma
dimensao temporal e outra espacial. Aqui ja multiplicamos o tempo pela velocidade da
luz ¢ de maneira a igualar as dimensoes representadas. Imediatamente eles reconheceram
os graficos da cinematica e a inclinagao da reta como a a razao entre a velocidade do corpo
e a da luz. Os cones de luz foram mais intuitivos, pois eles ja reconheceram a constancia
da sua velocidade e a inclinagao 45°. Também ja escrevemos a velocidade da luz com o
valor unitario. Diferenciamos os possiveis sinais para o ds? definindo os cones de luz do
passado e do futuro. A curvatura do espago-tempo sera uma deformacao da malha de
cones de luz e dai que surgem o desvio na sua trajetoria. Ja deixamos o gancho pois na
proxima aula, iniciaremos com o principio da correspondéncia para justificar que sao as

massas que causam tal deformacao no espago-tempo.

5.4 Quarta aula

Iniciamos descrevendo a geodésica como o percurso de uma particula livre em um espaco-
tempo. Os alunos conseguiram fazer a analogia com o uso de derivada e igualar a zero pra
extremizar o intervalo espago temporal e achar a equacao da trajetoria. Para introduzir
as equacgoes de Einstein, escrevemos as equagoes de Maxwell do eletromagnetismo, ja
conhecida por varios alunos, e apresentamos uma solucao particular para a lei de Gauss
no caso de uma carga pontual. A ideia aqui foi dizer que as equagoes de Einstein sdo muito
amplas e complexas, por isso vamos trabalhar com solugoes particulares. Agora vamos
colocar uma métrica com uma funcao que altera a parte espacial perguntando qual é a
origem dessa deformagcao. Os alunos ja disseram que é a gravidade ou a massa responsavel
por essa mudanga na métrica espacial.

Para justificar que realmente sdo as massas que causam essa deformacao espacial,
usamos o principio da correspondéncia sem fazer as contas para chegar a equacao de

Newton para a gravitagao. Exibimos a relagdo de Einstein entre o tensor curvatura e o
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energia-momento e sem contas, mostramos a lei da gravitagao de Newton. E para ilustrar
uma aplicagdo, mostramos a métrica de Schwarzschild para um buraco negro por se tratar
de um fenémeno gravitacional de grande interesse. Usando essa métrica, demonstramos o
efeito Doppler gravitacional. Acredito que os alunos nao tenham entendido nada da conta
apresentada, a nao ser o resultado final, talvez pelo uso do tempo proprio, que eles nao
estavam tao acostumados. Eles perguntaram sobre usar essa métrica para o desvio da luz,
mas a conta nao é tao facil e deixamos de lado. Em seguida, discutimos as propriedades
do buraco negro: nao ter acesso a todo o espago-tempo, horizonte de eventos, deformacoes
dos cones de luz e como essas caracteristicas mostram a deflexao da luz. Inspirado na
primeira observa¢ao de um buraco negro [35] em abril/2019, recomendamos o video do

Veritasium [36] sobre a primeira imagem de um buraco negro.

Sobre a velocidade de dobra, iniciamos com o cone de luz do futuro e sobre a possibi-
lidade de fazer uma viagem em um tempo menor que a luz faria. Pelos desvios do cone
de luz, os alunos acharam que a gravidade poderia ter feito aquela deformagcao. Mas eles
parecem ter entendido a ideia central dos desvios desses cones de luz e a viagem ser feita
com velocidade menor que a da luz (dentro do cone), mas aparentemente maior que a
da luz vista pelo “lado de fora”. Entao podemos fazer um motor de dobra? Ainda nao!
Explicamos o problema da energia negativa e da matéria exotica como vistos nas séries

como Flash e Star Trek.

Uma das perguntas interessantes foi se era possivel girar o cone de luz “para tras” e
viajar para o passado. Respondi que este assunto até hoje é debatido nos meios académi-
cos. Outra pergunta foi sobre o que hé dentro do buraco negro. Mas essa pergunta nao
pode ser respondida pela TRG por causa da divergéncia da curvatura naquela regiao. Por
um motivo os alunos ficaram abismados sobre TRG nao ser a teoria definitiva da fisica e
ainda ter muitas coisas a serem descobertas. Eles pareciam interessados em quem estuda
“essas coisas” e pareceram bem motivados em participar desse processo de descobertas.

Eles ficaram muito empolgados com a ficgdo de viagem no tempo.
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5.5 Analise das respostas

A andlise das respostas revela alguns aspectos importantes do que os alunos aprenderam
com as aulas, pois o questiondrio foi aplicado cerca de dois meses apds as aulas. 80% dos

alunos assistiram a pelo menos trés das quatro aulas e possuem 15 ou 16 anos de idade.

Na relacao entre a gravidade e geometria, associaram a gravidade a alteracao do
“ . . . o .
plano”. Muitos enunciaram corretamente o principio de Fermat e disseram que a geo-
désica era o caminho mais curto entre dois pontos. Ja sobre o buraco negro, ninguém
deu uma resposta equivocada como “um objeto que suga tudo, até mesmo a luz”; apenas

relataram ser um corpo muito massivo com grande atragao gravitacional.

Apesar de responderem corretamente o que aconteceria com a agua saindo da garrafa
em queda livre, alguns nao associaram ao principio de equivaléncia. Devemos nas aulas dar
mais énfase a tal fendmeno. Outros responderam corretamente que um corpo em queda
livre nao sentiria seu préprio peso. Esses alunos também responderam que um campo
gravitacional poderia ser substituido por uma aceleracao para demonstrar a deflexao da

luz e o desvio para o vermelho gravitacional.

Nao houve duvidas no processo de formagao do eclipse nem na razao de nao vermos
estrelas (sem ser o Sol) no céu diurno, pois o Sol as ofusca. Mas nenhum deles soube
responder o que era o intervalo espacotemporal. Assim, devemos enfatizar melhor essa
grandeza, pois ela relaciona diferentes referenciais, sendo também a grandeza em cuja

definicao aparece a métrica do espago-tempo.

Eles parecem ter entendido a ideia dos cones de luz, mas nao ficou claro o conceito de
passado e futuro. Um deles respondeu “Dentro dele (do cone de luz) ha todos os fendmenos
visiveis para o observador e o que se encontra fora dele é como se nao existisse.” Apesar
disso, alguns descreveram adequadamente a dobra espacial como uma rotacao desses

cones.

Muitos pediram mais assuntos de mecanica quantica nas préximas aulas e ideias de
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viagem no tempo. No geral, eles gostaram das aulas como um todo. Algumas respostas
merecem destaque: “O contetddo na internet sobre o assunto é muito limitado ao meio
académico, com uma linguagem nada acessivel. Essas aulas conseguiram traduzir muito
bem essa fisica com conceitos e calculos avangados para um publico menos maduro.”
Apesar deles se chamarem de menos maduros, trata-se de um puiblico que se prepara
para os concursos mais dificeis do pais. Alguns nao gostaram dos modelos de secao ou da
geometria, mas alegaram ter sido ao menos interessante.

A escala de apreciacao continha apenas notas 4 e 5, ou seja, eles gostaram muito das
aulas e ficaram felizes por terem participado dessa experiéncia. Nesse novo ano letivo,
muitos deles perguntaram sobre o andamento da dissertagao e se haveria novas aulas. Uma
das opinioes vale destaque “Gostei muito da experiéncia de ter um contato mais formal
com a teoria da relatividade, que antes s obtive por meio da internet e livros de divulgacao
cientifica. Consigo enxergar aulas especiais como essas, acontecendo de forma opcional
para os alunos do ensino médio, abordando nao s6 a Teoria da Relatividade, mas também
outros topicos. Isso ajuda muitos jovens a saciar a curiosidade sobre esse assunto, que
atualmente é bem popular. Além disso, introduz, de modo acessivel, os jovens a topicos
que sao, em sua maioria, limitados para o meio académico. Eu, particularmente, gostaria
muito de ter outra experiéncia como essa sobre outros temas, como Mecanica Quantica e

Economia.”

5.6 Ultimas impressoes

Quatro aulas é um tempo infimo para um curso de TRG. Muitos temas de grande curiosi-
dade dos alunos ficaram de fora como buracos de minhoca, lentes gravitacionais, matéria
escura, etc. Além disso, muitos deles se mostraram interessados em se aprofundar nos
temas com mais matematica envolvida. Uma amostra de que eles sao capazes e inte-
ressados em temas de alta complexidade. Concluimos que a primeira aula nao fora tao

relevante e os modelos de secdo devem ser usados em um publico menos qualificado. Va-
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mos modificar bastante a aula de buracos negros para tratar desde a evolucao estelar até
os fendmenos mais exoticos por tras deles como a radiagdo Hawking e até mesmo sobre
a questao da termodinamica de buracos negros. Também queremos deixar mais clara a
ideia do intervalo espagotemporal e as métricas associadas as mudancas de coordenadas

para mostrarmos os fenémenos utilizando mais calculos.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma sequéncia didatica para apresentar nogoes introdutoérias
da teoria da relatividade geral em turmas do ensino médio. Usamos uma abordagem
nao convencional ao falarmos da curvatura do espago-tempo antes dos principios fisicos.
Acreditamos que assim os alunos ficariam mais atraidos pela curiosidade prevista na
geometria bem como pelas atividades que foram realizadas. No entanto, as turmas nao se
mostraram tao interessadas nos experimentos da curvatura, pois os resultados pareciam
muito 6bvios para eles. Talvez, se aplicadas em turmas de menor exceléncia na area de
exatas, as atividades se mostrem mais promissoras.

As nogoes basicas de TRG devem ser apresentadas com muita calma enfatizando a
importancia do principio de equivaléncia, pois parecia algo 6bvio para os alunos. Uma
sugestao seria falar da massa inercial da 2% Lei de Newton, depois da forca elétrica como
resultante e, por ultimo, tratar das massas gravitacionais. Isso deve causar uma surpresa,
pois a carga elétrica nao é proporcional a massa inercial, mas a gravitacional, sim. O
exercicio dos canhdes se mostrou essencial para validar a importancia do principio e deixar
mais claro como usé-lo para justificar os fendomenos que vieram a seguir: deflexdo da luz
e desvio para o vermelho gravitacional. A parte matematica foi muito bem aproveitada
pelos alunos que conseguiram fazer paralelos interessantes entre o desvio para o vermelho
e a conservacao da energia do féton. O resultado dos reldgios passarem mais devagar

sob acao da gravidade foi amplamente debatido. Mais uma vez quando tentamos usar
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o modelo de se¢do para exibir o desvio da luz em um campo gravitacional, ele nao fora
bem apreciado pelos alunos que pareciam cansados dessa abordagem ludica e queriam
aprofundar-se nas equacoes.

Noés nos propusemos a nao fazer uma abordagem unicamente experimental, queria-
mos que os alunos tivessem nogoes basicas de geometria Riemanniana nao Euclidiana
para compreenderem melhor os fendmenos relativisticos. A relatividade restrita é uma
excelente introducao para os fendmenos nao convencionais do dia-a-dia, pois os alunos
nao compreendem a ideia de tempo e confundem com a sensagao da passagem do tempo.
Essa obervagao estd de acordo com estudos feitos sobre a nocdo de tempo relativistico
[38]. Ela deve ser o ponto de partida, caso os alunos nao tenham ainda tido contato com
tal assunto, que nao foi o nosso caso. Como os alunos possuiam nogoes basicas de célculo
diferencial e integral, a ideia béasica da geometria Riemanniana foi rapidamente compreen-
dida e passamos mais tempo explicando o intervalo espacotemporal. Essas ideias seriam
muito dificeis de serem compreendidas se os alunos nao tiverem afinidade com geometria
analitica.

Como nos invertemos os eixos dos diagramas espaco-tempo em comparagao com os que
aparecem nos livros de relatividade, as linhas de mundo foram rapidamente entendidas
e a relacao entre a inclinagdo da reta com a velocidade tornou-se uma comparacao com
a cinematica tradicional. Os alunos tiveram mais dificuldade com os cones de luz e a
ideia de passado e futuro, um tépico que deveria ter sido melhor explorado nessa aula
diferenciando os pontos tipo tempo, espaco e nulo.

A ideia da geodésica também fora compreendida como propriedade espacial, mas fa-
lhamos em expressa-la na coordenada temporal. Essa dificuldade ja foi mostrada também
no trabalho [39]. Nao encontramos também um meio termo matemadtico para apresentar
aos alunos e as equacoes que surgiram dai pareceram “jogadas”. Mesmo com o principio
da correspondéncia, nao encontramos uma forma pratica de reduzir a equacao de Eins-

tein para campos fracos e derivar o potencial newtoniano. Mais uma vez, as equagoes



78

foram apenas mostradas aos alunos. Isso nao pareceu um problema para eles, porém nao

atingimos nosso objetivo de demonstrar ao maximo os resultados.

Verificamos que buraco negro ¢é o principal fendomeno gravitacional que deve ser ex-
plorado. Na primeira aplicagao percebemos isso e ja melhoramos nas demais. Esse ¢ o
fendbmeno de maior interesse dos alunos, pois eles ja ouviram falar e possuem ideias do
que é e de como funciona. Apesar de ainda apresentarem alguns equivocos quanto a esse
objeto. Tentamos trazer a métrica de Schwarzschild para contemplacao e uso no Doppler
gravitacional, mas os alunos nao foram capazes de entender os calculos. Parece que acha-
mos a fronteira entre o que eles sdo capazes de compreender e o que estd muito distante
matematicamente. Deveriamos aqui dar mais énfase na morte de uma estrela e o processo
de surgimento da ana branca e do buraco negro. E depois da foto do buraco negro em
abril de 2019, esse assunto voltou a ter relevancia nas midias. Acredito que os trabalhos
de Stephen Hawking sobre esse tépico também poderiam ser explorados, tendo em vista
que eles tratam da termodinamica e outros assuntos relacionados a buracos negros e me-
canica quantica [40]. Com isso, devemos buscar uma abordagem mais préxima do livro
Ezplorando buracos negros: introdugao d relatividade geral [9] por usar esse fend6meno

gravitacional como base para explicar toda a TRG.

A velocidade de dobra espacial era o assunto sobre o qual eu tinha mais interesse, pois
enquanto aluno nao sabia que era um fenémeno que fazia parte de uma teoria. Acreditava
ser apenas parte da ficcdo cientifica. Os alunos pareceram surpresos com essa previsao
tedrica, mesmo que apenas tivéssemos mostrado a possibilidade pelos diagramas espaco-
tempo. Também comentamos sobre, até o momento, a impossibilidade de fazer essas
viagens com velocidade maiores que a da luz devido & falta de energia negativa e matéria
exoética.

Como ja mencionamos, os alunos tém predisposicao com esses fenémenos fisicos. Tanto
que ao final desse minicurso surgiram varias perguntas relacionados a problemas que

nao foram abordados como buracos de minhoca, ponte de Einstein-Rosen, existéncia de
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curvas de tempo fechadas, matéria escura, taquions, energia negativa foram alguns dos
topicos que surgiram no decorrer das aulas. Estamos, com a educacao do ensino médio,
negando esse conhecimento aos alunos que buscam fontes nao confiaveis na internet para
conhecerem esses temas.

Nosso curso teve muito poucas aulas, e ele deve ser, portanto, expandido para um curso
de um semestre. Além disso, ha muito a ser melhorado, devemos, portanto, continuar o
trabalho para acrescentar os fendmenos da precessao de Mercirio, ondas gravitacionais,
lentes gravitacionais e a imagem do buraco negro como outros fenémenos que sdo corro-
borados pela TRG. As descobertas de Einstein moldaram o século XX, parece injusto que
as suas teorias se restrinjam a um pequeno grupo académico nas universidades.

Mesmo com muitas coisas a serem melhoradas, revistas, retiradas ou acrescentadas
estamos muito felizes com o resultado do nosso trabalho. Mostramos com ele que os
alunos de ensino médio sao capazes de aprender essa teoria sem necessariamente recorrer
a analogias como a do tecido eldstico [41, 42] para mostrar a curvatura do espago-tempo.
Queremos ingressar um pequeno grupo de paises com programas bem sucedidos de ensino
da TRG como a Noruega [7]. Para isso precisamos fazer um esfor¢o para que o ensino de
fisica nao seja deixado para tras. Um dos maiores problemas em ensinar TRG no ensino
médio é o retreinamento dos professores, cuja educacao foi desviada da fisica einsteniana.
Com essas aulas, acreditamos que muitos alunos e professores se aprofundarao no tema e
trarao resultados expressivos para nossa educacao.

A dltima proposta de gravar as aulas e colocé-las online ainda nao foi implemen-
tada. Mas outros alunos e professores se mostraram interessados no projeto devido a
sua abrangéncia e devemos em breve langar esse curso em um canal do préprio autor

https://www.youtube.com/user/edcarageorge/.


https://www.youtube.com/user/edcarageorge/
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Apéndice A

Relatividade restrita

Apresentaremos nesse apéndice um brevissimo resumo sobre relatividade restrita. A re-
latividade restrita levou em 1905 a uma mudanca no entendimento do tempo e do espaco
e provocou uma mudanca revoluciondria na mecanica Newtoniana. Para entender essas
relagoes, vamos mostrar como a mecanica Newtoniana relaciona as coordenadas de re-
ferenciais inerciais, movendo-se uniformemente com velocidade relativa v, as chamadas

transformacoes de Galileu, que podem ser vistas na Fig. A.l.

F=r 4+ 0t =1 =F -, (A.la)
t="t, (A.1Db)
onde (7,t) e (f’ b ) sao as coordenadas de um evento no espago-tempo no referencial S e

referencial S’ respectivamente.

“A teoria da relatividade restrita usa como um dos seus principios que as leis
da fisica (p. ex., as leis da Mecinica ou a lei da propagagao da luz no vdcuo)

tém exatamente o mesmo enunciado para todos os referenciais inerciais.” [19].

A.1 Transformacoes de Lorentz

Esse principio levou Lorentz a um conjunto de transformacoes diferentes das de Gali-

leu. Essas relagoes tinham validade nas equacoes do eletromagnetismo de Maxwell e na
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constancia da velocidade da luz ¢ mesmo para mudancas de referenciais.
S v ¥

v Evento

vt X' /.

L

z O VO' X

Figura A.1: Referencial S’ se movendo uniformemente com velocidade ¥ em relacao a S.

Abaixo estao essas transformacoes para referenciais que se movem relativamente ao

eixo x com velocidade de médulo v como mostrado na Fig. A.1:

o' =y (x — o), (A.22)
r = +ot), (A.2Db)
y=1, (A.2¢)
p=z (A.2d)

Também introduzindo o fator relativistico 7, chamado fator de Lorentz. Ambos os re-
ferenciais estao medindo as coordenadas espago-tempo de um evento. Se o evento medido

pelos referenciais for um raio luminoso se propagando com velocidade ¢, entao:

T =ct, (A.3a)
¥ =ct. (A.3b)

Substituindo as Eqgs. (A.3a), (A.3b) e (A.2a) em (A.2b), teremos:
!/ v / v
x—fy(x +C:c> = ct = vy (ct — vt) (1+C),

resultando em:

v —— (A4)

J1— (v/e)*
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J& para o tempo, teremos da Eq. (A.2b)

/
ct =7y (ct’—i—vx) :
c

resultando numa transformagao temporal dada por:
B ,vx ;o T

Dilatacao temporal

Considere agora dois eventos A e B com coordenadas espagotemporais (x4, ya,24,t4) €
(xB,yB, 2B, tp) para S e (24, Y4, 24, t'y) e (25, Y, 25, t)) para S’. Sendo que no referencial
S’ os eventos acontecem no mesmo lugar (z'y, vy, 24) = (2’5, Y5, 25). O intervalo de tempo
medido nesse referencial é chamado de préprio. Usando a transformacao de Lorentz para
o tempo descrito na Eq. (A.5), podemos encontrar a relagdo entre os tempos medidos nos
dois referenciais:

v’ v
tA:7<t’A+CzA> etB:’}/(tlB—f-cf).

Calculando a diferenga entre esses tempos e lembrando que z/y = 2’5 temos:

/ /
tB—tA:7<t’B+U;B> —7<t;1+1f;‘> = At = YAl (A.6)
A Eq. (A.6) descreve a dilatagao temporal. Observe que At > At’, entdo os referenciais

medem intervalos de tempo diferentes entre os dois eventos.

Transformacao de velocidades

Para relacionar as velocidades! u e v’ de um corpo em dois referenciais S e &', usaremos a
defini¢ao de velocidade u = dz/dt e u' = dz’/dt’. Aplicando as transformagoes de Lorentz

das Eq. (A.5) e (A.2b)

_dr dy (2" +ot')  da' +vdl N
- dv (t,+v,x/) - dt/—I—C%dl'/

c2

u

1Usamos a notacdo escalar, pois nossos movimentos sdo unidimensionais ao longo do eixo x
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/ —
u—u+veu/:u (A.7)

TETIoE
A.2 Geometria de Minkowski

Nas transformacdes de Galileu existem dois invariantes: o intervalo de tempo e a distancia.
Suponha dois eventos A e B com coordenadas espagotemporais (r4,t4) e (rp,tg) para o
referencial S e (7{4, t;x) e (rjg, tg) para 8’, que se move com velocidade ¥ em relagao a S.

Usando as transformacgoes de Galileu descritas nas Eqgs. (A.la) e (A.1b), temos:

ta=thetp =1ty = At =At,
ra=1ryF+utserg=rg+itg=ry—1rp=ry—1p.

Em sua magnum opus, Principios Matematicos da Filosofia Natural, Isaac Newton fez

a seguinte afirmacao sobre espacgo e tempo absolutos:

“O espaco absoluto, em sua propria natureza, sem relagdo com qualquer coisa
externa, permanece sempre similar e imovel. Espaco relativo é alguma dimen-
sao ou medida movel dos espacos absolutos, a qual nossos sentidos determinam
por sua posicao com rela¢do aos corpos, e é comumente tomado por espaco
imovel; assim é a dimensao de um espago subterraneo, aéreo ou celeste, deter-
minado pela sua posicao com relacdo a Terra. Espacos absoluto e relativo sdo
0s mesmos em configuragcdo e magnitude, mas nao permanecem sempre nume-
ricamente iquais. Pois, por exemplo, se a Terra se move, um espago de nosso
ar, o qual relativamente a Terra permanece sempre o mesmo, serd em algum
momento parte do espaco absoluto pelo qual o ar passa; em um outro momento
serd outra parte do mesmo, e assim, com certeza, estard continuamente mu-

dando [...] O tempo absoluto, verdadeiro e matemdtico, por si mesmo e por
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sua propria natureza, flui uniformemente sem relacao com qualquer coisa ex-
terna e € também chamado de dura¢do. O tempo comum aparente e relativo
¢ uma medida de duragao perceptivel e externa (seja ela exata ou irreqular)
que ¢ obtida por meio de movimento e que é normalmente usada no lugar do

tempo verdadeiro, tal como uma hora, um dia, um més, um ano.” [43]

No entanto, na teoria da relatividade restrita, esses valores variam com as transfor-

macoes de Lorentz. Minkowski ciente desses resultados afirmou que

“As visoes de espago e tempo que desejo colocar diante de vocés surgiram do
solo da fisica experimental, e ai reside sua forca. FEles sao radicais. Doravante
0 espago, por si S0, € o tempo em si, estao condenados a desaparecer em meras
sombras, e apenas uma espécie de unido dos dois preservard uma realidade

independente.” [44]

O espago-tempo de Minkowski é uma formulacao geométrica para a relatividade res-
trita. Os eventos unidimensionais serdo representados em um eixo cartesiano (x X ct)
e a distancia entre dois eventos, chamada de intervalo espagotemporal, é preservada em
mudangas de referencial [13].

Tal invariante, denominado intervalo espacotemporal seré dado por?:

(As)? = —(cAt)? + (Ax)? (A.8)

Generalizando para o espago tridimensional, temos:

(As)? = —(At)? + (Az)? + (Ay)? + (Az)2. (A.9)

Para demostrarmos esse invariante, vamos usar um Gedankenezrperiment proposto por

Albert Einstein na demonstracao do fenémeno da dilatagao temporal. Suponha um relégio

2Vamos nos restringir ao caso unidimensional a fim de facilitar a visualizacio.
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de luz composto de uma fonte, um detector e um espelho plano preso ao teto de um vagao
de um trem que se desloca com velocidade constante v; em relagdo a um referencial S; e

vy em relagdo a um referencial Sy, como representado na Fig.A.2

S' Trajetéria da luz vista por S1 e S
esplelho — espelho
¢ V2 o
|
i v
'h —»
|
PQ P vt | vidts G Q2
- -
2 2
—— VoAt | vaAtz ;
2 2

Figura A.2: Trajetéria da luz em um relégio de luz para diferentes referenciais. Uma
fonte de luz é colocada em P, emitindo seus raios para cima, refletindo em um espelho
plano e retornando para um detector colocado junto a fonte luminosa. O observador S’
estd dentro do vagdo de um trem onde o aparato foi montado e vé a luz subir e descer
pela altura h do trem, sendo detectada em Q. O referencial S; vé o vagao se deslocando
para a direita com velocidade de médulo v;. No tempo At; que a luz sobe e desce com
velocidade constante ¢, o vagao se desloca para a direita até Q1, onde ocorre a detecgao
da luz vista por §;. Na figura, vemos cada metade da trajetéria de subida e descida, que
leva um tempo 24, Analogamente para o referencial S;, que vé o vagio se deslocando

2
para a direita com velocidade de médulo vy, medindo um tempo de detecgao At,.

Como a velocidade da luz ¢ é constante para ambos os referenciais e 0 movimento
relativo s6 ocorre na horizontal, podemos expressar através do Teorema de Pitagoras a

medida da altura h do vagao para os referenciais S; e Sy

<0At1>2 _ (UlAt1>2 _ <CAt2>2 _ (UgAtg)Q _ h,2 N
2 2 2 2

(CAtl)z — (UlAtl)Z = (CAt2)2 — (UQAt2)2 = 4h2

Finalmente, podemos escrever que Azx = vAt e expressar o invariante espagotemporal

CO1mo:
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(cAty)” — (Az1)” = (cAty)” — (Axy)® (A.10)

A.3 Projecao de Mapas

Uma das aplicacoes do sistema de coordenadas estd em projecoes de mapas. Como re-
presentamos a Terra, por exemplo, em uma folha de papel plana? Consideremos como
aproximacao a geometria esférica para representar o nosso planeta como a Eq. (3.9), onde
0 é a latitude e ¢ é longitude.

Para fazermos um mapa, devemos usar um sistema de coordenadas retangulares a fim

de planificar a esfera definido pelas relacgoes:

A escolha de diferentes fungoes z (6, ¢) e y = y (0, ¢) fornecem mapas com caracteris-
ticas diferentes. Por exemplo, a projecdo equirretangular prové distancias verdadeiras em
escala. Ja a projecao de Mercator preserva angulos. Ela é uma projecao cilindrica e pode

ser melhor vista na Fig. A.3?

3Para mais informagdes sobre essas projecdes, veja o BOX 2.3 do livro do Hartle [1]
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Projecao cilindrica simples

Figura A.3: A Projecao Mercator, introduzida em 1569 por Gerardus Mercator, é des-
crita como uma projecao cilindrica. Os meridianos sao linhas verticais paralelas igual-
mente espacadas, e os paralelos de latitude sdo linhas retas horizontais paralelas que
sao espacadas cada vez mais longe a medida que aumenta a distancia do Equador.
Essa projecdo é amplamente usada para cartas de navegacao, porque qualquer linha
reta em um mapa de projecdo Mercator ¢ uma linha de rumo constante que permite
ao navegador tracar um percurso em linha reta. E menos pratico para mapas mun-
diais, no entanto, porque a escala esta distorcida; areas mais afastadas do Equador
parecem desproporcionalmente grandes. Em uma projecdo Mercator, por exemplo, a
massa terrestre da Groenlandia parece ser maior que a do continente da América do Sul;
na area real, a Groenlandia é menor que a Peninsula Ardbica. Fonte: disponivel em
https://www.https://www.britannica.com/science/Mercator-projection
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Apéndice B

Questoes de concursos abordando

TRG

Neste apéndice, apresentamos algumas questoes de concursos de ensino fundamental e
médio que abordam algum conceito de TRG, mesmo que nao seja o tema central da
questao. Todas as questoes estao gabaritadas e foram selecionadas utilizando o site https:
//www .sprweb.com.br, também responsavel pelos comentérios das questdes. Com essas
questoes, queremos mostrar que a TRG é um tema abordado nos concursos, mesmo que
de forma incipiente. Podendo se tornar cada vez mais relevante falar sobre assunto na

sala de aula, diante da cobranca que pode ser feita nesses concursos.


https://www.sprweb.com.br
https://www.sprweb.com.br

1. (Colégio Naval 2017) Com relagéo aos conceitos da Fisica, assinale a opgao correta.

a) Em qualquer meio de transparente, a propagacédo da luz ocorre sempre em linha reta.

b) A patinacdo sobre o gelo acontece porque o aumento da pressdo, exercida pelos patins,
altera a temperatura de fuséo do gelo.

c) As garrafas e outros objetos jogados no mar chegam até as praias transportados pelas
ondas.

d) No processo de eletrizacdo por contato, o corpo que recebe elétrons fica negativo e o que
perde elétrons fica positivo.

e) As bussolas magnéticas sdo muito importantes na navegacao porque apontam precisamente
para o norte geografico.

Resposta: [B]

[A] Incorreta. A relatividade de Einstein provou que a luz pode se curvar ao passar proxima de
um corpo celestial muito massivo como o Sol.

[B] Correta. Os patins possuem uma area de contato com o solo muito pequena, resultando em
aumento de pressdo no local do contato, derretendo o gelo e solidificando em seguida
devido a temperatura do gelo estar abaixo do ponto de congelamento para o local.

[C] Incorreta. As ondas nédo transportam matéria e sim energia.

[D] Incorreta. Na eletrizacdo por contato os dois corpos ficam com o mesmo sinal de carga,
podendo ficar negativo e ceder elétrons ou ainda ficar positivo recebendo elétrons, para os
casos de corpo negativo com neutro e corpo positivo com neutro respectivamente.

[E] Incorreta. As bussolas ndo apontam com precisdo para o norte geografico e sim
aproximadamente.

2. (UDESC 2017) Os pesquisadores do projeto LIGO (Laser Interferometer Gravitacional-Wave
Observatory) anunciaram, no inicio deste ano, a primeira detec¢do das ondas gravitacionais.

Analise as proposi¢des em relagdo a informagéo.

I. Estas ondas se propagam com a mesma velocidade da luz.

Il. Estas ondas se propagam com velocidade superior a velocidade da luz.

lll. Estas ondas foram previstas por Albert Einstein em sua Teoria da Relatividade Geral.
IV. Estas ondas foram previstas por Albert Einstein em sua Teoria do Efeito Fotoelétrico.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a afirmativa Il é verdadeira.

b) Somente as afirmativas | e IV séo verdadeiras.
¢) Somente as afirmativas | e Ill séo verdadeiras.

d) Somente a afirmativa IV é verdadeira.

e) Somente as afirmativas Il e IV séo verdadeiras.

Resposta: [C]

[1] Verdadeira. As ondas gravitacionais se propagam com a velocidade da luz.

[1I] Falsa. Nenhuma velocidade do universo supera a velocidade da luz no vacuo.

[l] Verdadeira. Tal deteccdo confirmou o que ja estava previsto na Teoria da Relatividade

Geral de Einstein.

[IV] Falsa. A teoria correta foi enunciada na resposta do item acima.

3. (UEG 2006) “Buraco negro" € o nome dado a regides do espaco sideral de onde

radiostelescépios ndo captam nenhuma emissdo de ondas eletromagnéticas. A designacao

"negro” vem do fato de que nenhuma luz emana daquele local. A astronomia detectou que ha

um fluxo intenso de radiagdo eletromagnética e de matéria para dentro do buraco negro que,

portanto, néo é vazio e sim hiperdenso em termos de concentracdo de massa e energia. O fato

de que nédo sai luz visivel de um buraco negro pode ser associado a qual das seguintes

alternativas?

a) Por ser hiperdenso, o "buraco negro" tem a capacidade de emitir todas as cores de luz,
formando uma mistura de cor "negra".



b) A forte concentragcao de néutrons no buraco negro nao permite a saida de luz por causa da
atracao eletrostatica.

¢) Mesmo que muito pequena, a luz tem uma massa associada a ela e fica presa ao "buraco
negro" pela forte atragdo gravitacional.

d) O "buraco negro" tem temperatura proxima ao zero absoluto e, por isso, ndo emite radiagao
alguma.

Resposta: ANULADA (sem resposta)

[A] Falsa. A mistura de todas as radiacdes da a luz branca.

[B] Falsa. Néutrons ndo tem carga, ndo sofrem atragdo eletrostatica.

[C] Falsa. A luz ndo tem massa em situacdo alguma, o que acontece para que um Buraco
Negro consiga capturar a luz é a distorcdo do espago-tempo. Por ser extremamente
massivo, a distorcao do espago é tdo grande que a luz que passa por dentro do horizonte
de eventos é obrigada a seguir um caminho que nao tem volta, logo fica presa no buraco
negro.

[D] Falsa, de acordo com o ja exposto acima.

4. (ENEM PPL 2015) Observagfes astrondmicas indicam que no centro de nossa galéxia, a Via
Lactea, provavelmente exista um buraco negro cuja massa é igual a milhares de vezes a
massa do Sol. Uma técnica simples para estimar a massa desse buraco negro consiste em
observar algum objeto que orbite ao seu redor e medir o periodo de uma rotacdo completa, T,

bem como o raio médio, R, da orbita do objeto, que supostamente se desloca, com boa

aproximacdo, em movimento circular uniforme. Nessa situacdo, considere que a forca
resultante, devido ao movimento circular, € igual, em magnitude, a forca gravitacional que o
buraco negro exerce sobre o objeto.

A partir do conhecimento do periodo de rotacdo, da distdncia média e da constante
gravitacional, G, a massa do buraco negro é

4°R?
GT?
2R3
2GT2
2n°R3
GT?
47°R3
GT2
2R
GT2

a)

b)

c)

d)

e)

Resposta: [D]
A forca gravitacional age como resultante centripeta. Seja M a massa do buraco negro e m

massa do objeto orbitante. Combinando a lei de Newton da gravitacdo com a expressao da
velocidade para o movimento circular uniforme, vem:

AS 2nR
=— =5 V=——

\'%

At T R(2nR)¥ R 4m2R? 4m2R3
2 = M=—| —— :——2 = M:—Z
GMpt v R > G\ T G T GT
= = M=—v
RZ R G

5. (ITA 2009) Desde os idos de 1930, observacdes astrondmicas indicam a existéncia da
chamada matéria escura. Tal matéria ndo emite luz, mas a sua presenca € inferida pela
influéncia gravitacional que ela exerce sobre o0 movimento de estrelas no interior de galaxias.
Suponha que, numa galaxia, possa ser removida sua matéria escura de massa especifica d >



0, que se encontra uniformemente distribuida. Suponha também que no centro dessa galaxia
haja um buraco negro de massa M, em volta do qual uma estrela de massa m descreve uma
oOrbita circular. Considerando ¢rbitas de mesmo raio na presenca e na auséncia de matéria

escura, a respeito da forca gravitacional resultante F exercida sobre a estrela e seu efeito
sobre o movimento desta, pode-se afirmar que:

a) F é atrativa e a velocidade orbital de m n&o se altera na presenca da matéria escura.
b) F é atrativa e a velocidade orbital de m é menor na presenca da matéria escura.

C) F é atrativa e a velocidade orbital de m é maior na presenca da matéria escura.

d) Fé repulsiva e a velocidade orbital de m € maior na presenca da matéria escura.

e) Feé repulsiva e a velocidade orbital de m € menor na presenca da matéria escura.

Resposta: [C]

Pela lei da gravitagcdo de Newton — F = GMm/d?

O que importa é a massa entre a estrela e o buraco negro.

A forca sera atrativa e com mais massa entre a estrela e o buraco negro (devido a presenca de
matéria escura) a for¢a serd maior. Como esta for¢a serd também a resultante centripeta —>
GMm/d? = mv3/d — GM/d = v2, A velocidade sera maior com a presenga de mais massa.

6. (ITA 2003) Considerando um buraco negro como um sistema termodindmico, sua energia
interna U varia com a sua massa M de acordo com a famosa relagdo de Einstein: AU=AMc?2.
Stephen Hawking propds que a entropia S de um buraco negro depende apenas de sua massa
e de algumas constantes fundamentais da natureza. Desta forma, sabe-se que uma variagdo
de massa acarreta uma variagdo de entropia dada por: AS/AM=81GMkz/h c. Supondo que ndo
haja realizacdo de trabalho com a variagdo de massa, assinale a alternativa que melhor
representa a temperatura absoluta T do buraco negro.

a) T=hc3/GMks.

b) T = 81M c?/ ke.

c) T=Mc?/ 8 ks.

d) T=hc®/8m GM ks.

e) T=8mhcd3/GM ke.

Resposta: [D]

7. (ITA 2000) O raio do horizonte de eventos de um buraco negro corresponde a esfera dentro
da qual nada, nem mesmo a luz, escapa da atracdo gravitacional por ele exercida. Por
coincidéncia, esse raio pode ser calculado néo-relativisticamente como o raio para o qual a
velocidade de escape € igual a velocidade da luz. Qual deve ser o raio do horizonte de eventos
de um buraco negro com uma massa igual a massa da Terra?

a) 9 um.

b) 9 mm.

c) 30 cm.

d) 90 cm.

e) 3 km.

Resposta: [B]

8. (UEG 2016) Recentemente, os noticiarios divulgaram a descoberta de ondas gravitacionais,
previstas teoricamente por Albert Einstein. Essa descoberta reforca a teoria

a) da radiacdo de corpo negro.

b) do efeito fotoelétrico.

¢) do efeito Compton.

d) da relatividade.

e) das cordas.

Resposta: [D]

Segundo Paul Tipler, em seu livro Fisica Moderna, 3?2 edi¢do, LTC: "Implicita na teoria da



relatividade geral estd a possibilidade de que uma massa acelerada emita ondas
gravitacionais, da mesma forma como uma carga elétrica acelerada emite ondas
eletromagnéticas."

9. (UNICAMP 2017) O uso do sistema de localizacdo GPS (Global Positioning System) cresceu
bastante nos Ultimos tempos devido principalmente a existéncia do sensor GPS na maioria dos
celulares disponiveis no mercado. Nesses celulares, o sinal de GPS tem sido usado para
localizacdo do aparelho em mapas, para obter sugestdes de rotas e até em jogos. Considere
que os satélites responsaveis por enviar o sinal GPS encontram-se a aproximadamente
Rgps =27.000 km do centro da Terra, seu periodo de rotagéo em torno do centro da Terra é

Tgps =12 horas e sua Orbita é circular.

Use m=3.

a) Qual é a velocidade escalar média de um satélite do sistema GPS?

b) Os satélites de GPS enviam continuamente as trés coordenadas que determinam sua
posicao atual e o horario do envio da mensagem. Com as informagbes de 4 satélites, o
receptor pode determinar a sua posicao e o horario local. Para garantir a precisdo dessas
informacdes, efeitos relativisticos sdo considerados na determinacdo do horario enviado
pelos satélites. Os reldgios localizados nos satélites sdo afetados principalmente por efeitos
da relatividade restrita, que atrasam os reldgios, e da relatividade geral, que adiantam os
relégios, conforme mostra a figura abaixo. Qual é a distancia do centro da Terra R e o
periodo T da orbita em que os efeitos da relatividade geral e da relatividade restrita se
cancelam, ou seja, quando a soma dos dois efeitos é zero?
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Resposta:
_ﬁ _ 2mRgps  2x3x27.000 N
At Tops 12

a) v,

vy, =13.500 km/h = 3.750 m/s.

b) Analisando o gréfico, nota-se que a compensacao entre 0 adiantamento e o atraso ocorre
para R= 9x10°km, onde esses tempos séo +25x10%s e —25x107% s conforme
mostra o grafico.
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Distancia do centro da Terra [103 km]

O tempo T para a Orbita pode ser calculado aplicando a 32 lei de Kepler, comparando as duas
situag@es, Orbita regular e 6rbita com compensacgéo de tempos.
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10. (UPE-SSA 2 2016) No dia 29 de maio de 1919, uma equipe de astrénomos ingleses visitou
a cidade de Sobral, no Ceara, na tentativa de comprovar a Teoria da Relatividade Geral de
Einstein, publicada em 1915. O objetivo da comitiva era verificar se a luz que vinha de uma
estrela sofreria algum desvio ao passar nas proximidades do Sol. Nessa teoria, movimentos
sob a acdo de campos gravitacionais sdo compreendidos como movimentos em um espaco
curvo, conforme mostra a figura a seguir. Nela ilustramos como a massa do Sol muda a nossa
percep¢do da posicdo de uma estrela. Que tipo de instrumento Optico representa, de forma
mais precisa, a funcdo da massa do Sol na alteracdo do caminho da luz?

Posicéo

aparente}i}
— Y%

Posicao
real

Interbits®

a) Espelho plano

b) Espelho concavo
¢) Espelho convexo
d) Lente convergente
e) Lente divergente

Resposta: [D]

O feixe emitido pela estrela, antes de passar proximo aos Sol é divergente, apés a passagem
ele se torna cilindrico. A massa do Sol tem a fungédo similar a de uma lente convergente.



11. (UCS 2012) Pela teoria da Relatividade Geral de Einstein, quando raios de luz
provenientes de um corpo estelar, como estrelas ou galaxias, passam muito préximos de um
objeto estelar de grande densidade de massa, esses raios de luz séo desviados para um ponto
de encontro oposto ao lado em que os raios incidem no objeto. No contexto da 6tica, esse
objeto de grande densidade de massa estaria fazendo o papel de

a) um espelho plano.

b) um filtro polarizador.

¢) uma lente.

d) um espelho céncavo.

e) um espelho convexo.

Resposta: [C]

Se os raios convergem ao passar proximo do objeto, esse objeto estaria fazendo o papel de
uma lente convergente.

12. (UNICAMP 2010) O GPS (Global Positioning System) consiste em um conjunto de satélites
que orbitam a Terra, cada um deles carregando a bordo um rel6gio atbmico. A Teoria da
Relatividade Geral prevé que, por conta da gravidade, os reldgios atdmicos do GPS adiantam
com relacado a relégios similares na Terra. Enquanto na Terra transcorre o tempo de um dia (

tremra =10 dia = 86400 s), no satélite o tempo transcorrido é teygjie = trema + AL, maior que
um dia, e a diferenca de tempo At tem que ser corrigida. A diferenca de tempo causada pela
gravidade é dada por (At/tre.) :(AU/mCZ), sendo AU a diferenca de energia potencial
gravitacional de uma massa m entre a altitude considerada e a superficie da Terra, e
c=3,0-108m/s, a velocidade da luz no vacuo.

a) Para o satélite podemos escrever AU=mgR;(1-Ry /r), sendo r ~ 4Ry o0 raio da orbita,

R+ :6,4-106m0 raio da Terra e g a aceleracdo da gravidade na superficie terrestre.
Quanto tempo o reloégio do satélite adianta em tr,, =10dia em razéo do efeito
gravitacional?

b) Reldgios atdbmicos em fase de desenvolvimento serdo capazes de medir o tempo com
preciséo maior que uma parte em 1016, ou seja, terdo erro menor que 10715 a cada
segundo. Qual é a altura h que produziria uma diferenca de tempo At=1071® s a cada
Tierra =10 S? Essa altura € a menor diferenca de altitude que poderia ser percebida

comparando medidas de tempo desses relégios. Use, nesse caso, a energia potencial
gravitacional de um corpo na vizinhanga da superficie terrestre.

Resposta:
a) Dados: Ry =6,4-10°m; ¢ =3-10°m/s; t1,, =1dia=86.400 s.

Considerando as expressfes dadas:

At _ AU

m c?

t

Terra

AU=m g Rt [1—RTTJ (D)

Substituindo (1) em (1), vem:

At _ngT(l_R_T

.Comor=4 RT' temos:
tT m C2 r
erra



R
At _mMgRy [1_ Ry j = At :(tTerra)g—T[%J. Substituindo os dados:

tTerra m C2 4I:QT 02
6
At = 86.40029%6:4x107 3 _ o0 500x16x106 x10726 =
(3><108)

At=46x10"° s

At _ 10 s

b) Dado:

Terra
Usando novamente as expressdes dadas:
At AU

trera m C2
Considerando que na vizinhanca da Terra é;: AU = mgh, temos:

-16 .2 -16 16
_ 10 "¢ ~ h= 10 >:<L§><10 ~ h=09m
g

107 :g—? = h
c
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Neste material, vamos apresentar os contetidos basicos da teoria da relatividade geral
(TRG) como os principios fisicos e matematicos que guiaram Albert Einstein na sua busca
pela TRG. Ele servira tanto para o professor que deseja lecionar o conteiido quanto para

o aluno que quiser se aprofundar no tema.

C.1 Principios fisicos da TRG

C.1.1 Principio da equivaléncia

Para entendermos o significado desse principio, lembremos do experimento de Galileu ao
abandonar dois corpos com diferentes massas do alto da torre de Pisa e constatar que
eles chegam simultaneamente ao solo. Essa é uma constatacdo de que a aceleragao devido
a acao gravitacional, nas vizinhancas da superficie da Terra, é a mesma para todos os
corpos, independente de suas massas, formas ou composicdo. E pode ser ilustrado por
um video da BBC disponivel no YouTube https://youtu.be/E43-CfukEgs?t=169 em
que uma pena e uma bola de boliche sao abandonados de uma mesma altura em uma
camara de vacuo e elas caem juntas no solo [10]. Esta mesma ideia é o que acontece com
os astronautas em o6rbita, uma nave orbitando a Terra estd em queda livre ao redor do
planeta, juntamente com todos os corpos dentro da nave, por isso a tripulacao parece
estar flutuando, mas cada astronauta esta em repouso em relacao aos outros.

A massa inercial m; de um corpo é a medida do seu coeficiente de inércia, ou seja,
da sua resisténcia em ter seu estado de movimento alterado e corresponde ao termo que
aparece na 22 lei de Newton conforme a Eq. (C.1). A priori m; ndo possui nenhuma
relagdo com gravitagao.

F =ma, (C.1)

onde F' é a forga resultante que atua no corpo e a é a aceleracao.
A forga gravitacional por sua vez é outro tipo de forca provocada em corpos que

possuem uma carga gravitacional, denominada massa gravitacional passiva mg . Na lei


https://youtu.be/E43-CfukEgs?t=169
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da gravitacao de Newton aparece um outro tipo de massa que é capaz de provocar forcas
em outros corpos, ou em termos modernos, ser fonte de campo gravitacional. Essa é a

massa gravitacional ativa Mg, -

Considere um corpo 1 que produz uma forga gravitacional Fi) com sua massa gravi-
tacional ativa mg , e outro que sofre essa forga por ter uma massa gravitacional passiva

Myga,,, usando a lei da gravitacdo Newtoniana, temos:

- MglyMg2,y
Fig) = —G—"5—"0r(y), (C.2)

7"%(2)

onde 71(3) é o vetor que liga o centro de massa do corpo 1 ao do 2.

-

Analogamente a forca gravitacional sobre o corpo 1 devido ao 2 Fy(;y deve ser escrita

como:
- Mgo, Mgt
92) "9 )~
Fyqy = =G——"3—"r31), (C.3)
a(1)
onde ry(1) = —7r1(2) ¢ o vetor que liga o centro de massa do corpo 2 ao do 1. Mas sabemos,
pela 3* Lei de Newton, que Fyq) = —Fj(2), dessa forma:
Mg mgo
_ 9@ _ 92
Mgl (o) Mg2) = Mg2() Mgl = = = (C.4)
91(p) 92(p)

mostramos que razao entre as massas gravitacionais ativa e passiva ¢ a mesma para
quaisquer corpos. Logo, podemos tomar, sem perda de generalidade, essa constante como

1, obtendo uma tnica quantidade de massa gravitacional my

— =1=mgy, =mg, =m,. (C.5)

No entanto, ja era um fato conhecido pelos experimentos da queda livre de Galileu
que a aceleracao gravitacional ¢ nas proximidades da superficies da Terra é a mesma para

todos os corpos, assim podemos igualar a forca gravitacional ﬁg a forca resultante ﬁ:
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ﬁg — F. = md = Mg(p)§ = UL constante, (C.6)
Mg (p)

podemos arbitrar essa constante como 1.

my
2 =1=m, =m,. C.7
m, my =m (C.7)

Este resultado da Eq. (C.7) foi reconhecido por Isaac Newton como uma coincidéncia.
Varios experimentos nos séculos XIX e XX mostraram a equivaléncia entre as massas com

um erro menor que 10712%. Sendo esse um dos melhores resultados estabelecidos na fisica

11].

“Em 1907, Einstein teve ‘a ideia mais feliz de sua vida’: o principio da equi-
valéncia. Para um observador em queda livre ndo hd gravidade nas suas pro-
ximidades. Assim se ele abandonar um corpo qualquer, ele permanecerd em

repouso para esse observador.” [8]

Essa propriedade surpreendente verificada pela mecanica classica é o fato das forcas
gravitacionais serem proporcionais a massa inercial, assim como as forcas de inércia.
Assim, a gravidade nao apenas pode ser eliminada por um referencial em queda livre,
mas pode ser criada por uma aceleracdo. A ideia central de Einstein foi tratar a forca
gravitacional como uma forga inercial.

Vamos ilustrar essa equivaléncia do campo gravitacional uniforme com aceleracao cons-
tante usando um experimento de pensamentol. Seja um astronauta confinado em um
foguete sem janelas nem meios de contato com outras pessoas. Ele possui uma bola,
um cronometro e uma fita métrica para realizar alguns experimentos simples. Vamos

considerar quatro situagoes descritas abaixo e representadas pelas Figs. C.1-C.4

o Situagao 1: o foguete é colocado no espaco em um local infinitamente distante de

quaisquer outros corpos. Os seus motores sao ligados, fazendo-o acelerar para cima

L Gedankenexperiment, do alemao.
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com aceleracao constante de médulo g. Quando o astronauta abandona a bola, ele

percebe que ela cai em direcao ao solo como aceleragao g.

o Situacao 2: os motores do foguete sao desligados, entao ele segue com velocidade
constante. Quando o astronauta abandona a bola, ela permanece parada em relagao

a ele.

o Situagao 3: o foguete é trazido para superficie da Terra. Desprezando os efeitos de
rotacao, um corpo abandonado ird cair em dire¢ao ao solo da nave com aceleragao

constante de modulo g.

o Situagao 4: por ultimo, o foguete é abandonado caindo livremente sob acao do
campo gravitacional uniforme, préximo a superficie da Terra, em dire¢do ao centro
do planeta. Um corpo abandonado permanece em repouso em relagao ao astronauta

que também esta caindo junto da nave.

o]

i1
gﬁ?ﬂ 2

-
b
A

o M_ff.__\_,\.{,h_,,f’
Figura C.1: Situacao 1: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete acelerado
para cima com aceleracao de médulo g. Disponivel em [13].

Claramente, do ponto de vista do astronauta, as situagoes 1 e 3 sao indistinguiveis.
Assim como 2 e 4. Vamos usi-los para tragar argumentos que nos levem aos conceitos do

espaco nao plano, ou seja, curvo.
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]
N ‘
Figura C.2: Situacao 2: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete sem
aceleragdo. Disponivel em [13].

(9]
I e
TS

Terra
Figura C.3: Situacao 3: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete posicio-

nado na superficie da Terra. Disponivel em [13].

C.1.2 Desvio para o vermelho

Outro experimento de pensamento no qual Einstein aplicou o principio de equivaléncia

foi no desvio para o vermelho (redshift).

Suponha um prédio com altura h, como o da Fig. C.5, com duas pessoas, uma na parte
inferior, S, que envia um sinal luminoso de frequéncia f para o outra na parte superior,
S’. Qual a frequéncia f’ medida por 8’7

Vamos aplicar o principio de equivaléncia substituindo a agdo gravitacional no prédio
por um foguete acelerado para cima. Assim, teremos o observador de cima se afastando

da luz emitida, sendo a frequéncia recebida afetada pelo efeito Doppler.

Considere S’ partindo do repouso e ganhando velocidade para cima devido a aceleracao
g. Seja At o tempo que a luz, com velocidade constante ¢, leva para atingir a parte superior
do foguete. Supondo a velocidade da luz muito grande, podemos desprezar a variagdao da

posicao do foguete até que ela chegue na parte superior (Ah < h), sendo assim:
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Figura C.4: Situagao 4: O astronauta abandona um corpo dentro de um foguete em queda
livre préximo a superficie da Terra. Disponivel em [13
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Figura C.5: Desvio para o vermelho gravitacional da luz ao se mover para cima em
uma regiao com campo gravitacional. Fonte: disponivel em http://homepage.physics.
uiowa.edu

At = —. (C.8)
Nesse mesmo intervalo de tempo, o foguete acelerado tera uma velocidade igual a:
v=gAt=g—. (C.9)
c

Usando a equagao do efeito Doppler nao relativistico e supondo o médulo da velocidade

do foguete v < ¢, temos:

(C.10)


http://homepage.physics.uiowa.edu
http://homepage.physics.uiowa.edu
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Assim, teremos:

h

P 9. CQ_Qh I _@
ff=f - =f =2 :>f—f<1 62>' (C.11)

Identificando o potencial gravitacional & = gh préoximo a superficie da Terra, temos que

o periodo T" medido por &’ em relacao ao periodo T' de S vale?:

-1
1 1 ) )
T=—c=—— _=T(l—=| =T~T(14+-]. (C.12)
Assim, 8§’ medird um periodo maior para o sinal, dessa forma teremos uma frequén-

cia menor nesse referencial, por isso esse efeito é chamado de desvio para o vermelho

gravitacional (gravitational redshift).

De outra maneira, podemos imaginar que esse sinal emitido possa ser usado para
quantificar o tempo, por exemplo, dois sinais consecutivos sao emitidos em um segundo.
Assim quando um receptor estda num potencial gravitacional maior que o emissor, os
sinais sao recebidos mais devagar do que sao emitidos. Ja quando um receptor estd num
potencial gravitacional menor que o emissor, os sinais sao recebidos mais rapidamente do
que sao emitidos. Concluimos assim que os relégios passam mais devagar quando afetados

pelo campo gravitacional mais intenso.

Ha uma comprovacao pratica do desvio para o vermelho que é o experimento de
Pound-Rebka [14] de 1959, uma medida do redshift feita na superficie da Terra com
raios-y emitidos do topo de um prédio até o solo. Nao entraremos em detalhes sobre o
experimento, mas ele foi realizado em uma distancia de 22,5 m avaliando uma diferenca
de energia relativa entre o féton emitido e recebido da ordem de 2,5 - 1071, O resultado
confirmou as previsoes da teoria da relatividade geral com uma precisao de 10%. Outros

testes envolvendo hidrogénio [15] na década de 1980 aumentaram a precisao para 0,01%.

2Usando a aproximacio de Bernoulli (1 +z)" ~ 1+ nx, x < 1.
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C.1.3 Deflexao da luz em um campo gravitacional

O poder do principio de equivaléncia reside na sua aplicacdo a todas as leis da fisica.
Consideremos o foguete em queda livre num campo gravitacional uniforme g com uma
fonte de luz F', emitindo um raio de luz perpendicular ao campo de acordo com a Fig.
C.6. Para o observador &', dentro do foguete, a luz viaja em linha reta e sai pelo orificio
P. Entretanto para um observador externo S, o raio luminoso descrevera uma parabola.

Portanto, hé deflexdao dos raios luminosos num campo gravitacional.

F‘—\
Fe—>——P \

(5) \
P

¢
Figura C.6: Deflexao gravitacional da luz. Uma fonte de luz em F emite um raio em
direcao a P, localizado em uma mesma altura de F. Na figura da esquerda, temos a
trajetéria da luz vista por um referencial solidario ao foguete: uma linha reta. Na direita,
vemos a trajetéria vista por um referencial externo ao foguete, para quem os efeitos do
campo gravitacional sdo observados: uma parabola. Fonte: disponivel em [11]

A existéncia da deflexdo da luz exigida pela teoria foi comprovada fotograficamente
durante o eclipse solar em maio de 1919 por duas expedicoes organizadas pela Royal
Astronomical Society, uma delas & Africa e outra ao Brasil, sob a direcdo dos astronomos
Eddington e Crommelin?.

Cabe ressaltar que Einstein nao foi o primeiro a propor que a luz pode sofrer um desvio
na sua trajetéria. Em 1801, Johhan von Sodner escreve um artigo em que desenvolve ideias
Newtonianas de atragao gravitacional para mostrar a influéncia da gravidade na trajetoria
de um raio luminoso [18]. Vamos fazer uma abordagem simplificada do problema.

Nesse método para calcular a deflexdo da luz, assumimos, baseado na 6ptica Newto-

3Para mais detalhes recomenda-se [17].
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Figura C.7: Deflexao gravitacional da luz passando préoximo ao Sol. Um raio de luz vindo
do infinito seguindo a trajetéria de A para B, tangente ao Sol. Mas ao ser atraido pelo
astro, com massa M e raio R, ele é defletido pela acao gravitacional e segue a trajetéria
para C, onde um observador pensa que a luz fora emitida do ponto D.

niana, que a luz é um corpusculo que sofre a¢ao gravitacional como qualquer outro corpo,
independente da sua massa. Essa aceleracao gravitacional farda com que a luz adquira
velocidade vertical devido a atracdo do Sol, como exemplificado na Fig. C.7. Portanto
ha uma deflexdo ¢ no percurso desse raio luminoso, que pode ser calculado pela razao

entre a velocidade vertical adquirida pela interacao gravitacional e a velocidade da luz na

horizontal assim:

tan ¢ = 2. (C.13)
C

Usando a aceleragao gravitacional, temos:

(C.14)

onde r é a distancia do corpusculo luz até o centro do Sol.
Somente a componente vertical serd levada em consideragdo, pois na horizontal o

ganho de velocidade sera desprezado e a luz continuara com velocidade constante ¢

% B /00 GM 0)dy /00 GMR 2GM

dy = C.15
cos ( o c(R2+y2)3/2 Y R ( )

a, =
v o cr?
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Substituindo os dados no SI para um raio que tangencia o Sol G = 6,7 - 107t M =
2,0-10%°, R=7,0-10%e c = 3,0 - 10%, temos:

v
-~ — tan
c c

M 7
R = tan ¢ = 0, 87".

tan

Esse resultado é metade do valor previsto pela TRG, comprovada pelo Eclipse de 1919.
Einstein atribui metade dessa deflexao ao efeito do campo Newtoniano de atracao do Sol e
a outra metade a curvatura apenas do espago causada pela presenga do Sol [19]. Quando

esses efeitos s@o somados, temos o resultado previso pela TRG.

C.2 Curvatura do espaco-tempo

A ideia central da relatividade geral é que a gravidade surge da curvatura do espago-
tempo, ou seja, gravidade é geometria. De maneira simplificada, imagine uma malha
feita por varetas formando um quase continuo espaco Euclidiano bidimensional. Se esse
conjunto de varetas sofrer um aquecimento desigual, ou seja, cada uma se dilatar de uma
maneira especial, teremos um modelo de um espago nao-Euclidiano ou Gaussiano como

mostrado na Fig. C.8.

=>

Figura C.8: Modelo de espagos Euclidiano e Gaussiano. Na esquerda, temos uma malha
representando o espago Euclidiano (plano), em que todos os pontos adjacentes sdo equi-
distantes entre si. Na direita, temos um espaco curvo qualquer, em que a distancia entre
pontos adjacentes dependem da sua posigao. Fonte: adaptado de [19].

Como ja falamos no principio de equivaléncia, apenas no campo gravitacional todos
os corpos realmente se movem da mesma maneira dadas as mesmas condigoes iniciais. A

ideia de Einstein foi que a unicidade desses percursos poderia ser explicada em termos de
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4

uma geometria quadridimensional, denominada espago-tempo®. Dessa forma, os corpos

se moveriam em trajetorias retilineas nesse espaco-tempo curvo.

C.2.1 Descricao da curvatura

A descrigao geométrica pode ser facilmente ilustrada em duas dimensoes. Na geometria

Fuclidiana, por exemplo, temos que a soma dos angulos internos «; de um triangulo vale:
Y (o) = . (C.16)

Outra relagao define a razao entre o comprimento C' da circunferéncia com seu raio r dada
por:
c_ 27. (C.17)
,
Veremos agora um exemplo de geometria espacial ndao-Euclidiana sobre uma superficie
esférica de raio R para ilustracdo de uma diferente geometria bidimensional. Primeiro
vamos aprender a desenhar uma linha reta nessa esfera. A definicdo continua a mesma
do espaco Euclidiano, menor distancia entre dois pontos distintos. Mas como somos
obrigados a permanecer sobre a superficie da esfera, essa menor distancia estara sobre um
grande circulo, uma circunferéncia tragada entre os dois pontos e o centro dessa esfera,
como representado na Fig. C.9.

Uma relagao curiosa é que a soma dos angulos internos «; de um tridangulo, como o da

Fig. C.10, depende da sua area A:
A
Coordenadas

A ideia chave para descricdo da geometria é usar célculo diferencial para reduzir toda

a geometria através de distancias entre cada par de pontos préximos. A partir disso, a

4Do inglés spacetime.
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Figura C.9: Um diagrama ilustrando um grande circulo para representar a menor distancia
entre dois pontos P e () sobre a esfera.

distancia entre pontos distantes sera dada por integracao. E linhas retas sao curvas que

minimizam a distancia entre dois pontos.

Uma maneira sistematica de rotular pontos é um pré-requisito para uma especificagao
dessa distancia entre pontos proximos. Um sistema de coordenadas atribui rotulos exclu-
sivos a cada ponto e hd muitos sistemas que fazem isso. Em trés dimensoes, por exemplo,

hé as coordenadas Cartesianas (x,y, z) e esféricas (r,0, ¢).

Como o sistema de coordenadas pode ser qualquer um, usaremos uma grandeza in-
variante chamada de intervalo espacotemporal, representada por ds?, que é descrito
pelos elementos de linha. Ja o elemento de linha especifica a geometria espagotemporal

utilizada. Vamos mostrar um exemplo do espaco-tempo de Minkowski®:

ds* = — (cdt)? + da* + dy? + d2°. (C.19)

A parte espacial da Eq. (C.19) pode ser transformada em coordenadas esféricas, melhor

observada na Fig. C.11, através das relagoes:

5Essa é a formulacdo geométrica da relatividade restrita.
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Figura C.10: Um triangulo representado sobre a superficie de uma esfera, de raio R,
obtido por trés pontos de intersegao (A, B e C) entre grandes circulos desenhados sobre
a superficie dessa esfera. Fonte: adaptado de http://commons.wikimedia.org/.

x =rsen 6 cos ¢ (C.20a)
y = rsen 6 sen ¢ (C.20Db)
z =rcosf (C.20c)

Assim, as relagoes entre as derivadas em ambos os sistemas valem:
dx = drsen 6 cos ¢ + rcos0df cos ¢ — rsen 0 sen ¢pdo,

dy = drsen 0 sen ¢ + r cos 0df sen ¢ + rsen 6 cos ¢pdo,
dz = drcosf — rsen 0d6.

Finalmente, podemos calcular ds? = (cdt)2 + dx? + dy? + dz? em coordenadas esféricas:

ds? = — (cdt)2 + (drsen 6 cos ¢ + r cos 0df cos ¢ — rsen fsen pde)*+-

+(drsen fsen ¢ + r cos fdfsen ¢ + rsen 6 cos pdp)® + (dr cos§ — rsen 0d6)? =


http://commons.wikimedia.org/
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Figura C.11: As coordenadas cartesianas sao representadas por 3 valores, (z,v,2).
Quando sao convertidos em coordenadas esféricas, os novos valores serdo representados
como (1,0, ¢). Fonte: disponivel em https://bit.1ly/3ckxNNV.

ds? = — (cdt)’ + dr? + (rdf)* + (rsen 0do)?, (C.21)

que ¢é o elemento de linha do espago de Minkowski em coordenadas esféricas.

ds* = —dt* + dr* + r*df* + r’sen *0d¢’ (C.22)

Para descricao de uma geometria genérica, devemos usar o sistema quadridimensional

@ com a sendo 0, 1, 2 ou 3, para mapear os pontos® e especificar o elemento de linha

x
ds? entre por dois pontos préximos separados pelo intervalo coordenado dz®. De forma

geral, o elemento de linha pode ser escrito como:

ds® = gadr®da’, (C.23)
onde g, ¢ a métrica do espago-tempo .
Geometria sobre uma esfera

Para descrevermos outras propriedades, usaremos as coordenadas (6, ¢) conforme mostra,
a Fig. C.12. O seu elemento de linha dS? apenas nas componentes espaciais, com r = R

constante, serd dado por:

dS* = R*(d6” + sen*0dg?). (C.24)

6No espaco de Minkowski temos 2° =t, 2! =2, 22 =y e 23 = 2.


https://bit.ly/3ckxNNV
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d6, ¢+ dp)

Equador

Figura C.12: Representacdo do elemento de linha em coordenadas esféricas. Dois
pontos K e P separados por uma distdncia infinitesimal estdo localizados em (6, ¢) e
(04 db, ¢+ do). A distancia entre os pontos J e P, localizados na mesma latitude 6, vale
Rsenfld¢. A distancia entre K e J, localizados na mesma longitude ¢, vale Rdf. Usando
o teorema de Pitdgoras, podemos determinar o valor ds?, distancia entre os pontos K e

P. Adaptado de [1].

Vamos agora calcular a razao entre o perimetro da circunferéncia de raio r pelo seu raio
nessa geometria esférica. Colocando o centro da circunferéncia no polo norte da esfera, O

perimetro C serd a integral de dS em torno do circulo de € constante, ou seja, § = ©.
2m
C= }{dS = Rsen©d¢ = 2w Rsen®. (C.25)
0

J& o raio r é a integral ao longo de qualquer curva onde ¢ é constante, portanto vale:

e
r:/dS:/ Rd¢:R@:>@:%. (C.26)
0
Substituindo a (C.26) em (C.25), obtemos:
C = 27 Rsen <1) (C.27)
R
Quando r < R, recuperamos a relacao classica da geometria
. r r
C = 11%11_% 27 Rsen <§> =271R <E> =27r (C.28)

Nao é necessario deixar a superficie da Terra para determinar sua geometria. Pode-se

medir os angulos de um triangulo ou o comprimento e raio de uma circunferéncia. Pela
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aplicacao das Egs. (C.18) e (C.27), podemos determinar o raio R de curvatura da nossa
geometria.

A mudanca da componente temporal ja foi observada no desvio para o vermelho gra-
vitacional com alteracdo do tempo pelo potencial gravitacional representado pela Eq.
(C.12). Aplicando esse resultado na componente temporal, temos a mudanga dessa geo-

metria por acao da gravidade:
2 20 2 2 2
ds® = — |14+ — | (cdt) 2 + da” + dy” + dz7, (C.29)
c

onde ® ¢ o potencial gravitacional”. Nota-se que no resultado da deflexao da luz utilizando
o modelo Newtoniano nao ha nenhuma previsao na alteracao na componente espacial, mas
ha na temporal.

Contudo na TRG, existe uma alteragdo na componente espacial da métrica provocada
pelas massas®. Um exemplo é o campo gravitacional produzido por uma distribuicdo es-
férica de matéria, obtido pelo astrénomo alemao Karl Schwarzschild em 1916 [8]. Essa
curvatura pode ser expressa por uma métrica (doravante chamada métrica de Schwarzs-

child) com a seguinte forma [1]:

1
5 (dx2 +dy* + dz2) : (C.30)

2P
ds?> = — (14 = (cdt)®
s <+02>(c)+1+

c2

Observe que a componente espacial também é modificada pelo potencial gravitacional.

C.2.2 Diagramas de espago-tempo

Para conseguirmos expressar os eventos usando a geometria, vamos descrever um sistema
quadridimensional (¢, z,y, z), que serd representado por um diagrama espago-tempo,

como o da Fig. C.13.

7O potencial gravitacional gerado por uma estrela, de massa M, como o Sol é dado por ® = —Cié” ,

onde G ¢ a constante da gravitagdo e r é a distancia do centro da estrela ao ponto onde estamos medindo
o potencial.
8P 1 1 . .d d . . . 1,\ . .
ela relatividade restrita, existe uma equivaléncia entre massa e energia, no entanto, usaremos apenas
a massa como causador das deformagoes no espago-tempo.
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Figura C.13: Diagrama espago-tempo em duas dimensoes (z,t). A coordenada z, indica
a posicao espacial da particula e ¢, indica a sua posigao temporal.

Os eventos serao representados por um ponto P, e as coordenadas z, e t, trazem
informacdes de onde e quando o evento ocorreu respectivamente. E conveniente transfor-
marmos a coordenada temporal em espacial ct, aproveitando a constancia da velocidade
da luz a fim de que ambos os eixos tenham mesma dimensao.

Uma particula descrevera sua trajetoria espagotemporal por uma linha de mundo,

alguns exemplos sao ilustrados na Fig. C.14.

i X

t

-

Figura C.14: Linhas de mundo em um espago-tempo bidimensional. A linha de mundo
A representa uma particula em repouso. A linha de mundo B representa uma particula
em movimento uniforme. A linha de mundo C representa uma particula em movimento
oscilatoério.

A descricao matematica da geometria serd dada pela sua métrica como, por exemplo,

a de Minkowski (Eq. (C.19)) ou a de Schwarzschild (Eq. (C.30)), ambas em coordenadas
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Cartesianas.

Cones de Luz

O elemento de linha, (ds?), pode assumir trés tipos de valores: positivo, negativo ou nulo.
Isso leva a trés tipos de linhas de mundo: tipo tempo, tipo espaco ou nulo? cujos valores

sao representados por:

ds® >0 tipo tempo, (C.31a)
ds* =0 tipo nulo, (C.31b)
ds* <0 tipo espaco. (C.31c)

A constancia da velocidade da luz é o fator mais importante sobre o espago-tempo na
teoria da relatividade restrita. Observe que o valor de ds? é nulo quando o objeto se move

com velocidade v = ¢:
ds® = —2dt* + da® = —*dt* + (vdt*)? = —cPdt* + (cdt)? = ds* = 0. (C.32)

Esta propriedade pode ser expressa geometricamente nos diagramas espaco tempo com
linhas inclinadas de 45°. J& se colocarmos com duas dimensées espaciais xy, teremos
os cones de luz, que podem ser vistos na Fig. C.15. Para termos o cone de luz, nao
precisamos que a luz esteja presente. Os cones mapeiam as trajetérias que a luz teria
se partisse do presente. Para linhas do tipo tempo, o objeto se move com velocidade
menor que a da luz, ou seja, possuem linhas de mundo com inclinagdo menor que 45° e
sempre interior ao cone. Essas linhas representam trajetoria de um objeto real, pois sua
velocidade é sempre menor que a da luz. Para linhas do tipo espaco, o objeto teria que

viajar com velocidade superior a da luz, o que é impossivel frente a relatividade restrita.

9Do inglés timelike, spacelike e null.
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espaco X

Figura C.15: Representagiao de um cone de luz tridimensional (¢, x,y). Se vocé estiver no
ponto presente, os eventos no interior do cone futuro representam todos os eventos que
vocé consegue alcangar com um sinal fisico, ou seja, viajando até eles em linhas do tipo
tempo ou tipo nulo. Para esse mesmo ponto inicial, o cone do passado contém todos os
eventos que podem chegar ao presente, ou seja, ele contém todos os eventos que podem
afetar o presente. A regiao fora do cone nao tem uma relagdo de causalidade com o
presente, pois nao pode fisicamente alcangéa-lo.

C.2.3 O Principio da Correspondéncia

A relatividade relatividade geral deve concordar com a relatividade restrita na auséncia de
gravidade G — 0 e com a gravitagdo Newtoniana para campos fracos e baixas velocidades
comparadas a da luz ¢ — co. E ambas devem levar a mecanica Newtoniana na auséncia
de gravitacao quando as duas condi¢oes limites forem satisfeitas.

Isso da origem ao principio da correspondéncia como indicado na Fig. C.16. No
entanto a lei da gravitagdo Newtoniana s6 aparece se considerarmos uma deformagao na
componente espacial como vimos no exemplo da métrica de Schwarzschild na Eq. (C.38).

Tomando o limite ® < 1 encontramos:
2P 20
ds* = —(1+ ?) (cdt)® + (1 — g)(daf + dy* + dz?). (C.33)

Este elemento de linha é conhecido como estatico ou de campo fraco e é uma boa apro-
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Relatividade C— L Teoria Newtoniana

Geral > da gravitagéo
Q Q
4 4
Vi Mecénica classica
Relatividade | . _, .,

na auséncia de

4

Restrita

gravidade

Figura C.16: O principio da correspondéncia para a relatividade geral.

ximagao para a geometria do espaco-tempo gerada pelo Sol. Podemos deduzir a equacao

da gravitacao Newtoniana usando esse formalismo e as equacoes de Euler-Lagrange':

Az -, GMm
2 Vb= F=—
dt? r2

7, (C.34)

onde M ¢ a fonte de campo gravitacional; m é a carga gravitacional e r é a distancia que

separa o centro desses dois corpos.

C.2.4 Geodésica

O principio para determinarmos o movimento de uma particula livre num espago-tempo
curvo é o Principio Variacional, cujo enunciado pode ser descrito como “a trajetoria
seguida por uma particula livre entre dois pontos do tipo tempo extremiza o tempo proprio

entre eles”, o que, matematicamente pode ser representado por [1]:
1/2
6/ (—gabdx“dxb) ”_. (C.35)

Essa extremizacao dara origem ao menor caminho entre dois pontos, denominado geo-
désica. Cabe ressaltar que no espaco Euclidiano, a geodésica ¢ simplesmente uma linha

reta. E na geometria esférica, um arco de grande circulo como ja representamos na Fig.

C.9.

10Para, conhecer mais, consulte o Capitulo 3 dessa dissertacdo.
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Modelos de Setores

Para nos prepararmos para este novo ponto de vista, descrevemos a visao de mundo dos
flatlanders*', os habitantes de Flatland no conto de Edwin Abbott com o mesmo nome

120].

“Eu chamo o nosso mundo de Flatland]...]. Imagine uma vasta folha de papel
sobre a qual [...] figuras [...] se movem livremente, mas sem o poder de elevar-

se ou afundar-se abaizo dela, muito parecido com sombras.” [20]

Os flatlanders se movem em duas dimensdes (frente-tras ou direita-esquerda), a ter-
ceira dimensao (cima-baixo) ndo é apenas inacessivel para eles, mas estd além de sua
imaginacao. Quando estendemos o Flatland de Abbott para superficies curvas, os fla-
tlanders ainda se movem apenas sobre a superficie: para a frente ou para tras e para a
direita ou para a esquerda. Na falta do conceito de cima e para baixo, eles nao podem
conceber uma superficie curvada a um espaco tridimensional. No entanto, eles sdo capazes
de estudar a curvatura do seu mundo. Nos somos spacelanders, familiarizados com trés
dimensoes, mas incapazes de conceber um espaco dimensional superior, podemos exa-
minar a curvatura do nosso espaco tridimensional da mesma maneira que os flatlanders
examinam as superficies planas curvas.

Para visualizarmos os efeitos fisicos de um espaco curvo, vamos introduzir os modelos
de setores. Neles nés vamos subdividir uma superficie curva em pedacos pequenos o
bastante para consideramos planos. Observe na Fig. C.17 em que buracos aparecem
sempre que a pec¢as de um espaco curvo sao montadas em um um espago Euclidiano.

Como cada setor é pequeno, localmente a geodésica sera uma linha reta. Essa linha
mantém seu percurso de um setor a outro quando eles sao encaixados sem nenhum buraco
entre eles, ou seja, quando unidos por vértices em comum, como pode ser visto no item

(c) da Fig. C.17. Se um segunda geodésica for adicionada paralelamente & primeira no

1 Aqui vamos usar o termo original no lugar da traducdo planistas.



124

(a) (b)
Figura C.17: Modelo de segdo de uma superficie esférica. (a) O espago curvo de uma
esfera é subdividido em pequenos elementos de drea. (b) Os setores sdo construidos como
pedagos planos com os mesmos comprimentos. (c¢) A geodésica é construida localmente
como uma linha reta usando lapis e régua. Fonte: disponivel em [21].

setor inferior esquerdo, pode-se ver an Fig. C.18 que elas convergem. Isso demonstra a

curvatura da nossa superficie.

(a)

(b) (c)

Figura C.18: Geodésicas no modelo setorial de uma esfera. (a) Os setores sao unidos
para desenhar a primeira linha geodésica. (b) Nova disposigao dos setores para desenhar
a segunda geodésica acima da primeira. (c) As duas geodésicas comegam paralelas na
parte inferior, mas convergem na parte superior quando os setores retornam a sua posicao
original. Fonte: disponivel em [21].

Analogamente, podemos fazer modelos de setores que nos permitam construir geodé-

sicas na vizinhanga de um buraco negro
Geodésicas préximas a um buraco negro

Vamos agora apresentar um modelo de setores que permita construir geodésicas na vizi-
nhanca de um buraco negro. O conjunto completo de setores representam um plano de

simetria ao longo do plano equatorial e formam o arranjo da Fig. [?].
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(a) (b)

Figura C.19: Uma geodésica no modelo de setores do plano equatorial de um buraco
negro. As linhas s@o localmente retas, no entanto a direcao de entrada é completamente
diferente da de saida. (a) Os setores sao unidos para desenhar a linha geodésica. (b) Os
setores sao colocados na sua posicao original simetricamente, ilustrando a trajetoria da
luz. Fonte: disponivel em [21].

Observe que ha buracos entre os setores indicando a curvatura do espago. Para de-
senharmos uma geodésica, faremos um método analogo aos anteriores: juntando setores
vizinhos pelos vértices em comum e desenhando uma linha reta. Pode-se observar que a
direcao da linha desenhada muda, ilustrando a deflexdo da luz sob acdo de um campo

gravitacional.

Devemos ter cuidado com o resultado do desenho da geodésica, pois, apesar de ser
qualitativamente correto, os setores sao representacoes aproximadas do espaco curvo,
portanto a geodésica desenhada também é uma solugdo aproximada. Com o método
fornecido em por Zahn e Kraus [21] temos um erro de aproximadamente 0, 13% em relagao
as medidas na esfera'?. Outro detalhe para termos em mente é que as linhas desenhadas
nesses modelos ndo representam a trajetéria de um raio de luz. A linha desenhada é uma
geodésica no espago, enquanto a luz se propaga em ambos tempo e espago. Mesmo

assim, trata-se de um excelente método para ilustrar algumas propriedades da geodésica.

120 processo de construgio desses modelos pode ser encontrado em [21].
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C.3 Equacao de Einstein

As equagdes de campo da relatividade geral ou equagoes de Einstein foram obtidas no

final de 1915 por Albert Einstein e David Hilbert, de forma independente.

“leles] perceberam que a métrica tensorial g, que descreve a geometria do
espago-tempo parecia depender da quantidade de matéria gravitacional na re-

giao.” [22]

Devido a sua complexidade matematica, vamos apenas transmitir o significado fisico
da equacao de Einstein sem apresentar a sua deducao.

Observe pela Eq. (C.34) que a gravitagdo Newtoniana surge da relatividade geral com
uma deformacao no espago-tempo cujo valor depende do potencial gravitacional, direta-
mente proporcional a massa. A equacao de Einstein relaciona a curvatura do espago-tempo
com sua fonte (massa) em um conjunto de dez equagoes diferenciais de segunda ordem
nao lineares e nao independentes, o que torna sua solu¢do muito complicada [1]. Dessa
forma, qualquer fonte pode provocar uma deformacao na componente espacial da métrica
representada por uma funcao f(®), originando um elemento de linha em coordenadas

esféricas com a forma da Eq. (C.36):
2 29\ 5 9 2 2792 2 2072
ds® = —(1+ — )c7dt” + f(®)(dr® + r°df* + r°sen“0d¢”). (C.36)
c

onde ® é o potencial gravitacional.

A equacao de Einstein pode ser resumida como:
G=——-—-T, (C.37)

onde G ¢ o tensor de curvatura, associado com a estrutura geométrica do espago-tempo.
Essa grandeza diz qual serd a métrica do espaco. T é o tensor de energia-momento, que

depende da distribuicao de matéria do universo.
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No limite Newtoniano, ou seja, para pequenas massas e velocidades muito menores que
a da luz, as equagoes da relatividade geral devem reproduzir a lei do inverso do quadrado

das distancias [1] (veja também a Eq. (C.34)).

C.4 Buracos Negros

Uma das ideias mais divulgadas sobre os buracos negros é de que eles sugam objetos para
seu interior sem chance de escape e nem mesmo a luz resiste a sua atragao gravitacional.
Na verdade, um buraco negro de massa M causa a mesma interagdo que uma estrela
de mesma massal®, porém sem emitir a luz que antes a estrela irradiava. Se o Sol de
alguma forma se tornasse um buraco negro, as érbitas dos planetas do sistema solar se
manteriam inalteradas, ou seja, o buraco negro nao passa de uma estrela apagada com
enorme densidade. Para descrever esses objetos vamos comecgar apresentando a métrica
externa de uma distribuicado de massa esférica de valor M e raio R. Ela é descrita pela
métrica vista na Eq. (C.30). Ela veio da resolucdo das equagoes de Einstein em 1916
realizada pelo fisico alemao Karl Schwarzschild [23]. Com 6tima aproximacao, o Sol
pode ser usado para verificar experimentalmente essa métrica [1]. Em um sistema de
coordenadas esféricas, o elemento de linha da geometria de Schwarzschild a uma distancia

r do centro da estrela é dada por:

2G M 2G M\ 1
d,92:—(1— G )dt2+<1— G ) dr® 42 (d6? + sen0dg?) (C.38)

c2r c2r

Observe que se (QGTM < 1), podemos usar a aproximagao de Bernoulli e escrever a métrica

CO1mo:

2GM

cr

d32:—(1— )dt2+(1+2GM

c2r

) dr® +r® (d92 + sen29d¢2) : (C.39)

A Eq.(C.39) corresponde & forma exata para campos fracos e estaticos com o potencial

gravitacional Newtoniano ¢ dado por:
GM

r

O =—

(C.40)

13 Aqui estamos usando a aproximacdo para um buraco negro e uma estrela esféricos e sem rotacio
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Isto nos leva a verificar que de fato o valor M corresponde a massa, sendo ela a fonte
da curvatura do espaco. E também que a métrica de Schwarzschild descreve um buraco
negro estatico de massa M.

Nao mostraremos aqui, mas essa métrica pode ser usada para calcular diversos feno-
menos como o desvio para o vermelho gravitacional, a precessao do periélio de Mercurio
e a deflexdo da luz para campos gravitacionais simetricamente esféricos. Para um leitor
interessado, sugere-se o Capitulo 15 da referéncia [§].

Voltando aos buracos negros, eles podem ser originados pela morte de uma estrela'4.
Se a estrela tiver massa suficiente, havera um momento de desequilibrio entre a forga
gravitacional e as forcas de pressao da matéria dentro da estrela. Ha, portanto, um
colapso gravitacional com a criagdo de um buraco negro [1].

E comum nos livros de relatividade o uso de unidades onde G =1 e ¢ = 1. Estas sdo
chamadas de unidades geometrizadas. Nelas as equagoes da TRG tornam-se mais simples.

A métrica de Schwarzschild, dada pela Eq. (C.38) pode ser simplificada como:

oM 2MN\ !
ds? — (1 _ ) di? + <1 _ > dr? 412 (A6 + sen®6ds?) (C.41)
T T

Note que nessas unidades M tem dimensao de comprimento.

Observe que a métrica possui dois pontos de singularidade!® » = 0 e » = 2M. No caso
de r = 2M é possivel eliminar a singularidade por meio de uma transformacao adequada
de coordenadas [8]. Essa regido é chamada de horizonte de eventos e a distancia r é
chamada de raio de Schwarzschild r,. Para examinarmos essa superficie, é possivel repetir
o procedimento da Secdo 3.2.1 para obtermos a seguinte estrutura de cones de luz nas
proximidades de um horizonte de eventos, conforme mostra a Fig. C.20. Note que o cone
de luz tangencia a superficie rs = 2M e o interior do cone de luz futuro nao permite
mais que um observador saia desta superficie dai o nome horizonte de eventos. De outro

modo, tudo aquilo que cai dentro do horizonte de eventos é sugado e nem a luz pode

Morte aqui significa o fim do ciclo de fusdo nuclear no interior de uma estrela.
5Pontos no sistema de coordenadas em que a métrica nio é definida, ela diverge indo para infinito.
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escapar desta interacao gravitacional. Em um paralelo com a gravitacao Newtoniana, o
horizonte de eventos seria a regiao do espaco cuja velocidade de espace ¢ igual a da luz,
cerca de 300.000 km/s. J4 para r = 0 nao é possivel eliminar a singularidade e ainda nao
conhecemos a fisica no interior dos buracos negros, mas devido ao horizonte de eventos,

estamos isolados do que ocorre no interior.

A
bassad futuro
N t

Is

»
L

Figura C.20: Cones de luz na vizinhanga do raio de Schwarzchild. Dentro do buraco negro,
ou seja, para r < rg, todas as linhas de mundo de particulas apontam para dentro dele e
permanecem confinadas. A fonteira r = r¢ representa o horizonte de eventos. Na regiao
externa r > ry, o campo gravitacional do buraco negro continua atuando normalmente.
Fonte: adaptado de [16].

Curiosamente este é mesmo raio (rs = 2M) calculado por Michell e Laplace como
sendo o raio de uma estrela de massa M de modo que nem a luz consiga escapar da

atragdo do seu campo gravitacional [24].
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C.5 Velocidade de Dobra Espacial

Viajar com velocidade superior a da luz é um tema muito difundido em ficcao cientifica.
O artigo do fisico mexicano Miguel Alcubierre de 1994 traz a abordagem matematica que
poderia tornar esse sonho realidade. Vamos analisar qual deveria ser a métrica espago-
temporal para obtermos a chamada velocidade de dobra espaciall®.

Consideremos o seguinte elemento de linha:
ds? = —dt® + [dx — V,(t) f(re)dt]” + dy? + d2° (C.42)

onde V,(t) = dx.(t)/dt é a velocidade associada com a curva, x.(t) é a posicdo da nave
em um instante ¢t e r, = [(a: — z (1)) + % + 22} representa uma distancia ao redor da
nave. A fungao f(r.) é qualquer funcao positiva suave que satisfaz a condi¢ao f(0) =1 e
diminui quando se afasta da origem até chegar a zero para r, > R para algum R. E como
se formasse uma bolha, de raio R, ao redor da nave, onde o espago-tempo seria distorcido.
Observe que a geometria do espago-tempo ¢é plana quando a fungao f(r.) = 0, mas curva
quando nao é. A figura C.21 mostra o diagrama espago-tempo para essa métrica.

Os cones de luz desse espago-tempo curvo podem ser determinados pela Eq.(3.16b)

que resultara em:

ds? = —dt® + [dx — V.(t) f(ro)dt]* = 0, (C.43)
ou, equivalentemente:
il; = 14+ Vi(t)f(ro). (C.44)

O sinal £ corresponde as duas possiveis direcoes em que um raio de luz pode emergir
a partir de um ponto. Deste resultado, vemos a possibilidade de ter fl—f > 1, entretanto a
linha de mundo da espagonave encontra-se dentro do cone de luz. Observe pela Fig. 3.16
que dentro da regiao da bolha onde o espago ¢ curvo, os cones de luz estao inclinados

em relacdo aos usuais 45°. Outra caracteristica surge se considerarmos duas estacoes

Do inglés warp-drive.
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Figura C.21: Cones de luz num espago-tempo com velocidade de dobra. Uma nave es-
pacial viajando entre duas estagOes espaciais seguindo a linha de mundo na figura da
esquerda estaria as vezes se movendo com velocidade superior a da luz se o espago fosse
de Minkowski. Mas usando a métrica da Eq. (3.31), hd uma bolha de curvatura espa-
¢otemporal circundando a nave. No destaque da direita, os cones de luz de futuro estao
entortados como descritos pela Eq. 3.33. Mas em cada ponto, a linha de mundo da nave
pertence ao interior do cone, ou seja, localmente a sua velocidade é sempre inferior a da
luz. Contudo para um observador no espago de Minkowski, fora da bolha, desconhecedor
dessa curvatura, a nave teria viajado entre as duas estagoes em um tempo 7" menor do
que a luz viajaria essa distancia D. Fonte: Disponivel de [1].

espaciais estacionarias A e B e uma nave se deslocando entre esses pontos num tempo
T < D. Para os observadores nas estacoes, onde o espago-tempo é plano, a nave se
deslocou com velocidade aparentemente maior que a da luz conforme a Eq. (3.33). No
entanto, o espaco-tempo é curvo, e a linha de mundo da nave é sempre interior aos cones
de luz, que estao desviados. Ou seja, a nave estd sempre com velocidade menor que a da

luz no seu referencial [1].

“Poderia entdo uma civilizacao avangada construir uma espaconave que Cri-
aria um espago-tempo curvo como descrito pela métrica da Eq. (C.42)? [...]
ele [espago-tempo de Alcubierre] requer matéria ou campos com densidade de

energia negativa. Todos os campos cldssicos [...] possuem densidade de ener-
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gia positiva. A mecanica qudantica permite densidade de energia negativa, mas

a fisica estd longe de entender se ela pode ser aproveitada dessa forma.” [1]



133

Apéndice D

Roteiro das aulas



UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
Instituto de Fisica

Programa de Pos-Graduacgdo em Ensino de Fisica
Mestrado Profissional em Ensino de Fisica

Roteiro das aulas

(Material de apoio para professores)

Edward Cespedes Carageorge

Material instrucional associado a dissertacao de mestrado
de Edward Cespedes Carageorge, apresentada ao Pro-
grama de Pés-Graduagio em Ensino de Fisica da Uni-’
versidade Federal do Rio de Janeiro

Rio de Janeiro

Marcgo de 2020



135

Este material foi escrito para os professores que desejarem usar a nossa sequéncia dida-

tica para ensinar TRG no ensino médio e nos primeiros anos de graduacao. Recomenda-se

que o professor leia antes o Apéndice C: Textos de apoio para professores e alunos.

Como ja usamos este material em trés turmas em aulas extras aos sabados, apresen-

tamos o esquema abaixo com os tépicos abordados, as atividades desenvolvidas em cada

aula e os pré-requisitos necessarios para o seu desenvolvimento.

2 bi . Pré-
Aula Topicos abordados Atividades .. Tempo
requisitos
Geometria esférica. Atividade 1. . ..
. . MNogtes basicas de
o1 Geodésica. Atividade 2. i 150 min
Modelos de setores. Atividade 3. geor.m.a ria
o Euclidiana.
Buracos negros. Atividade 4.
Principio de equivaléncia. Atividade 5. Forcas inerciais.
02 Desvio para o vermelho gravitacional. Atividade 6. Equagdes do MUV. | 150 min
Deflexio da luz. Atividade 7. Efeito Doppler.
Relatividade restrita. Atividade 8. NocBes basicas d
ocoes basicas de
Sistema de coordenadas. Atividade 9. cinimética oscalar
03 Elemento de linha: invariante espaco-temporal. | Atividade 10. N .. " | 150 min
. . o Nogdes basicas de
Diagramas espago-temporais. Atividade 11. . ] ,
o calculo diferencial.
Cones de luz. Atividade 12.
Topicos relevantes. Atividade 13.
Desvio para o vermelho gravitacional. Atividade 14. NocBes basicas d
04 Buraco negra. Atividade 15. :DQDES .EIEICES ) € 150 min
. calculo diferencial.
Imagem de um buraco negro. Atividade 16.
Velocidade de dobra espacial. Atividade 17.

Figura D.1: Sugestao para a divisao das aulas da sequéncia didatica.
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D.1 Aula 01

Essa aula sera dividida em 4 atividades, cada uma com um objetivo especifico de aprendi-
zagem: reconhecer algumas propriedades da geometria nao-Euclidiana (esférica, no nosso
caso); entender a geodésica como o menor caminho entre dois pontos; representar a geo-
désica na geometria esférica usando os modelos de setores; descrever a trajetoria da luz

nas proximidades de um buraco negro usando os modelos de setores.

Atividade 01

Para motivar os alunos com uma geometria ndo convencional, usaremos um expe-
rimento para diferenciar dois tipos de curvaturas: Euclidiana (plana) e Riemanniana
(esférica). A tltima serd muito importante na descricao da relatividade geral.

Tempo previsto para a atividade: 35 min

Materiais

Lapis

e Papel A4

o Tiras de papel

o Fita crepe

o Régua

e Transferidor

» Bexiga ou bola

Procedimento
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Peca aos alunos que desenhem triangulos quaisquer em uma folha de papel usando
lapis e régua, como na Fig. D.2. Em seguida, usando um transferidor, peca que eles
mecam os angulos internos de cada triangulo, some-os e anote o resultado ao lado d cada

figura.

Figura D.2: Triangulos desenhados em um pedaco de papel representando um universo
plano.

Repita o experimento na superficie esférica. Para isso, os alunos usarao trés tiras
de papel e as fixardao com fita crepe na superficie de uma bola, como exemplificado Fig.
D.3. Em seguida, removerao cuidadosamente o triangulo da esfera, mantendo a fita crepe
unindo os lados das tiras de papel. Agora, eles esticarao cada vértice sobre a superficie

de uma mesa, medirao cada angulo interno e realizarao a sua soma.

Perguntas
1. No primeiro experimento, quanto deu a soma dos angulos internos do triangulo?

2. Esse valor coincidiu com o esperado?
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de um balao esférico. Removendo cuidadosamente o tridngulo e medindo seus angulos
internos confirmard que a soma sera maior que 180°.

3. No segundo experimento, quanto deu a soma dos angulos internos do tridngulo? E

maior, menor ou igual ao primeiro?
4. Esse valor coincidiu com o esperado?

5. Como esse experimento poderia ser usado para demonstrar que a Terra é curva e

nao plana??
6. Existe alguma relagdo dos tridngulos com a gravidade?

Respostas e Discussoes

Os alunos devem ser capazes de reconhecer o resultado do primeiro experimento como
esperado, pois a soma dos angulos internos de um triangulo vale 180°. Durante a realiza-
¢ao da medida no segundo experimento, deve-se ter uma expectativa de um valor maior
que 180°, pois os lados precisam ser esticados para fazer-se a medida. Aqui ja pode ser
introduzida a ideia de planificacdo de mapas e suas imperfei¢oes, pois é impossivel fazer
uma projecao perfeita de uma curva sobre um plano. A curvatura da Terra poderia ser

determinada reproduzindo-se um experimento feito por Gauss em fazer um tridngulo bem
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grande sobre a superficie da Terra e medindo seus angulos. Se a soma for diferente de
180°, entao a Terra ¢ curva. E a principio nao ha uma relagdo com a gravidade, mas

trata-se de uma observagao geométrica.

Enigma

Para complementar essas ideias sobre curvatura, apresente o seguinte enigma aos alu-
nos: Um urso anda 1 km para o Sul, em sequida 1 km para o Leste e entdo 1 km para o
Norte, retornando ao ponto em que comegou a se mover. Qual € a cor do urso?

A resposta pode ser dada na aula seguinte, a fim de que eles pensem na curvatura. E
pode-se tracar o caminho em um globo de borracha, ou na prépria bola que foi usada no
experimento anterior. Do polo norte, desenhamos um caminho para o sul. De 14, iremos
para o leste, nos movendo ao longo de uma linha de latitude. Finalmente viajamos para o
norte, e acabamos exatamente no polo norte, mesmo ponto de partida. A rota percorrida
parecera um triangulo, como visto na Fig. D.4 e podemos dizer que o urso é branco, visto

que é um urso polar.

Polo Norte

Figura D.4: Trajetéria completa do urso até retornar ao ponto inicial. O urso parte do
polo norte e segue a trajetoria representada pelas setas azuis.
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Atividade 02

A atividade 2 servira para definirmos geometricamente a geodésica, uma dos principais
conceitos da relatividade geral.

Tempo previsto para a atividade: 35 min

Duas particulas se movendo
Comece apresentando duas particulas se movendo como a trajetéria da figura abaixo.

Observe que as particulas se afastam e depois se aproximam.

@0
® o
¢ o
g o
® O
e O
e0

Em seguida, promova o debate sobre “Qual a interacao que vocé acha existir entre
elas? Uma forca de atracao? Repulsao? FExiste alguma forca com essa propriedade?”
Nao ha nenhuma forca que aproxime os corpos e depois afaste, entao essa possibilidade

pode ser descartada por enquanto.

Mudanca de geometria

Apresente novamente o movimento das particulas, mas agora com o globo terrestre
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representado como na figura abaixo e pergunte se ha uma maneira mais facil de descrever
a trajetéria dessas particulas sem usar forca. Apds algumas ideias, encaminhe os alunos
para a mudanca da geometria. Pois essas particulas se movem em linhas retas paralelas
entre si sobre a superficie da esfera. Assim, o faremos com a gravidade. No lugar de usar
uma forga para descrever o movimento, usaremos uma mudanca da geometria que seja

equivalente aos efeitos gravitacionais.

Geodésica

Agora defina a geodésica. Ela é o menor caminho possivel entre dois pontos em uma
superficie, que na geometria Euclidiana é simplesmente uma linha reta. Esse sera o per-
curso de particulas livres e dos raios de luz. Lembrando da 6ptica geométrica, é chamado
de principio de Fermat. Volte no mapa e veja quais sao os menores percursos do polo

norte ao sul: qualquer linha de meridiano.

Mapas
Em muitas situagoes é necessario estudar a geometria de outras superficies. Para
planejar uma grande viagem de avidao ou barco, por exemplo, é preciso compreender a

geometria de uma superficie esférica. Olhe para o mapa e localize dois lugares em uma
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mesma latitude. Pergunte aos alunos para onde um aviao deveria seguir viagem para per-
correr o menor caminho entre as duas cidades? Talvez eles ainda insistam na linha reta,
0 que nao é uma resposta ruim. Mas quando desenha-se essa reta no globo, verificamos
que o aviao nao voa diretamente para oeste, ele deve voar para noroeste, virando para
oeste e finalmente para sudeste como pode ser visto na imagem abaixo. Essas linhas sao
chamadas de grandes circulos, pois se prolongadas, elas fecham uma circunferéncia cujo
centro coincide com o da esfera. Esses grandes circulos sao as linhas retas da geometria

esférica.
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Atividade 03

A atividade 3 sera usada para construirmos as geodésicas usando os modelos de seto-
res.

Tempo previsto para a atividade: 40 min

Flatland - Um romance em muitos dimensoes

Comece com uma cita¢ao do livro: “Fu chamo o nosso mundo de Flatland/...]. Ima-
gine uma vasta folha de papel sobre a qual [...] figuras [...] se movem livremente, mas sem
o poder de elevar-se ou afundar-se abaixo dela, muito parecido com sombras.”. Veja se os
alunos conseguem entender que as figuras sdo personagens que habitam um folha bidi-
mensional. Os flatlanders se movem em duas dimensodes (frente-tras ou direita-esquerda),
a terceira dimensao (cima-baixo) ndo é apenas inacessivel para eles, mas estd além de
sua imaginacao. Quando estendemos o Flatland de Abbott para superficies curvas, os
flatlanders ainda se movem apenas sobre a superficie: para a frente ou para tras e para
a direita ou para a esquerda. Na falta do conceito de cima e para baixo, eles ndo podem
conceber uma superficie curvada a um espaco tridimensional. No entanto, eles sao capazes
de estudar a curvatura do seu mundo. Nos somos spacelanders, familiarizados com trés
dimensoes, mas incapazes de conceber um espaco dimensional superior, podemos exa-
minar a curvatura do nosso espaco tridimensional da mesma maneira que os flatlanders

examinam as superficies curvas no plano.

Material

Para comecar, acesse o site https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/
list _of sectormodels.html e baixe o modelo chamado Spherical Cap, que representara
a superficie de uma esfera. Corte o papel seguindo as instrucoes para destacar os setores.

Veja a figura abaixo para verificar a origem dos setores como cortes de pequenos pedagos


https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of_sectormodels.html
https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of_sectormodels.html
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de uma esfera.

Construcao da geodésica

Peca aos alunos para tragarem uma reta no setor inferior esquerdo. Como cada setor
é considerado pequeno em relagao ao tamanho da esfera que o deu origem, a geodésica é
essa linha reta. Chamamos isso de localidade: localmente a geodésica é uma reta, como
ocorre no espago Euclidiano. Basta unir os vértices dos setores adjacentes para continuar
o tragado dessa reta. Agora peca aos alunos para fazerem outra geodésica, que se inicia
paralela a primeira. Antes deles terminarem o tragado, pergunte o que deve acontecer na
parte superior direita. A prova, qualquer que seja a intuicdo do aluno, serd mostrada pelo
seu desenho, como o da imagem abaixo: as paralelas convergem. A ideia central mais a
frente serd usar a geometria para descrever as interagdes gravitacionais.

Assim, conseguimos reproduzir a geodésica com uma figura facil de ser construida.

Vamos usar esse método para descrever a trajetoria da luz préxima a um buraco negro.
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Atividade 04

A atividade 4 sera usada para construirmos geodésicas proximas a um buraco negro e
discutirmos os conceitos basicos sobre esse objeto astronoémico.

Tempo previsto para a atividade: 40 min

Guia

Comece perguntando aos alunos o que é um buraco negro. Varias ideias equivocadas
devem surgir das respostas como eles sugarem objetos para seu interior sem chance de
escape e nem mesmo a luz resiste a sua atracdo gravitacional. Na verdade, um buraco
negro de massa M causa a mesma interacio que uma estrela de mesma massal, porém
sem emitir a luz que antes a estrela irradiava. Se o Sol de alguma forma se tornasse um
buraco negro, as érbitas dos planetas do sistema solar se manteriam inalteradas, ou seja,
o buraco negro nao passa de uma estrela apagada com enorme densidade. Devido a sua
massa, 0 espaco-tempo proximo a esse objeto astronémico nao é Euclidiano, portanto

vamos usar os modelos de setores para escrever a trajetoria da luz.

Material e Utilizagao

Para comecar, acesse o site https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/
list_of_sectormodels.html e baixe o modelo chamado Fquatorial Plane of a Black
Hole, que representara um plano equatorial de um buraco negro. Corte o papel seguindo
as instrugdes para destacar os setores. Veja a figura a seguir para verificar como os seto-
res devem ser dispostos para desenhar a geodésica. Localmente as linhas sdo retas e sao
desenhadas pela uniao dos vértices dos setores adjacentes. Quando eles sao colocados de

volta na posicao original, ilustram a trajetéria que viriamos da luz.

Debate final

L Aqui estamos usando a aproximacio para um buraco negro e uma estrela esféricos e sem rotacio



https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of_sectormodels.html
https://www.spacetimetravel.org/list_of_sectormodels/list_of_sectormodels.html
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(a) (b)

Para encerrar a aula 01, promova uma breve discussao com os alunos sobre o que causa
essa deformagdo no espago. Seria a matéria? Pode ser energia? O que é deformado no
espaco, se nao ha um objeto fisico ali para sofrer essa alteragao. Além disso, nao é apenas
o espago alterado, mas o tempo. Esse conjunto é chamado de espago-tempo e aparece
tanto na relatividade especial quanto na geral. Nele, o tempo é uma dimensao como o
espaco e descrito em coordenadas cartesianas, por exemplo, ficaria (x,y,z2,t). A TRG
estudard os efeitos gravitacionais como geometria e predirda como as particulas e a luz se
movimentarao nesse espaco-tempo alterado. Nas palavras de John Archibald Wheller, o
conteudo fisico das equacoes de Einstein para descrever a gravidade é “O espaco-tempo

diz para a matéria como se mover; a matéria diz para o espaco-tempo como se curvar.”.



147

D.2 Awula 02

Nessa aula, iremos abordas os conceitos fisicos que juntos da geometria nao-Euclidiana

darao origem a TRG.
Atividade 05 - Principio da Equivaléncia

Tempo previsto para a atividade: 35 min

Definindo as massas

« Massa inercial (m;): é a medida do coeficiente de inércia do corpo, ou seja, da
sua resisténcia em ter seu estado de movimento alterado e corresponde ao termo
que aparece na 22 lei de Newton. A priori m; ndo possui nenhuma relacdo com

gravitacao.

« Massa gravitacional ativa (my(a)): é capaz de provocar forgas em outros corpos, ou

em termos modernos, ser fonte de campo gravitacional

9= d%mg (a)

« Massa gravitacional passiva (my(pa)): é a propriedade do corpo que o faz sofrer

acao da forca peso, também chamada de uma carga gravitacional
P =my(p)g

Debate com os alunos
Pegue uma folha de papel e um livro (ou qualquer outro objeto pesado) e os abandone

de uma mesma altura. O livro chegara primeiro ao solo. Pergunte aos alunos o porqué
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do papel chegar depois no chdo. Alguns podem dizer que é a resisténcia do ar, mas a
resposta mais imediata é dizer que o mais pesado cai antes do mais leve. Se esse for o
caso, amasse a folha de papel e repita o experimento. Dessa vez, ambos chegarao ao solo
ao mesmo tempo. Por qué? A massa do papel nao mudou, mas a sua resisténcia ao ar
sim. Entao pergunte aos alunos o que deve acontecer se vocé pudesse retirar todo ar da
sala e refazer o experimento com a folha aberta. Nesse momento, eles devem perceber
que ambos os corpos devem cair juntos. Assim, a aceleracao devido a acdo gravitacional,
nas vizinhancas da superficie da Terra, é a mesma para todos os corpos, independente de
suas massas, formas ou composicao e pode ser ilustrado por um video da BBC disponivel
no YouTube https://youtu.be/E43-CfukEgs?7t=169 em que uma pena e uma bola de
boliche sdo abandonados de uma mesma altura em uma cadmara de vacuo e elas caem
juntas no solo.

Em 1907, Einstein teve “a ideia mais feliz de sua vida”: para um observador em
queda livre nao ha gravidade nas suas proximidades. Assim se ele abandonar um corpo
qualquer, ele permanecera em repouso para esse observador. Essa propriedade por ser
melhor apresentada acompanhada de um video do professor Brian Greene disponivel em
https://www.youtube.com/watch?v=0jjFjC30-4A, em que ele abandona uma garrafa
furada em queda livre. Para a agua, é como se nao houvesse gravidade e, portanto, ela
para de vazar pelos orificios.

Essa propriedade surpreendente verificada pela mecanica classica é o fato das forcas
gravitacionais serem proporcionais a massa inercial, assim como as forcas de inércia. As-
sim, a gravidade nao apenas pode ser eliminada por um referencial em queda livre, mas
pode ser criada por uma aceleragao. A ideia central de Einstein foi tratar a forca gravi-

tacional como uma forca inercial.

Experimento de pensamento com uma nave espacial

Considere um astronauta confinado em um foguete sem janelas nem meios de contato


https://youtu.be/E43-CfukEgs?t=169
https://www.youtube.com/watch?v=0jjFjC30-4A
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com outras pessoas. Ele possui uma bola, um cronémetro e uma fita métrica para rea-
lizar alguns experimentos simples. Vamos considerar quatro situacoes descritas abaixo e

representadas pelas figuras abaixo:

o Situagao 1: o foguete é colocado no espaco em um local infinitamente distante de
quaisquer outros corpos. Os seus motores sao ligados, fazendo-o acelerar para cima
com aceleracao constante de médulo g. Quando o astronauta abandona a bola, ele

percebe que ela cai em direcao ao solo como aceleragao g.

o Situacao 2: os motores do foguete sao desligados, entao ele segue com velocidade
constante. Quando o astronauta abandona a bola, ela permanece parada em relagao

a ele.

« Situagao 3: o foguete ¢é trazido para superficie da Terra. Desprezando os efeitos de
rotacao, um corpo abandonado ira cair em dire¢ao ao solo da nave com aceleragao

constante de modulo g.

o Situacao 4: por ultimo, o foguete é abandonado caindo livremente sob acao do
campo gravitacional uniforme, préximo a superficie da Terra, em direcao ao centro
do planeta. Um corpo abandonado permanece em repouso em relacao ao astronauta

que também esta caindo junto da nave.

I 1
{ﬁi D)

#

Mg x_x.__-\_,\uc_,m,.r’.
Figura D.5: Situacao 1
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Figura D.6: Situacao 2
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Figura D.7: Situacao 3

Claramente, do ponto de vista do astronauta, as situagoes 1 e 3 sdo indistinguiveis.
Assim como 2 e 4. Portanto, a gravidade pode ser criada por aceleracdo. Vamos usar

essa propriedade para tracar argumentos que nos levem aos conceitos do espaco curvo.

Exercicio

Dois canhoes sdo posicionados conforme a figura abaixo e seus projéteis sao lancados
simultaneamente. Determine a velocidade vy para que os projéteis se interceptem.
Solugao

A ideia aqui é usar o principio de equivaléncia, mudando para um referencial em queda
livre.

Para ele, o movimento dos projetos serda um MRU e o problema pode ser facilmente

resolvido usando uma tnica lei dos senos.

500 200¢ vat

sin 105°  sin 45°  sin 30°°
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Figura D.8: Situacao
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~ 1,83 s.
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Atividade 6 - Desvio para o vermelho gravitacional

Exercicio
Considere a luz viajando de baixo para o topo de um foguete em constante aceleracao
de moédulo a, como na figura abaixo. Seja o referencial S no ponto A na parte inferior

da nave espacial e &’ no ponto B, na parte superior distante h. Qual é a razao entre as

frequéncias da luz emitida por um laser em A e detectada em B?

‘A

aceleragao
=

Solugao

Quando a luz sai do ponto A, consideremos o foguete com velocidade nula em relacao
a outro referencial (a Terra, por exemplo), e vamos chamar At de tempo para a luz viajar
para o ponto B. Supondo a velocidade da luz muito grande, podemos desprezar a variacao

da posicao do foguete até que ela chegue na parte superior (Ah < h), sendo assim:

h
At = —.
c

Nesse mesmo intervalo de tempo, o foguete acelerado tera uma velocidade igual a:
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Usando a equagao do efeito Doppler nao relativistico e supondo o médulo da velocidade

do foguete v < ¢, temos:

Assim, teremos:

h 2
c—ge c® —gh gh
r=r— = jf’zf( —2)'
c c c
Identificando o potencial gravitacional & = gh préximo a superficie da Terra, temos que

o periodo T" medido por S’ em relacao ao periodo T de S vale?:

~1
T’:1:1:T<1—q>> =>T’%T<1+q)>.
f! ¥ (1 _ ;% ) c2 c2

Debate

Assim, 8§’ medird um periodo maior para o sinal, dessa forma teremos uma frequéncia
menor nesse referencial, por isso esse efeito é chamado de desvio para o vermelho gra-
vitacional (gravitational redshift). De outra maneira, podemos imaginar que esse sinal
emitido possa ser usado para quantificar o tempo, por exemplo, dois sinais consecutivos
sao emitidos em um segundo. Assim quando um receptor estd num potencial gravitacional
maior que o emissor, os sinais sao recebidos mais devagar do que sao emitidos. Ja quando
um receptor estda num potencial gravitacional menor que o emissor, os sinais sao recebidos
mais rapidamente do que sao emitidos. Concluimos assim que os relogios passam mais
devagar quando afetados pelo campo gravitacional mais intenso. Cabe ressaltar que isso

ja foi testado na década de 1960 com o experimento de Pound-Rebka.

2Usando a aproximacio de Bernoulli (1 +z)" ~ 1+ nx, x < 1.
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Atividade 7 - Deflexao da luz

Experimento de pensamento com o foguete

Considere um foguete em acelerado para cima, isolado de outras interagoes gravitaci-
onais, com uma fonte de luz F', emitindo um raio de luz na direcao horizontal. Pergunte
aos alunos qual serd a trajetoria para um observador dentro e outro fora do foguete? Para

o observador &', dentro do foguete, a luz viaja em linha reta e sai pelo orificio P.

\ A

Entretanto para um observador externo S, a luz viaja com velocidade horizontal cons-
tante e estd acelerada na vertical, descrevendo portanto um lancamento horizontal (pa-
rabola). Pelo principio de equivaléncia, o que podemos afirmar? Se o foguete estiver na
superficie da Terra, por exemplo, sob acdo de um campo gravitacional uniforme ¢, os
efeitos observados pelos observadores serao os mesmos. Portanto, ha deflexdo dos raios

luminosos num campo gravitacional.

T

A £

i Y

/ / \ \ superficie do planeta

A existéncia da deflexdao da luz exigida pela teoria foi comprovada fotograficamente

durante o eclipse solar em maio de 1919 por duas expedigoes organizadas pela Royal As-
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tronomical Society, uma delas a Africa e outra ao Brasil, sob a dire¢do dos astrénomos

Eddington e Crommelin.

Exercicio 1
Considere o trajeto de um raio luminoso sob a¢do do campo gravitacional terrestre na
superficie ¢ = 10 m/s” . Apds percorrer 1 km, qual serd o seu desvio vertical devido a

acio gravitacional? Considere a velocidade da luz como ¢ = 3 - 10® m/s.

Solugao 1

Nesse método para calcular a deflexdo da luz, assumimos, baseado na 6ptica Newto-
niana, que a luz é um corpusculo que sofre agao gravitacional como qualquer outro corpo,
independente da sua massa. Apesar de sabermos que essa abordagem esté incorreta, ela
servira para ilustrarmos as ideias iniciais sobre a deflexao da luz e depois ficara clara como
ela se relacionarda com a TRG. Essa aceleracao gravitacional fard com que a luz adquira
velocidade vertical devido a atracao gravitacional. Portanto ha uma deflexdo no percurso
desse raio luminoso, que pode ser calculado pela usando as equacoes cinematicas do MRU
e MRUV.

Célculo do tempo de viagem da luz pelo percurso horizontal:

d 1-10°
A = — =
! c 3-108

~0,3-107°s.

Célculo da altura percorrida no langamento obliquo sob acao do campo gravitacional:

_gt* 10-(0,3-107%)°

h 2 2

~0,3-107" m.

Observe que o desvio é muito pequeno, menor que um atomo de hidrogénio, portanto

muito dificil de ser detectado para um percurso pequeno da luz.

Exercicio 2
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Aplicando um raciocinio analogo ao da questao anterior, calcule o d&ngulo de deflexao
gravitacional de um raio luminoso que, propagando-se no vacuo, tangencia um corpo
esfericamente simétrico de raio R e massa M, percorrendo uma distancia muito maior que
que R. Estime o resultado para o desvio préximo ao Sol.

Dados do Sol: massa: 2-10% kg e raio: 7- 105 km
Solucao 2

A deflexao ¢ no percurso desse raio luminoso, pode ser calculada pela razao entre a ve-
locidade vertical adquirida pela interacao gravitacional e a velocidade da luz na horizontal

assim:

v
tan ¢ = 2.
c
Usando a aceleracao gravitacional, temos:
GM
a= :
r2

onde r é a distancia do corptsculo luz até o centro do Sol.
Somente a componente vertical sera levada em consideragdo, pois na horizontal o

ganho de velocidade serd desprezado e a luz continuard com velocidade constante ¢

_dv, _[*GM N = [~ GMR J _2GM
ay—ﬁjvy—/o CTQCOS<)y_/0 ¢ (R2 + ¢2)%? YT TR

Substituindo os dados no SI para um raio que tangencia o Sol G = 6,7 - 107}, M =
2,0-10%°, R=7,0-10% e c = 3,0 - 10%, temos:

Uy
tan — = tan 5
c c

M
= tan ¢ = 0,87".

Debate final

Esse resultado é metade do valor previsto pela TRG, comprovada pelo Eclipse de 1919.
Vocé saberia dizer onde estd o erro na abordagem Newtoniana? A curvatura do espaco
deve ser trazida a tona, pois usamos a geometria Euclidiana. Aqui comegamos a conectar

os efeitos geométricos aos gravitacionais.
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D.3 Aula 03

Nessa aula, vamos fornecer as ferramentas matematicas para uma melhor compreensao

da TRG. .

Atividade 9 - Teoria da Relatividade Restrita

Recomenda-se ao professor a leitura do Apéndice A deste trabalho.

Vamos novamente usar um experimento de pensamento e a constancia da velocidade
da luz para demonstrar um dos resultados mais surpreendentes da fisica moderna: a di-
latacao temporal. Caso os alunos ja tenham estudado esse topico, pode-se passar para a
Atividade 10.

Tempo previsto para a atividade: 35 min

Postulados da Relatividade Restrita

Postulado 1: Todas as leis da fisica sao as mesmas em todos os sistemas de referéncia
inercial, ou seja, nao existe referencial preferencial. Esse postulado é uma extensao dos
principios da mecanica Newtoniana: nao existe um experimento que consiga distinguir
um referencial parado de outro andando com velocidade constante.

Postulado 2: A velocidade da luz no vacuo é a mesma todos os referenciais. Esse
principio pode ser entendido como uma extensao do Postulado 1, pois a velocidade da
luz (¢) pode ser derivada das equagoes do eletromagnetismo de Maxwell, que é uma lei

da fisica.

Reldgio de luz
Imagine um trem que viaja com velocidade horizontal constante de médulo v. Dentro

dele, existe um relogio de luz, composto por uma fonte no chao do trem e um espelho
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plano no teto a uma distancia h. O nosso sequndo serd o tempo que o raio de luz leva

para sair da fonte, ser refletido pelo espelho e retornar para um detector no chéao.

S' Trajetoria da luz vista por S+ e S2
esplelho _V': espelho
¢ 2_p
[
| v
'h —>
|
PQ P viAty _L vilts Y Qe
— -
2 2
| va2Ats valtz —_—
2 2

Para um observador solidario ao trem, a luz apenas sobe desce fazendo um percurso

igual a 2h na velocidade da luz ¢, portanto o sequndo para ele sera:

ar =2
C

Para o observador em repouso fora do trem, a luz fara um percurso inclinado, mas
ainda com velocidade c. Dessa forma, o sequndo deve ser calculado usando o teorema de

Pitagoras:

cA\? (At 2h At
(2] (5) mrae 1= (2)

v

Observe que At > At', entdo os referenciais medem intervalos de tempo diferentes

entre os dois eventos.
Intervalo espacgo-temporal
Se calcularmos o tempo para dois referencias que veem o trem se deslocar com veloci-

dades de modulo vy e v9, podemos expressar através do Teorema de Pitagoras a medida
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da altura h do vagao para os referenciais Sy e Ss

CAtl 2 ’UlAtl 2 . CAtQ 2 U2At2 2 h2 N
2 2 S\ 2 2
(CAtl)Q — (UlAt1>2 (CAtQ)Q — (UQAt2)2 = 4]’L2
Finalmente, podemos escrever que Az vAt e expressar o invariante espagotemporal
COImo.

(cAt1)2 — (Ax1)2 = (cAt2)2 — (Ax2)2

Observe que esse valor é constante, também chamado de elemento de linha e inde-

pendente do referencial. Ele sera utilizado para calcularmos as geodésicas nas diferentes
geometrias.
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Atividade 10 - Geometria nao Euclidiana

Recomenda-se ao professor a leitura do Apéndice C deste trabalho.

Tempo previsto para a atividade: 25 min

Vamos agora descrever como rotular os pontos em duas diferentes coordenadas e como
calcular a distancia entre dois pontos usando o teorema de Pitagoras. Pergunte aos alunos
o que acontece com a distancia caso os eixos sejam rotacionados. Eles devem perceber

que a distancia permanece invariada por essa transformacao.

O mesmo principio vale se estivermos sobre uma superficie esférica, em vez de plana.
Considere uma esfera em coordenadas (, ¢) conforme. O seu elemento de linha espacial

dS?, com r = R constante, serd dado por:
dS? = R*(d6? + sen®0d?).

Vamos agora calcular a razao entre o perimetro da circunferéncia de raio r pelo seu raio
nessa geometria esférica. Colocando o centro da circunferéncia no polo norte da esfera, O

perimetro C' sera a integral de d.S em torno do circulo de 6 constante, ou seja, 6 = O.
2w
C = j{dS = / Rsen®d¢ = 27 Rsen®.
0
Ja o raio r é a integral ao longo de qualquer curva onde ¢ é constante, portanto vale:

r:/dS:/()eRd¢:R@:>®:;.



Logo,

lr‘
=9 -
C 7 Rsen (R)

Quando r < R, recuperamos a relacao classica da geometria

C = lim 27 Rsen (1) =2rR (£> = 27r

7
E—)O

R R

d6, ¢+ dg)

Equador
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Atividade 11 - Coordenadas espago-temporais

Tempo previsto para a atividade: 25 min

Observe o invariante espaco-temporal obtido pela TRR: ds® = — (cdt)* + da?. Com
uma mudanca de referencial, esse valor permanece o mesmo. Portanto ele serd nossa
distancia invariada pela rotacao da geometria. Porém, observe que o tempo faz parte da
rotulacao dos pontos.

Se generalizarmos o termo para trés dimensoes espaciais e uma temporal, teremos:
Cartesianas: ds? = — (cdt)” + da? + dy? + d2?

Esféricas: ds> = — (cdt)” + dr? + r2d6? + r?sen0d¢?

A mudanca da componente temporal ja foi observada no desvio para o vermelho gra-

vitacional com alteracdo do tempo pelo potencial gravitacional. Aplicando esse resultado

na componente temporal, temos a mudanca dessa geometria por acao da gravidade:
29
ds® = — (1 + 2) dt* + do* + dy* + d2?,
c

onde ¢ = —GT—]QW é o potencial gravitacional. Nota-se que no resultado da deflexao da luz
utilizando o modelo Newtoniano nao ha nenhuma previsao na alteragao na componente
espacial, mas ha na temporal.

Contudo na TRG, existe uma alteragdo também na componente espacial provocada

pelas massas. Um exemplo é o campo gravitacional produzido por uma distribuicao

esférica de matéria, chamada métrica de Schwarzschild, com a seguinte forma:

20 20
d82 = — (1 + 2) dt2 + <1 — 2) (de + dy2 + d22) .
C C

Observe que a componente espacial também é modificada pelo potencial gravitacional.

Por enquanto apenas demos o resultado sem nenhuma justificativa.
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Atividade 12 - Diagramas espaco-temporais

Tempo previsto para a atividade: 15 min

Para conseguirmos expressar os eventos usando a geometria, vamos descrever um sis-
tema quadridimensional (¢,z,vy,2), que serd representado por um diagrama de espago-

tempo. Os eventos serao representados por um ponto P dizendo onde zp e quando tp ele

ocorreu.

o

o ——— ===

-

o-—-—-—-—-—---9

5

Uma particula descrevera sua trajetéria espago-temporal por uma linha de mundo.
Pergunte aos alunos o que significa a inclinacao da reta tangente a cada linha de mundo.

Assim como na cinematica tradicional, a inclinacdo da reta nos fornecera o valor da

velocidade.

L

A linha de mundo A representa uma particula em repouso.
A linha de mundo B representa uma particula em movimento uniforme.
A linha de mundo C representa uma particula em movimento oscilatério.
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Atividade 13 - Cones de Luz

Tempo previsto para a atividade: 35 min

O elemento de linha, (ds?), pode assumir trés tipos de valores: positivo, negativo ou

nulo, representados por:

ds*> >0 tipo tempo,
ds®> =0 tipo nulo,

ds® < 0 tipo espaco.

A constancia da velocidade da luz é o fator mais importante sobre o espago-tempo na
teoria da relatividade restrita. Observe que o valor de ds? é nulo quando o objeto se move

com velocidade v = ¢:
ds® = —cPdt* + da® = —Pdt* + (vdt?)* = —c*dt* + (cdt)® = ds® = 0.

Esta propriedade pode ser expressa geometricamente nos diagramas espaco tempo com
linhas inclinadas de 45°. Ja se colocarmos com duas dimensoes espaciais xy, teremos os
cones de luz.

Se vocé estiver no ponto presente, os eventos no interior do cone futuro representam
todos os eventos que vocé consegue alcancar com um sinal fisico, ou seja, viajando até
eles em linhas do tipo tempo ou tipo nulo. Para esse mesmo ponto inicial, o cone do
passado contém todos os eventos que podem chegar ao presente, ou seja, ele contém
todos os eventos que podem afetar o presente. A regiao fora do cone nao tem uma relacao
de causalidade com o presente, pois nao pode fisicamente alcanca-lo.

Para termos o cone de luz, nao precisamos que a luz esteja presente. Os cones mapeiam
as trajetorias que a luz teria se partisse do presente. Para linhas do tipo tempo, o objeto

se move com velocidade menor que a da luz, ou seja, possuem linhas de mundo com
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espaco X

inclinagao menor que 45° e sempre interior ao cone. Essas linhas representam trajetéria
de um objeto real, pois sua velocidade é sempre menor que a da luz. Para linhas do tipo
espaco, o objeto teria que viajar com velocidade superior a da luz, o que é impossivel

frente a relatividade restrita.
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D.4 Aula 04

Atividade 13 - Tépicos Relevantes

Cabe aqui formalizarmos alguns conceitos dos quais j& comentamos brevemente nas
aulas anteriores e apresentar novas formulacoes para fecharmos nessa tultima aula acerca

de TRG.

Tempo previsto para a atividade: 30 min

Geodésica: O principio para determinarmos o movimento de uma particula livre num
espago-tempo curvo é o Principio Variacional, cujo enunciado pode ser descrito como “a
trajetoria seguida por uma particula livre entre dois pontos do tipo tempo extremiza o
tempo proprio entre eles”. Essa extremizacao dard origem ao menor caminho entre dois
pontos, denominado geodésica. Pergunte aos alunos qual é o menor caminho entre dois
pontos no espaco Euclidiano. Claramente é uma linha reta. E na geometria esférica, um

arco de grande circulo como ja apresentamos na Aula 01.

Principio da Correspondéncia: Qualquer nova teoria tem que ser consistente
com as teorias anteriores dentro do seu limite de validade. Assim a relatividade geral
deve levar a relatividade restrita na auséncia de gravidade, quando G tende a 0 e a gra-
vitagdo newtoniana em campos gravitacionais fracos e com velocidades pequenas quando
comparadas a da luz, ou seja, quando ¢ tende para infinito. Para ambas as condic¢oes
satisfeitas, a mecanica classica deve prevalecer.

Quando levamos essa métrica ds? = — (1 + 26—3)) (cdt)2 + da? + dy? + dz? para o limite
da mecanica classica, nao derivamos a lei da gravitagao Newtoniana. No entanto, quando
aplicamos um termo modificando a componente espacial, a lei do inverso do quadrado
da distancia é obtida. Assim, mesmo que nao apresentemos os resultados matematicos,

vemos que tem que existir uma deformacao também no espaco causada pelo potencial
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gravitacional ®, cuja origem é na massa.

Equacgao de Einstein: A equacao de Einstein governa a geometria do espago-tempo
curvo, sendo a equagao bésica da relatividade geral [...] Ela é o equivalente das equagoes
de Maxwell para o eletromagnetismo. Ela relaciona a curvatura do espago-tempo com
sua fonte (s6 falamos de massa nesse trabalho, mas também pode ser a energia) em um
conjunto de dez equagoes diferenciais de segunda ordem nao lineares e nao independentes,

o que torna sua solu¢cao muito complicada.

onde G ¢é o tensor de curvatura, associado com a estrutura geométrica do espago-tempo.
Essa grandeza diz qual serd a métrica do espaco. T é o tensor de energia-momento, que

depende da distribui¢do de matéria do universo.
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Atividade 14 - Desvio para o vermelho gravitacional

Nos ja apresentamos a conta do desvio para o vermelho usando o efeito Doppler na
Aula 02. Agora vamos usar a métrica de Schwarzschild para mostrar que ela também
deriva o mesmo resultado.

Tempo previsto para a atividade: 30 min

Consideremos sinais a propagarem-se no eixo x emitidos a partir de um ponto A em
x4 e recebidos em por um ponto B em xg. Note que, como em um espago-tempo curvo,
a linha de mundo do raio de luz nao serd mais uma reta com 45° de inclinagdo. As
linhas de mundo dos sinais emitidos terao a mesma forma pois a geometria nao depende
do tempo. A distancia temporal entre dois sinais consecutivos sera At, porém o tempo
proprio medido em x4 e zp serdo diferentes entre si, pois ds? = —c?dr?, onde dr é o
intervalo infinitesimal de tempo préoprio. Para A e B, temos que Az = Ay = Az =0 de

modo que o tempo préprio para a emissao usando a métrica de Schwarzschild sera:

AT = <1+ 2@(1,))1/2&% ( iC >> At.

2
Relacionando as emissdes nos pontos x4 e xg, teremos:

Ary (L") At (0 (os) D)
Arj (1+‘I’(”"A)At <1+ C2B A>:$

c? c?

Ary ~ (1 L Ss) <I>(:cA)> Ars.

Observe que recuperamos a equacao derivada pelo efeito Doppler.
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Atividade 15 - Buraco Negro

Tempo previsto para a atividade: 40 min

Aqui vamos debater com os alunos sobre como surgem os buracos negros. Eles surgem
pela morte de uma estrela (morte aqui significa o fim do ciclo de fusao nuclear no interior de
uma estrela). Se a estrela tiver massa suficiente, havera um momento de desequilibrio entre
a forga gravitacional e as forgas de pressao da matéria dentro da estrela. H4, portanto, um
colapso gravitacional com a criagdo de um buraco negro. Com isso, queremos acabar com
a ideia equivocada divulgada de que os buracos negros sao objetos que sugam tudo para o
seu interior. Para verificar se eles entenderam essa ideia, pergunte o que aconteceria com
a orbita da Terra e demais planetas do sistema solar se o Sol se transformasse subitamente
em um buraco negro. A resposta esperada é que nada aconteceria. A orbita é idéntica.
Ou seja, o buraco negro nao passa de uma estrela apagada de grande densidade.

E comum nos livros de relatividade o uso de unidades onde G =1 e ¢ = 1. Estas sdo
chamadas de unidades geometrizadas. Nelas as equagoes da TRG tornam-se mais simples.

A métrica de Schwarzschild pode ser simplificada como:

oM oM\t
ds — _ (1 _ ) a2 + (1 _ ) dr® 41 (A6 + sen®6ds?)

r r
Note que nessas unidades M tem dimensao de comprimento.

Observe que a métrica possui dois pontos de singularidade, pontos no sistema de
coordenadas em que a métrica nao é definida e diverge indo para infinito: » =0er = 2M.
No caso de r = 2M é possivel eliminar a singularidade por meio de uma transformagao
adequada de coordenadas. Essa regiao é chamada de horizonte de eventos e a distancia r
é chamada de raio de Schwarzschild . A estrutura de cones de luz nas proximidades de
um horizonte de eventos é mostrada na figura abaixo:

Note que o cone de luz tangencia a superficie r, = 2M e o interior do cone de luz

futuro ndo permite mais que um observador saia desta superficie dai o nome horizonte de
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eventos. De outro modo, tudo aquilo que cai dentro do horizonte de eventos é sugado e
nem a luz pode escapar desta interacao gravitacional. Em um paralelo com a gravitacao
Newtoniana, o horizonte de eventos seria a regiao do espacgo cuja velocidade de espace é
igual a da luz, cerca de 300.000 km/s. J& para r = 0 ndo é possivel eliminar a singu-
laridade e ainda nao conhecemos a fisica no interior dos buracos negros, mas devido ao

horizonte de eventos, estamos isolados do que ocorre no interior.

Calculo do raio do horizonte de eventos de um buraco negro: Curiosamente
este é mesmo raio (r; = 2M) calculado por Michell e Laplace como sendo o raio de uma
estrela de massa M de modo que nem a luz consiga escapar da atracao do seu campo

gravitacional. Vamos usar a equacgao da velocidade de escape e determinar esse raio:

2GM 2GM
=1, =—
Ty c

Vescape — C =
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Atividade 16 - Imagem do Buraco Negro

Nessa atividade, vamos mostrar as ideias que levaram a primeira imagem de um buraco
negro. Para isso, passe o video do Canal Veritasium: Como Entender a Imagem de um
Buraco Negro https://youtu.be/zUyH3XhpLTo. O video tem uma explicagao excelente
sobre a imagem e nao necessita muito da interrupcao do professor. Ele também pode ser
passado como atividade para casa.

Tempo previsto para a atividade: 20 min


https://youtu.be/zUyH3XhpLTo
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Atividade 17 - Velocidade de Dobra Espacial

Viajar com velocidade superior a da luz é um tema muito difundido em fic¢ao cienti-
fica. O artigo do fisico mexicano Miguel Alcubierre de 1994 traz a abordagem matematica
que poderia tornar esse sonho realidade. Vamos analisar qual deveria ser a métrica espa-
cotemporal para obtermos a chamada velocidade de dobra espacial.

Tempo previsto para a atividade: 30 min

A figura mostra o diagrama espaco-tempo para essa métrica.

Observe que dentro da regiao da bolha onde o espaco é curvo, os cones de luz estao
inclinados em relacdo aos usuais 45°. Outra caracteristica surge se considerarmos duas
estagOes espaciais estaciondrias A e B e uma nave se deslocando entre esses pontos num
tempo T" < D. Para os observadores nas estagoes, onde o espaco-tempo ¢é plano, a nave se
deslocou com velocidade aparentemente maior que a da luz. No entanto, o espago-tempo é
curvo, e a linha de mundo da nave é sempre interior aos cones de luz, que estao desviados.
Ou seja, a nave esta sempre com velocidade menor que a da luz no seu referencial.

“Poderia entao uma civilizacao avancada construir uma espaconave que criaria um
espago-tempo curvo como o da figura? [...] ele [espago-tempo de Alcubierre] requer matéria
ou campos com densidade de energia negativa. Todos os campos cldssicos [...] possuem
densidade de energia positiva. A mecanica quantica permite densidade de energia negativa,

mas a fisica estd longe de entender se ela pode ser aproveitada dessa forma.”
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Atividade Final - Questionario

Na tentativa de avaliar se os objetivos das aulas foi atingido, use um questiona-
rio online feito pela plataforma do GoogleForms, acesse pelo link https://forms.gle/
aRxHYY9LRSSDnhqr5. Ele deve ser passado para casa e deve levar de 15 a 25 min para os

alunos responderem todas as questoes.


https://forms.gle/aRxHYY9LRSSDnhqr5
https://forms.gle/aRxHYY9LRSSDnhqr5
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Apéndice E
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Neste material instrucional, vamos apresentar os slides utilizados nas quatro aulas.



Aula 01: Geometria nao
Euclidiana
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Atividade 01

* Lapis

* Papel A4

* Tiras de cartolina
* Fita crepe

* Régua

* Transferidor

* Bola de plastico grande, de
preferéncia

Atividade 01

Agora use as tiras de papel para fazer um
* Na folha de papel, desenhe um triangulo sobre a esfera. Prenda-as com o

tridngulo qualquer e meca os seus durex. Retire cuidadosamente as tiras da
angulos. superficie e mega os angulos desse novo
tridangulo

Atividade 01

* No primeiro experimento, quanto deu a soma dos angulos internos
do tridngulo?

* Esse valor coincidiu com o esperado?

* No segundo experimento, quanto deu a soma dos angulos internos
do tridngulo? E maior, menor ou igual ao primeiro?

* Esse valor coincidiu com o esperado?

* Como esse experimento poderia ser usado para demonstrar que a
Terra é curva e ndo plana??

* Existe alguma relagdo dos tridangulos com a gravidade?
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Enigma

* Um urso sai da sua casa e anda
1 km para o Sul, em sequida 1
km para o Leste e entdio 1 km
para o Norte, retornando ao
ponto em que comegou a se
mover. Qual é a cor do urso?

* A trajetdria do urso pode ser
representada pela figura.

Polo Norte

e

* Finalmente, podemos dizer que
0 urso é branco, visto que é um
urso polar.

Atividade 02 - Geodésica

* Duas particulas livres descrevem
trajetdérias como a do video ao
lado.

* As particulas se afastam e depois
se aproximam.

* Qual a interacdo que vocé acha
existir entre elas? Uma forga de
atracdo? Repulsdo?

Geodésica

* Existe uma maneira de descrever a
trajetoria dessas particulas sem usar
forga.

* Mudando a geometria na qual elas
estdo inseridas é mais facil descrever
a sua trajetéria.

* Assim, o faremos com a gravidade.
No lugar de usar uma forga para
descrever o movimento, usaremos
uma mudanga da geometria que seja

equivalente aos efeitos gravitacionais.

Geodésica

* E 0 menor caminho possivel entre dois pontos em
uma superficie
* N&o é uma linha reta?
* Esse é o percurso das particulas livres (sob acdo
gravitacional) e dos raios de luz
* Em 6ptica chamamos de principio de Fermat

* Como descrever uma geodésica em uma superficie
curva?

* Toda curva pode ser reduzida em pedagos infinitesimais
planos
* Localmente serd dada por uma linha reta

* Volte no mapa anterior e veja quais sdo 0os menores
percursos do polo norte ao sul
* Qualquer meridiano




Geodésica

* Para uma esfera, consideremos
uma linha que comega no
equador ao norte e é localmente
reta.

* Essa linha é chamada de
meridiano.

* Duas linhas de longitude sao
paralelas no equador, mas em
direcdo ao polo norte eles
convergem.

* As paralelas se encontram!

21/04/2020

Mapas

Em muitas situagdes é necessario estudar a
geometria de outras superficies. Para planejar
uma grande viagem de avido ou barco, por
exemplo, é preciso compreender a geometria
de uma superficie esférica.

Olhe para o mapa e localize dois lugares em
uma mesma latitude.

Para onde um avido deveria seguir viagem
para percorrer o menor caminho entre as
duas cidades?

Uma linha reta? Essa é um 6tima reposta.

Vamos desenhar essa reta no globo para
verificar o caminho.

Observe que o avido ndo voa diretamente
para oeste, ele deve voar para noroeste,
virando para oeste e finalmente para sudeste
como pode ser visto na figura

10

9
* Observe que o avido ndo voa
diretamente para leste, ele deve
voar para nordeste, virando para
leste e finalmente para sudoeste
como pode ser visto na figura
11

Atividade 03

"Eu chamo o nosso mundo de Flatland|...]. Imagine uma vasta folha de papel sobre a qual
[.. / figuras [...] se movem livremente, mas sem o poder de elevar-se ou afundar-se abaixo
dela, muito parecido com sombras".

Os flatlanders se movem em duas dimensdes (frente-tras ou direita-esquerda), a terceira
dimensdo (cima-baixo) ndo é apenas inacessivel para eles, mas esta além de sua
imaginag3o.

Na falta do conceito de cima e para baixo, eles ndo podem conceber uma superficie
curvada a um espago tridimensional de encaixe.

Serd que eles seriam capazes de descobrir se estdo em um mundo plano ou curvo? J&
respondemos a essa pergunta com a soma dos angulos internos do tridngulo.

N6s somos flatlanders, familiarizados com trés dimensdes, mas incapazes de conceber
um espago dimensional superior, podemos examinar a curvatura do nosso espaco
trlldlmensmnal da mesma maneira que os flatlanders examinam as superficies curvas no
plano.

.

12
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Modelos de Setores

* Vamos ver agora um recurso geométrico visual para desenharmos as
geodésicas

* Os modelos representam setores de superficies esféricas: como se
fossem os gomos

* Pegue um deles e comece a desenhar uma geodésica

* Localmente sdo linhas retas

Modelos de Setores

* O que acontece quando desenhamos duas geodésicas que comegcam
paralelas entre si numa superficie esférica?

* Como as pegas dos setores nao se encaixam, cada reta deve ser
tragada unindo os seus pedagos como na figura abaixo

B BN

13
Modelos de Setores
* Como nosso setor é derivada de uma esfera, ao tragcarmos as
geodésicas que se iniciam paralelas, elas convergem
T
(i
|
* Qual vocé acha que é a relagdo desse tragado com a interagao
gravitacional?
15

14
Atividade 04 — Buraco negro
* O que vocé acha que os BN tém de especial?
* O caminho da luz préximo a um BN pode ser descrito geometricamente?
* Sem nenhuma conta conseguimos descrever a trajetéria do raio de luz
préximo a um BN
16



21/04/2020

Aula 02: Nocdes basicas de
relatividade geral

Principio da equivaléncia

* Massa inercial: é a medida do seu coeficiente de inércia, ou seja, da
sua resisténcia em ter seu estado de movimento alterado
=3

F = mi&
* Massa gravitacional ativa: é capaz de provocar forgas em outros
corpos, ou em termos modernos, ser fonte de campo gravitacional.

9=72M@

* Massa gravitacional passiva: é a propriedade do corpo que o faz
sofrer acdo da forgca peso, também chamada de uma carga
gravitacional.

P =mgyp)g

18

Principio da equivaléncia

* Sera que é tdo dbvio que todas essas massas sao iguais?
* Isaac Newton verificou a coincidéncia entre essas massas
* Varios experimentos nos séculos XIX e XX mostraram a equivaléncia entre
as massas com um erro menor que 10712
* Sendo esse um dos melhores resultados estabelecidos na fisica
* Analogamente serd que a carga elétrica também é igual a massa inercial?
e
qE = m;d
* “Em 1907, Einstein teve “a ideia mais feliz de sua vida”: o principio da
equivaléncia. Para um observador em queda livre ndo hd gravidade nas

suas proximidades. Assim se ele abandonar um corpo qualquer, ele
permanecerd em repouso para esse observador”

17
Principio da equivaléncia
* Todos os corpos independentemente da massa e do formato sdo
submetidos a mesma aceleragdo gravitacional
19

20
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Principio da equivaléncia

* Como um referencial sob acdo do campo gravitacional vé objetos em
queda livre

Campo gravitacional

* Claramente, do ponto de vista do astronauta, as situagbes 1 e 3 sdo
indistinguiveis, assim como 2 e 4.

* Portanto, a gravidade pode ser criada por aceleragdo (principio da
equivaléncia).

" 7

e - 1 i

A TR i 4 2,
3 % ermra

122222

= 4

SRS

21

Principio de equivaléncia

* "A grande vantagem do Principio da Equivaléncia é que os efeitos
produzidos por um campo gravitacional uniforme néo precisamos da
teoria da gravitagdo [...] Tudo o que devemos fazer é supor que os
sistemas considerados possuem aceleragdo em relagdo a um

referencial inercial”

23

22

Exercicio

* Dois canhGes sdo posicionados conforme a figura abaixo e seus
projéteis sdo langados simultaneamente. Determine a velocidade v,
para que os projéteis se interceptem.

v1=200 m/s . P
\\%
D=500m h { -
24



Solugao

* Usando um corpo em queda livre como referencial, temos que os
projéteis executam MRU.

200t

1050 ™\ vat
300 45
500
* Lei dos senos:
2006 500 vt v =100y2~141mis
sen(45°) - sen(lOSO) - sen(30°) t~1,83s

21/04/2020
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Redshift — Desvio para o vermelho

* Considere a luz viajando de baixo para o topo
de um foguete em constante aceleragdo de
maodulo a, como na figura abaixo. Seja o
referencial S no ponto A na parte inferior da
nave espacial e S’ no ponto B, na parte
superior distante h. Qual é a razdo entre as
frequéncias da luz emitida por um laserem A
e detectada em B?

(=)= (-9) (- 5)
Vops = gteh=ct

1 @ @
— == 1——) T’zT(l —)
T’ T( c? = +c2

aceleragdo

Desvio da luz em um campo gravitacional
guete A A
acelerado para cima, isolado — ] A
fonte de luz F emitindo um ; ‘ —~

de outras interacdes '
raio de luz na direcao '
horizontal.
* Qual sera a trajetdria para ‘
um observador dentro e
AN

* Considere um foguete em —
gravitacionais, com uma
outro fora do foguete?
superficie do planeta

27

26
Exercicio
* Considere o trajeto de um raio luminoso sob acdo do campo
gravitacional terrestre na superficie com g = 10 m/s?. Apds
percorrer 1 km, qual serd o seu desvio vertical devido a agdo
gravitacional?
_d 1.103 ~ 03.10-5
¢ 3108 > f
.t?2 10.(0,3.1075)2
p=dt _10C ) = 05101 m
2 2
28
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Exercicio — Um pouco mais dificil

* Aplicando um raciocinio analogo ao da questdo anterior, calcule o dngulo de
deflexdo gravitacional de um raio luminoso que, propagando-se no vacuo,
tangencia um corpo esfericamente simétrico de raio R e massa M, percorrendo
uma distancia muito maior que que R. Estime o resultado para o desvio préximo

ao Sol
M =2.10% kg
R =7.105km 3 B
C

Solugao

* A velocidade “adquirida” devido a interacdo gravitacional pode ser
calculada pelo teorema do impulso

m-v, =J'E‘.dt=J.FX-i—y:%J.GZm sen(6)-dy
g

V:lIGMi-dyzlj. GMr, _dy:77GMr0 -2 _2GM
Toed dt d c YA c YA Re
(> +5) (n”+2°),
tan¢=&=2GA2/[ =¢=0,87"

v, Re

29

Desvio da luz em um campo gravitacional

* Relembre do trajeto da luz desenhado
usando os modelos de segdo.

* A matemdtica usada é condizente com o
desenho do desvio da luz?

* Eclipse de Sobral

* O resultado real foi o dobro da conta que —
realizamos. Por que essa diferenga?

* Onde “esta” a outra metade do desvio?

* Einstein atribui
* metade dessa deflexdo ao efeito do campo .
Newtoniano de atragdo do Sol &
* e aoutra metade a curvatura apenas do espago
causada pela presenca do Sol.

* Quando esses efeitos sdo somados, temos o
resultado previsto pela TRG.

31

30

Aula 03: Métrica

32
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Relatividade restrita

* Postulado 1: Todas as leis da fisica sdo as mesmas em todos os
sistemas de referéncia inercial, ou seja, ndo existe referencial
preferencial.

* Postulado 2: A velocidade da luz no vacuo é a mesma todos os
referenciais

Relatividade restrita

* Imagine um trem que viaja com velocidade horizontal constante de mddulo v. Dentro dele, existe
um relégio de luz, composto por uma fonte no chdo do trem e um espelho plano no teto a uma
distancia h.

* 0 nosso segundo sera o tempo que o raio de luz leva para sair da fonte, ser refletido pelo espelho
e retornar para um detector no ch3o.

s Trajetéria da luz vista por S: e S
1y e
P\l:l’ ho - espelho

e

v
i +
th —¥
'
+

!
PQ

33
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Relégio de luz

e Para §’: At' = 2R/,
* Para o referencial S, usamos o teorema de Pitagoras:

cAt\®  (vAt\? . At
— ) - (=) =r? > At =—x0
2 2 1 2
_ /U2
* Se fizermos isso para dois referenciais S, e S,, teremos:
(cAt))? — (v,At))? = (cAt,)? — (v,At,))? = 4h% = —As?
* Esse valor —As? é um invariante, ou seja, é constante independente
do referencial e chamado intervalo espago-temporal.

35

Geometria nao-Euclidiana

* Invariancia da distancia por rotacdo

36
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Geometria ndo-Euclidiana

C:(j.)dS:J.:”a'sen®~d¢:27m~sen®
r=[ds=[a-dp=a-0=0="

a
C=2ra- sen(i)
a

limC =27zal =2xr
a

a—»

R el el

o (6.9)

/'z Equador

ds® = (a-send-dg)’ +(a-d0)’ =a*((d0) +sen’0-(dg)’)

Coordenadas espaco-temporais

* Elemento de linha: é o infinitésimo do intervalo espago-temporal, em 4
dimensGes pode ser escrito em coordenadas:
* Cartesianas: ds? = —(cdt)? + dx? + dy? + dz>
* Esféricas: ds? = —(cdt)? + dr? + r2.d6? + r2.sen?0.de

* A mudanga da coordenada temporal ja foi observada no desvio para o

vermelho com alteracdo do tempo pelo potencial gravitacional @
* Podemos reescrever as coordenadas cartesianas como:

2
ds? = — (1 + C—?) (cdt)? + dx? + dy? + dz?

37

Coordenadas do espaco-tempo

* A teoria classica previa um desvio da luz provocado pela acdo gravitacional.
No entanto, o valor encontrado pelos astrbnomos foi o dobro do previsto
pela teoria Newtoniana.

* Em uma exposicdo simplificada de suas ideias, publicada em 1920, Einstein
atribui metade dessa deflexdo ao efeito do campo newtoniano de atracdo
doI Sol e a outra metade a curvatura do espago causada pela presenga do
Sol.

* Essa curvatura pode ser expressa como uma alteragdo na métrica
(Schwarzschild) do espago pela seguinte equagdo:

ds? = (1 - i—?) (dx? + dy?* + dz?) — (1 + i—?) (c.dt)?

39

38

Diagramas de espaco-tempo

* Para conseguirmos expressar os eventos usando
a geometria, vamos descrever um sistema
quadridimensional (t,x,y,z), que sera
representado por um diagrama de espago-
tempo

* Os eventos serdo representados por um ponto P
dizendo onde x,, e quando t; ele ocorreu. ;

sp-———=-==b
+

v 5]

&

¢ Uma particula descrevera sua trajetdria espago-
temporal por uma linha de mundo.

* Assim como na cinematica tradicional, a . L
inclinagdo da reta nos fornecerd o valor da
velocidade

40

10
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Cones de luz

* Representam a trajetdria de um raio de
luz em um diagrama espago-tempo

* Aluz é uma velocidade limite para o
movimento dos corpos, portanto, nada
pode se mover mais rapido que a luz

* Esse limite define no espago uma regido
de passado e futuro denominada cone
de luz.

* Qualquer linha de mundo deve estar
contida no cone de luz

* Cada geratriz do cone esta inclinada 45°
em relagdo ao eixo espaco-tempo

Cones de luz

* Vamos trabalhar de maneira simplificada em apenas duas dimensdes:
uma espacial e outra temporal.

* Os cones de luz serdo uma malha de retas inclinadas de 45° indicando
de onde partem os raios de luz e o sentido do seu movimento
B N

42

41
Cones de luz
* O elemento de linha, ds?, pode assumir trés tipos de valores:
* ds?>0: tipo tempo (F), -
* ds2=0: tipo nulo (G),
* ds2<0: tipo espaco (D).
43

Aula 04: Fendbmenos
gravitacionais

44

11



Geodésica

* "A curvatura do espago-tempo explorada pela teoria da relatividade
geral é estudada através da trajetoria de uma particula de teste e um
raio de luz. Apenas particulas livres ou em queda livre serao
consideradas”

* A trajetdria seguida por uma particula livre entre dois pontos do tipo
tempo extremiza o tempo préprio entre eles, matematicamente pode
ser representado por:

/ (fwyabd:rﬂd;rb) L 0

* Isso é analogo ao principio de Fermat na dptica geométrica

45

Principio da Correspondéncia

* "Qualquer nova teoria tem que ser consistente com as teorias anteriores dentro
do seu limite de validade. Assim a relatividade geral deve levar a relatividade
restrita na auséncia de gravidade, quando G tende a 0 e a gravitagéo newtoniana
em campos gravitacionais fracos e com velocidades pequenas quando
comparadas a da luz, ou seja, quando c tende para infinito. Para ambas as
condigdes satisfeitas, a mecdnica cldssica deve prevalecer."

Relatividade | . _, . Teoria Newtoniana
—_
Geral l da gravitagao

Q)
i
|

05

Relatividade Y. [ Mecanica classica |
. na auséncia de

gravidade

Restrita
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Equacao de Einstein

* A equacdo de Einstein governa a geometria do espago-tempo curvo,
equacdo basica da relatividade geral [...] Ela é o equivalente das
equagdes de Maxwell para o eletromagnetismo.

* Dessa forma, qualquer fonte pode provocar uma deformacdo na
métrica espacial representada por uma fungdo f (@), originando um
elemento de linha com a forma

ds? = f(@)(dx? + dy? + dz*) — (1 + 20)dt?

* Qual é a origem dessa deformacgdo?

46

47

Equacado de Einstein

* Aequagdo de Einstein relaciona a curvatura do espago-tempo com sua fonte (massa-
energia da matéria) em um conjunto de dez equagdes diferenciais de segunda ordem
ndo lineares e ndo independentes, o que torna sua solugdo muito complicada

* G é o tensor de curvatura, associada com a estrutura geométrica do espago-tempo. Essa grandeza
que diz qual serd a métrica do espaco.

* T é o tensor de energia-momento, que depende da distribuigdo de matéria e energia do universo.

8nG
G:C—4

*A grav_itagéo newtoniana surge da relatividade geral quando uma deformagéo na parte
espacial da métrica é considerada cujo valor depende do potencial gravitacional,
diretamente proporcional a massa.

* No limite newtoniano, ou seja, para pequenas massas e velocidades muito menores que
a da luz, as equagdes da relatividade geral devem reproduzir a lei do inverso do quadrado
das distancias

GMm

TZ

F(r) =

48
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Desvio para o vermelho gravitacional

* Agora vamos usar a métrica de Schwarzschild para mostrar que ela
também deriva o mesmo resultado.

* Consideremos sinais a propagarem-se no eixo x emitidos a partir de um
ponto A em x, e recebidos em por um ponto B em xj.

* Note que, como em um espago-tempo curvo, a linha de mundo do raio de
luz ndo serd mais uma reta com 45° de mclmagao

* As linhas de mundo dos sinais emitidos terdo a mesma forma pois a
geometria ndo depende do tempo.

* A distancia temporal entre dois sinais consecutivos serd At, porém o tempo
préprio medido em x, e x4 serdo diferentes entre si, pois

ds* =—-c*dr?

21/04/2020
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Desvio para o vermelho gravitacional

* Para A e B, temos que Ax=Ay=Az=0 de modo que o tempo préprio
para a emissdo usando a métrica de Schwarzschild sera:
At =(1+20(x))" At = (1+O(x)) Ar
~(1+ @(x,) - D(x,)) AT,
Az, (1+®(x,)) At
Ar,  (1+O(x,))At

~(1+®(x,) - 0(x,))

‘ArB z(l+(D(xB)—(D(xA))ArA‘

Buraco negro

* Como surgem?

* O que aconteceria com a érbita da Terra e demais planetas do sistema
solar se o Sol se transformasse subitamente em um buraco negro.

* Métrica de Schwarzschild em unidades geometrizadas
*c=leG=1

-1

ds* [1 —%] ar + [1 —%j dr’ +7* (6 +sen’0d g’ )

r r

51
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Y
B . % S ——1
uraco negro v 9 Pﬁﬁp
* N3ao temos acesso a todo o espago- \? ® I
tempo! - B
* Surge um horizonte de eventos. ,P 4
|
* Nada consegue atravessar o 2
horizonte de dentro para fora. LA
* No centro do buraco negro ha uma v
divergéncia na curvatura.
Bt
52
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Buraco negro

* Calculo do raio do horizonte de eventos de um buraco negro.

* Curiosamente este é mesmo raio calculado por Michell e Laplace
como sendo o raio de uma estrela de massa M de modo que nem a
luz consiga escapar da atracdo do seu campo gravitacional.

* Vamos usar a equacdo da velocidade de escape e determinar esse

raio: mv’
E +E 03ﬂ_%:0

cinética potencial = 2
r
s

escape s 2

7 C

\/2GM 2GM
v =Cc= =y =

53

Velocidade de Dobra Espacial

|

Observe na figura onde o espago é curvo,

Os cones de luz estdo inclinados em relagdo ao
usual 45°.

Outra caracteristica surge se considerarmos
duas estagbes espaciais estacionariasAe Be
uma nave se deslocando entre esses pontos
num tempo T < D.

Para os observadores nas estagdes, onde o
espago-tempo é plano, a nave se deslocou
com velocidade maior que a da luz.

No entanto, o espago-tempo é curvo, e a linha
de mundo da nave € sempre interior aos cones
de luz, que estdo desviados.

Ou seja, a nave estd sempre com velocidade
menor que a da luz

21/04/2020

Buraco negro: bonus

* Tiramos a primeira foto de um
buraco negro em Abril de 2019

* Assista ao video para entender
melhor o processo que levou a
essa fotografia

* Canal Veritasium

* Como Entender a Imagem de um
Buraco Negro

* https://youtu.be/zUyH3XhpLTo

54
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Entao podemos viajar com velocidade maior
que a da luz?

* "O fato de que esta expressdo (a densidade de energia) é negativa em
todos os pontos implica que condigées de energia fraca e dominante,
assim como a forte sdo violadas [...] Dessa forma, assim como ocorre
em buracos de minhoca, é necessdrio matéria exotica para viajar mais
rapido que a luz. Contudo, mesmo que essa energia seja proibida
classicamente, sabe-se que campos qudnticos permitem a existéncia
de regidées com densidade negativa de energia, como no efeito
Casimir. A necessidade da matéria exdtica ndo elimina a possibilidade
de usar a distorgdo do espago-tempo como a descrita acima para
viagens interestelares hiper-rapidas”

56
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