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RESUMO

Utilizacao de softwares na simulacao e videoanalise de
alguns tépicos de fisica para o ensino médio

Marcelo Jorge Monteiro Franca

Orientador: Alexandre C. Tort

Resumo da Dissertagao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-Graduagao
em Ensino de FSica, Instituto de Fsica, da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre
em Ensino de Fisica.

Este trabalho objetiva a apresentacao de alguns recursos computacionais
de codigo aberto como os softwares MODELLUS (modelagem e simulagao) e
TRACKER (videoanélise) e suas aplicagoes ao estudo do movimento circular
e uniforme (MCU) de um brinquedo popular.Em seguida, a determinagao da
massa de Jupiter utilizando a analise do MCU das luas galileanas do planeta
gigante, valendo-se do software desenvolvido pelo projeto CLEA (Contem-
porary laboratory Experiences in Astronomy) do Gettysburg College. Ainda
com o projeto CLEA, propde-se uma atividade que revisita a medida da ve-
locidade da luz por Ole Roemer, realizada em 1676.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Recursos computacionais, Simulagao.
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Fevereiro de 2019

vi



ABSTRACT

Use of simulation and video analysis software in some
topics of Physics in High School.

Marcelo Jorge Monteiro Franca

Supervisor: Alexandre C. Tort

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Poés-Graduagao em
Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro,
in partial fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino de
Fisica.

This work aims at the presentation of some open source computing re-
sources such as MODELLUS software (modeling and simulation) and the
TRACKER software (video analysis) and its applications to study of the
circular and uniform movement (CUM) of a popular toy.Then the determi-
nation of the mass of Jupiter from the analysis of the CUM of the galilean
moons of the giant planet, using software developed by CLEA (Contempo-
rary laboratory Experiences in Astronomy) at Gettysburg College. Still with
the CLEA project, an activity is proposed that revisits the measurement of
the speed of light by Ole Roemer, realized in 1676.

Keywords: Physics education, Computational resources, Simulation.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2019
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Capitulo 1

Recursos computacionais em

sala de aula

1.1 Introducao

As dificuldades inerentes a aprendizagem de fisica residem, em muitos ca-
sos, nas interpretacoes de dados e leituras de graficos oriundos da atividade
experimental, na comprovagao, ou mesmo construgao de modelos teéricos. A
busca recursos computacionais que venham a suprir tais necessidades dida-
ticas, complementando metodologias tradicionais, sao de imensa valia. Es-
tudamos determinado modelo cinemdtico (no caso, o movimento circular e
uniforme, MCU), sua modelagem computacional com posterior analise de
dados experimentais (videoanalise). A partir da confrontagdo dos dados
experimentais com o modelo tedrico, podemos promover a validacao desse

modelo.

A utilizagao de softwares no ambiente escolar é uma realidade em mui-
tas instituicbes de ensino brasileiras. As contribui¢bes dos programas de
codigo aberto e gratuitos, sobretudo para o ensino e aprendizagem das ci-
éncias fisicas, comegam a se tornar cada vez mais evidentes no cotidiano
do professor, posto que laboratorios de fisica de qualidade sdo praticamente

inexistentes na maioria das escolas de ensino publico e privado. Com uma
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pequena introducao, é possivel acessar os recursos basicos de tais softwares
(de simulagao, modelagem e videoandlise) com considerdveis ganhos, além de,
evidentemente, contribuir para o entendimento e aprofundamento de concei-
tos de fisica abordados em sala de aula. Contudo, deve-se enfatizar que o
contato com tais softwares dispensa o conhecimento de linguagens de pro-
gramagao por parte dos usudrios (salvo em alguns casos, como por exemplo,

a utilizagdo da plataforma Arduino).

Nao obstante a auséncia de laboratérios e da insuficiente capacitacao de
muitos professores de fisica, no que se refere a utilizacao de tais recursos, é
possivel, com uma breve introducao, o uso de tutoriais e roteiros experimen-
tais adequados, a consecucgao de projetos que contemplem a consolidagao da
aprendizagem de conceitos fisicos, mesmo aqueles considerados mais dificeis.
A introducao de tais recursos computacionais pode funcionar para aumentar
o interesse dos estudantes e dos professores, além de um agente motivador na
utilizacao de novas tecnologias como uma ferramenta no auxilio da constru-
¢ao de uma aprendizagem significativa, posto que a disseminacao de inimeros
dispositivos computacionais (smartphones, tablets, notebooks e desktops.) nos
ultimos anos, tem promovido um relevante aumento no ntimero de desenvol-

vedores independentes, sobretudo na area educacional.

Com o advento de iniimeros softwares de codigo aberto (Open Source Soft-
ware) voltados para simula¢do, modelagem e videoandlise, o professor de
fisica passa a contar com valiosos recursos para o esclarecimento e o aprofun-
damento de conceitos fisicos, posto que alguns desses conceitos sdo expostos
e explorados de forma limitada pela impossibilidade de recorréncia ao Cal-
culo. Uma das principais preocupacoes do professor de fisica é justamente
a alocacao de certos aspectos matematicos em modelos satisfatérios, sem as
inevitaveis dificuldades inerentes, pois alguns desses aspectos transcendem e

muito em sofisticagdo aqueles usados normalmente no Ensino Médio.
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Na pratica, fisica representa para o estudante, na maior parte das
vezes, uma disciplina muito dificil, em que é preciso decorar férmulas

cujas origem e finalidade sdo desconhecidas [1].

De fato, como o discurso cientifico tem como principio a representagdo do
mundo, as formula¢oes mateméaticas desempenham um papel preponderante
em tais representagoes. Porém, muitas das vezes essas formulagoes se pre-
tendem como ezplicacoes do mundo. Por exemplo, a Lei da Gravitagao de
Newton é uma forma de representar, através de um modelo matematico, a
interagao entre corpos celestes. Nada nos diz a respeito do que é a gravita-
¢ao. O poder da linguagem matematica resulta, pois, nao da sua capacidade
de explicacao, mas da sua capacidade de representacao de descrigao do pro-
cesso natural. Certamente, a mera apresentacao de conteudos, por mais
significativa nao ¢, evidentemente, suficiente. Caracteristicas relevantes das
tecnologias da informacao e comunicagao, assim como os aspectos epistemo-
logicos, culturais, sociais e histéricos devem ser incorporados ao ensino de
fisica. De fato, ensinar fisica é um grande desafio, mas pode ser apaixonante
se conseguirmos melhores condigdes de trabalho para os professores, livrar-
nos do ensino para testagem e, metaforicamente, abandonarmos o modelo da

narrativa, do quadro-de-giz e o livro de texto.

O confronto entre os modelos apresentados e a experimentacao é o melhor
caminho a ser seguido, pois aspectos como precisao e capacidade de previsao
devem nortear a busca pela elaboracao de modelos adequados na descri¢ao

de determinados fendémenos fisicos.

Portanto, concordamos que a pratica experimental torna-se um poderoso
instrumento pois permite uma percepcao por parte do sujeito educando das li-
mitagoes dos modelos tedricos, assim como as suas simplificagoes na descri¢ao

dos fendmenos fisicos, possibilitando a construcao dos conceitos bésicos [2].
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A beleza na formulagdo de um modelo estd na busca dos ingredientes
fundamentais que, segundo nosso entendimento, devem estar presentes

na descrigao adequada do fenémeno fisico que se deseja estudar [3].

Além disso, sabendo que o conhecimento s6 pode ser acessado por pro-
cessos formais, o computador poderia concretizar o formal, possibilitando,
por meio de sucessoes de processos concretos, a transicao concreto-formal do

pensamento [4].

Nao obstante essa necessidade, a quase que totalidade das instiui¢oes de
Ensino Basico brasileiras, publicas ou privadas, nao dispéem de laboratorios
minimamente equipados e preparados, sob o ponto de vista didatico, para
demonstracoes e testes adequados a uma aprendizagem significativa e eficaz.
Portanto, os recursos computacionas educativos, sobretudo aqueles gratuitos
e de c6digo aberto, vém preencher parte dessa lacuna, oferecendo tanto ao
docente quanto ao aluno, a possibilidade de ampliacdo e verificagdo de as-

pectos essencias da construgao do saber cientifico.

Nas ultimas décadas, a utilizagao dos recursos computacionais, sobretudo
nos paises desenvolvidos, chegou a 90 % dos laboratérios de pesquisa em
fisica, com os laboratérios de ensino caminhando na mesma dire¢do. Por-
tanto, é importante uma discussao acerca das vantagens e desvantagens de

um fendmeno em tao rapida expansao [5].

A revolucao da informaética na sala de aula, faz parte de um longo processo
histérico da Tecnologia da Educagao. Desde o inicio do século XX, as ondas
seguidas de inovacoes tecnoldgicas contemplaram intimeras possibilidades no
que se refere a Educacdo [6]. Varios autores, cientistas ou nao, viam nos
novos recursos tecnoldgicos, perspectivas didaticas sem precedentes, com um

otimismo, muitas vezes exagerado.
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Muitas dessas perspectivas foram lancadas em relacao a televisao, aos pro-
jetores de filmstrips, slides, filmloops e aos retroprojetores, aos gravadores
de audio, ao Super-8, ao video-cassete e as calculadoras. Todas essas ma-
ravilhas tecnoldgicas passaram por um ciclo de promessas seguidas por um

desencanto [7].

As justificativas eram, basicamente, o despreparo dos professores, falta de
recursos, além da insuficiéncia dos estabelecimentos escolares na adequacao
a tais tecnologias. "Longe de ser um fendémeno nacional, a maior parte dos
paises desenvolvidos e em desenvolvimento, possuem programas especificos
nesse sentido, tanto para o ensino presencial quanto para o ensino aberto e
a distancia" [1]. Entretanto, mesmo nesses paises, apds indimeros programas
de capacitacao e captagao de recursos financeiros, os problemas persistiram,
assim como a desconfianca nas capacidades didaticas desses dispositivos e

aparatos tecnologicos.

Urge, portanto, a possibilidade de um vislumbre dos horizontes de tais
inovagoes tecnologicas no campo da Educacao, pois os avancos dessas Tec-
nologias da Educacgao sao, evidentemente, dinamicos e sujeitos a ciclos, ou
seja, o surgimento de novas tecnologias promovem um debate perene no que
diz respeito a inovagoes que, certamente, merecem um questionamento pro-
fundo, posto que novas tecnologias surgem o tempo todo, suprimindo, por

vezes, o debate acerca dos limites de um determinado aparato tecnologico.

Atualmente, os recursos computacionais no ensino de fisica se utilizam
de uma gama razoavel de aplicagoes, que vao desde simulacoes, medidas,
graficos, modelagens, videoanalises, animacoes e apresentagoes e até mesmo
avaliacoes. Alguns autores mais entusiasmados, consideram inquestionaveis
as vantagens do uso dos recursos computacionais no ensino de fisica, pois
os mesmos contribuem para o desenvolvimento da personalidade e do pen-

samento l6gico na fisica. Porém, esses mesmos autores, concordam que a
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utilizagdo de recursos computacionais, nao garante uma boa aprendizagem

por parte dos estudantes.

Toda experiéncia proposta aos estudantes tém, intencionalmente ou
nao, uma abordagem que corresponde a esquemas conceituais, episte-

molégicos, pedagdgicos e psicologicos [7].

Ao destacar a importancia desses recursos, porém, é imperativo que os
mesmos nao sejam superestimados ou substituam outros recursos didaticos,

cuja relevancia nos processos de ensino e aprendizagem sao consagrados.

Embora ferramenta indispensavel para o ensino a distancia e que
em muito enriquece o ensino presencial, ha que se tomar cuidado para
que o uso do computador nao se restrinja a uma mdquina de fornecer
informacao, como aconteceu com grande parte dos programas tutoriais

do passado [1].

As dificuldades envolvidas no ensino de conceitos e processos dinamicos,
que escapam a simples analise dos sentidos e que demandam, portanto, por
um alto nivel de abstracao, levam ao uso da matematica como ferramenta es-
sencial para o estudo da fisica. O grande desinteresse por parte dos estudantes
com o estudo da fisica reside, sobretudo, nessas dificuldades em vislumbrar
processos que fogem sobremaneira da sua realidade cotidiana. Os livros dida-
ticos, por exemplo, no tocante a tais representagoes dinamicas, apelam para
o uso de um vasto numero de figuras e ilustragoes. Porém, as dificuldades
de tais representacoes valendo-se de figuras estaticas, tem sido minimizadas
com a utilizacao de ilustragoes sequenciais, representando instantes iniciais,
finais e intermediarios, assim como o uso de fotografias estroboscépicas. Por-
tanto, advogamos "o uso do computador como uma ferramenta para auxiliar

a construgao do conhecimento" [8]
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1.2 A modelagem no ensino de ciéncias e ma-

tematica

Em se tratando de representacao, a expressao modelagem implicaria na
representacao de um determinado sistema fisico, com certa simplificacao,
preservando apenas as suas caracteristicas essenciais. No caso de um mo-
delo matemdtico (um tipo representagao especifica, se utiliza de ferramentas
como expres soes algébricas, func¢des, vetores, além de construgoes geométri-
cas. Quando estudamos processos dinamicos em fisica, pretendemos estabe-
lecer relagoes matematicas entre determinadas quantidades fisicas e o tempo,
classicamente considerado uma variavel independente. Tais modelos sao de

profundo interesse quando tratamos, sobretudo, da fisica do Ensino Médio.

Com a modelagem introduzida no processo ensino/aprendizagem, hd uma
tendéncia em desmistificar a fisica como algo muito dificil, possibilitando uma
melhor compreensao do seu contetdo e contribuindo para o desenvolvimento
cognitivo em geral, pois modelagem facilita a construcao de relacoes e signi-

ficados, favorecendo a aprendizagem construtivista. [1]

Além disso, também pode

e clevar o nivel do processo cognitivo, exigindo que os estudan-
tes pensem num nivel mais elevado, generalizando conceitos
e relagoes;

e exigir que os estudantes definam suas ideias mais precisa-

mente;

e propiciar oportunidades para que os estudantes testem seus
proprios modelos cognitivos, detectem e corrijam inconsis-

téncias [9].

Entendemos, portanto, que os recursos computacionais de modelagem cons-

tituem uma valiosa ferramenta nos processos de ensino/aprendizagem das
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Ciéncias da Natureza e da Matemdtica, pois o entendimento do saber cienti-
fico, entre outras coisas, passa também, pela modelagem. Além disso, esses
softwares podem facilitar a exploracao, assim como trabalhos em equipe, si-
mulando uma atmosfera do trabalho cientifico. Pois, se hd uma unanimidade,
pelo menos no plano dos conceitos entre os educadores para as ciéncias e a
matematica, é quanto a necessidade de se adotarem métodos de aprendizado

ativo e interativo. [1]

Sob o ponto de vista pedagogico, a recomendacao dos Parametros Curri-
culares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), é que as tecnologias de
cada drea sejam inseridas no seu processo de ensino/aprendizagem, pois o0s
objetivos curriculares concentram-se nas habilidades e competéncias que de-
vem ser alcancadas pelos estudantes nas diferentes areas do conhecimento e
nao em conteudos especificos dessas mesmas areas. Nao podemos conceber
a aprendizagem como algo desnonectado das interagoes sociais e das ferra-
mentas no processo de construcao do conhecimento. No caso das Ciéncias

da Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias, admite-se que

A aprendizagem de concepcoes cientificas atualizadas do mundo
fisico natural e o desenvolvimento de estratégias de trabalho cen-
tradas na solucao de problemas é finalidade da area, de forma a
aproximar o educando do trabalho de investigacao cientifica e tec-
nolégica, como atividade institucionalizada de producao de bens

e servigos [10].

Dentre as competéncias e habilidades a serem desenvolvidadas na area de
Ciéncias da natureza, Matemdtica e suas Tecnologias, podemos destacar, no
que se refere & modelagem no processo de ensino/aprendizagem, sobretudo

no uso de ferramentas computacionais [10]:

e compreender enunciados envolvendo cddigos e simbolos fisicos;

e utilizar e compreender tabelas, graficos e relagoes matematicas graficas

para a expressao do saber fisico. Ser capaz de discriminar e traduzir as
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linguagens matemaéticas e discursiva entre si;

e expressar-se corretamente utilizando a linguagem fisica adequada e ele-
mentos de sua representacao simbélica. apresentar de forma clara e

objetiva o conhecimento apreendido, através de tal linguagem:;

e claborar sinteses ou esquemas estruturados dos temas fisicos trabalha-

dos;

e Desenvolver a capacidade de investigacao fisica. Classificar, organizar,
sistematizar. Identificar regularidades. Observar, estimar ordens de

grandeza, compreender o conceito de medir, fazer hipoteses, testar;

e conhecer e utilizar conceitos fisicos. relacionar grandezas, quantificar,
identificar parametros relevantes. Compreender e utilizar leis e teorias

fisicas;

e construir e investigar as situagoes-problemas, identificar a situacao fi-
sica, utilizar modelos fisicos, generalizar de uma a outra situacao, pre-

ver, avaliar, analisar previsoes.

Na préxima secao, descreveremos alguns dos softwares utilizados neste
trabalho.

1.3 O software MODELLUS

Modellus [11] foi concebido pelo professor Vitor Duarte Teodoro com a
colaboragao de Joao Paulo Duque Vieira e Filipe Costa Clérigo, que reali-
zaram a programacao em C++ . Constitui em poderoso recurso no auxilio
a compreensao e a aquisicdo de conhecimento simbélico, sobretudo em uma
atmosfera de sala de aula que preconiza a discussao de ideias e o debate, em
detrimento da inferéncia direta e, praticamente, exclusiva do professor. No
entanto, a aquisicao de conhecimento via exploragao é inconcebivel sem uma
ideia minima, que seja, do campo de exploragao. De fato, a construgao do co-

nhecimento é um processo complexo que demanda por estruturas cognitivas,
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depende do contexto e de conhecimentos prévios, pretendendo-se, portanto,
familiarizar os estudantes com novas ideias e representacoes. A exemplo
de outos recursos computacionais, Modellus possibilita ao estudante-usuario
fazer e refazer representagoes, permitindo uma maior aproximagao entre o
sujeito educando e as mesmas, imprescindivel no desenvolvimento do pen-
samento cientifico. Tal aproximacao se revela de fundamental importancia,
pois dificilmente a mesma seria alcangada somente com as observacoes de
equacgoes feitas pelo professor e por livros didaticos. De fato, os recursos
computacionais permitem a exploracao de representacoes de sistemas dina-
micos por meio da modelagem de um modo mais concreto, possibilitando
aos estudantes explorar fungoes, fazendo com que, em um dado contexto, as

fungoes e seus pardmetros especificos ganhem significado.

Modelo Matematico -

F=s0+y¥=xl

Figura 1.1: A linguagem utilizada na janela Modelo ¢ idéntica a representacio matemé-

tica utilizada em sala de aula.

A Figura 1.1 acima, mostra a janela Modelo que revela a simplicidade da

linguagem, muito semelhante aquela utilizada pelo professor e pelos livros

10
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didaticos. Na Figura 1.2, abaixo, temos o layout do Modellus com a ani-
macao do movimento de uma particula com o modelo matematico, o grafico
cartesiano e a tabela de dados. Na janela Parametros, pode-se alterar os
valores das grandezas fisicas envolvidas, visualizando-se, desta forma, as mo-
dificacoes sofridas no sistema dinamico estudado. Portanto, tais parametros,

além da propria fungao, ganham significado.

Ao contréario de outras ferramentas de modelagem, como Logo e Stella,
Modellus dispensa qualquer tipo de sintaxe de programagao, o que o torna
acessivel a estudantes em diferentes niveis de aprendizado. Enquanto apren-
dizes do Ensino Médio lidam com fungoes, por exemplo, alunos de perio-
dos universitarios iniciais, manipulam equacgoes diferenciais ordinarias, pois,
como essa sintaxe é praticamente a mesma utilizada na linguagem escrita no
papel, o aprendiz-usuario pode facilmente escrever tanto fungdes quanto, em
niveis mais avancados, equagoes diferenciais ordinarias. Valendo-se dessa lin-
guagem matematica, Modellus constitui em uma excelente ferramenta para
o estudo de Fisica, Quimica, Biologia e Matemética. Em suma, toda e qual-
quer area do conhecimento que se vale, em suas representacoes, de sistemas

dindmicos.

No exemplo ilustrado na Figura 1.2, temos uma representacao matematica
de um movimento retilineo e uniforme, dado por uma fungao linear (a fa-
mosa fungao horédria da posicdo do movimento uniforme), cujos pardmetros
sao a posicao inicial e a velocidade. A manipulacao desses parametros per-
mite ao usuario contemplar as relagoes entre espago e tempo nesse tipo de
movimento. Ou seja, no Modellus, o estudante visualiza, simultaneamente,
as fungoes (equagoes), tabelas e gréficos, além da simulagdo (animagao) do

movimento (Figura 1.3).

Além disso, Modellus permite uma avaliacdo de determinados modelos a

partir de dados experimentais. E possivel verificar, dessa forma, a adequacao

11
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2/ Modellus - Novo Documento =] X
. Inicio Veridvel Independente  Modelo  Parimetros  CondigBes Iniciais  Tabela Grafico Objectos Notas
Eoo Horontal  Eno Va5 y
B vemehe (=] (=] (=] (=] -
Copiar
O cet O Comet O Comet O ceset O Cosot. O Cosot e
Gréfico Transferéncia
Modelo Matemitico = Gréfico =

s=so+vxt

Notas &

Figura 1.2: Modelagem de um Movimento Retilineo e Uniforme, utilizando o Modellus.

Tabela -
ot | Os
18,70 748.00[ ]
1880 752.00]
18,50 75600
- 19,00 760,00
19,10 764.00
19.20 768.00
19.30 772.00
19.40 776.00
19,50 780,00
Fons 19,60 784,00
. 19.70 788,00
tamay 19,80 752,00
6.0 00 120 ] 0 15,50 FoE.00
’ ’ 1 2000 B00.00 v

Figura 1.3: Gréfico e tabela da posi¢io em fungio do tempo.

do modelo na descricao de determinado fendmeno, a partir dos dados coleta-
dos experimentalmente. Tais dados podem ser disponibilizados na forma de
graficos ou videos, por exemplo. Modellus também dispoe de ferramentas de
medidas (comprimentos, coordenadas, angulos, areas e derivadas), que per-

mitem a determinacao de determinados parametros utilizados nos modelos.
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Sob o ponto de vista pedagogico, Modellus permite ao estudante, tanto o
aprender fazendo quanto o aprender explorando, posto que o aprendiz pode
testar e avaliar seus proprios modelos, valendo-se do simbolismo matema-
tico usual, assim como explorar os modelos propostos pelo professor ou por
outros. Portanto, enfatizamos que a utilizagdo do Modellus no processo de
ensino/aprendizagem de fisica constitui em uma poderosa ferramenta no de-

senvolvimento de competéncias e habilidades previstas no PCNEM.

1.4 O software TRACKER

Criado em parceria com a Open Source Physics (OSP), o Tracker [12] é um
software livre, desenvolvido na estrutura Java pelo professor Doug Brown do
Cabrillo College [13], com objetivos educacionais em ensino de ciéncias fisicas.
Combinando modelagem computacional com videos, possibilita, de forma
manual ou automaética, a andlise quadro a quadro de videos (videoanélise) no
estudo do movimento (posicao, velocidade e aceleragao) a partir de filmagens
obtidas por webcams, cameras digitais ou smartphones. O recurso também
permite a determinacdo de centros de massa. De posse dessa tecnologia, é
possivel realizar experimentos e atividades de laboratério com materiais de
facil acesso, porém de alto valor académico [14]. A utilizagao desse software
é relativamente simples, no que se refere a obtencao de dados em uma vasta

gama de experimentos de fisica [15].

O programa possui inimeros recursos de analise de dados, inclusive a vi-
sualizacao de gréaficos das coordenadas em funcao do tempo ou de qualquer
outra variavel. Evidentemente, os dados coletados a partir da videoandlise
com o Tracker, podem ser exportados para outros programas ou planilhas
eletronicas. Na Figura 1.4, abaixo, mostramos uma videoanalise feita a partir

de uma filmagem de um arremesso com uma bola de basquete.
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) Tracker E
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Figura 1.4: Layout da interface grafica do software Tracker.

A partir desses ajustes, é possivel obter os valores de quantidades fisicas
envolvidas na videoanalise como, por exemplo, a aceleragao da gravidade
local. A Figura 1.5, abaixo, mostra os ajustes feitos para o lancamento

obliquo da bola de basquete, nas dire¢oes vertical e horizontal.

Vale destacar, que o software Tracker nao necessita de um conhecimento
prévio de programacdo. E um programa de ficil aprendizagem e, com um
conhecimento basico de seus principais recursos, aprendizes e professores, se-
rao capazes de realizar experimentos e videoanalises com resultados bastante

satisfatorios.
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Figura 1.5: Acima: ajuste parabélico. Abaixo: ajuste linear.

1.5 O Projeto CLEA

O Projeto CLEA (Contemporary Laboratory Experiences in Astronomy)
[16] desenvolve exercicios de laboratério com o objetivo de ilustrar técnicas
astronomicas modernas, valendo-se de dados digitais e imagens coloridas.
Cada um desses exercicios vem acompanhado por um software, um manual e
um guia técnico para o instrutor. Esses guias técnicos descrevem formatos de
arquivos, opg¢oes configuraveis pelo usuario, além dos algoritmos utilizados

no programa.

Alguns dos exercicios propostos sao:

e ASTROMETRIA DE ASTEROIDES : Esse software introduz os estu-
dantes nas técnicas utilizadas pelos astrénomos para descobrir asteroi-

des e medir suas coordenadas no céu, além de mostrar aos aprendizes
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o significado de paralaxe e como medi-la;

A REVOLUCAO DAS LUA DE JUPITER: Esse exercicio propoe, a
partir do movimento de suas luas galileanas e, utilizando a Terceira Lei

de Kepler, medir a massa do planeta Jupiter em massas terrestres;

MEDIDA DA ROTACAO DE MERCURIO POR RADAR DOPPLER
: Esse programa ilustra a medida da taxa de rotacao de Mercurio a

partir do desvio Doppler sofrido por um pulso de radar emitido;

CLASSIFICACAO ESPECTRAL ESTELAR : Introduz os estudantes
no estudo das linhas espectrais, familiarizando-os com a sequéncia de
tipos espectrais, ilustrando-os como o espectro é obtido. Mostra como
a distancia de uma estrela pode ser estimada a partir de seu espectro
e uma medida de sua magnitude aparente (paralaze espectroscopica).
Também mostra a necessidade de telescopios de grande abertura para

observar objetos fracamente luminosos;

A RELACAO DE HUBBLE ENTRE O DESVIO PARA O VERME-
LHO E DISTANCIA : Mostra como as velocidades das galdxias sdo
medidas a partir de espectrografo de contagem de fétons. Mostra como
essa informacao, juntamente com as estimativas das ditancias das ga-
laxias (medidas a partir de suas magnitudes integradas) fornecem a
classica relacado de Hubble entre desvio para o vermelho e distancia,
para determinar o valor do parametro de Hubble e a idade da expan-

sao do Universo;

AS LUAS DE JUPITER E A VELOCIDADE DA LUZ : Tlustra o
classico experimento de 1676, no qual Ole Roemer determinou pela
primeira vez que a velocidade da luz era finita, utilizando para tanto

os tempos de eclipses da Lua lo, de Jupiter.

O estudo do MCU foi utilizado como elemento motivador e base ar-
gumentativa no estudo dos movimentos das luas galileanas de Jupiter

(considerando tais orbitas como sendo circulares, evidentemente). E
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patente, a dificuldade do professor de fisica ao lidar com conceitos de
Astronomia sem o suporte experimental. A utilizagdo de recursos com-
putacionais de simulacao é de imensa valia para o trabalho docente. O
carater periddico desses movimentos, permite ao educando, baseando-se
no modelo cinematico estudado, modelado e analisado, contemplar as
principais caracteristicas do movimento planetario e, portanto, discutir
a validagao das Leis de Kepler e de Newton da Gravitacao Universal.
A coleta de dados e as interpretagoes dos mesmos, comparando-os com

os da literatura, sdo obtidos a partir programa do Projeto CLEA.

O estudo da periodicidade das luas galileanas, permitiu a elabora-
¢ao de tabelas astronémicas (efemérides) de consideravel precisao, as
quais foram fundamentais na determinacgao das longitudes terrestres.
No estudo da ocultagao das luas por Jupiter (eclipses), Cassini e, pos-
teriormente, Rgmer, vislumbraram, pela primeira vez, a possibilidade
de que a luz tivesse uma velocidade finita (o que era impensavel, na
época). Como uma atividade complementar, nos valemos dos recursos
do Projeto CLEA, na discussao do método de Rgmer na estimativa da

velocidade da luz.

1.6 Nossa proposta

Neste trabalho, utilizaremos os programas: Modellus, na simulagao
de um MCU e a demonstragao da relacao entre o MCU e o movimento
harmonico simples (MHS) e o software Tracker na videoandlise do mo-
vimento circular de um brinquedo popular (Capitulo 1), como fonte de
dados para a comprovagao do modelo abordado na simulagao. Também
utilizamos o software A Revolucao das Luas de Jupiter na discussao da
Terceira Lei de Kepler (Lei Harménica ou Lei dos Periodos) e na de-
terminacao da massa do gigante gasoso, com base na Terceira Lei de
Kepler e na Lei da Gravitagdo de Newton e o software As Luas de Ju-

piter e a velocidade da luz, para mostrar o método de Rgmer , assim
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como o seu imenso valor historico na determinacao da finitude da velo-
cidade da luz (Capitulo 3). Além disso, propomos uma atividade para
a determinacao das alturas das montanhas lunares, segundo o método
proposto por Galileu. Para tanto, utilizaremos o software Galileo’s
Moon Mountain Model. Além da organizacao em capitulos, este traba-
lho contempla apéndices, onde discorremos sobre alguns autores e obras
que constituem a base para as abordagens teodricas nos referidos capi-
tulos. Apéndice A: Sidereus Nuncius (Galileu Galilei, 1610); Apéndice
B: Harmonices Mundi, Livro V (Johannes Kepler, 1616); Apéndice C:
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Isaac Newton, 1687);
Apéndice D: As luas Galileanas de Jupiter; Apéndice E: A Data Juli-
ana; Apéndice F: Manual para o professor; Nesse manual propomos as
atividades de modelagem e videoanalise de um MCU e, valendo-se dos
conhecimentos adquiridos, estudar o movimento das luas de Jupiter e
obter a massa do planeta gigante. Esse manual do professor constitui

a base do material instrucional.

Logramos, com isso, uma apreciacao, por parte do educando e do
educador, de algumas das metodologias utilizadas em ciéncias fisicas
e em astronomia, além, evidentemente, do entendimento de conceitos

fundamentais envolvidos no estudo da cinemdtica e da dinamica.
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Atividades em sala de aula

2.1 O estudo do Movimento Circular e
Uniforme (MCU) no Ensino Médio

O estudo do movimento circular e uniforme (MCU) no Ensino Médio,
em geral, segue uma abordagem escalar, tratando da relacao entre o
modulo da velocidade linear (tangencial) e a velocidade angular. A
partir da definigao da periodicidade do MCU (além, evidentemente, dos
conceitos de periodo e frequéncia e sua relacao), relaciona-se grandezas
escalares com grandezas angulares (definicdo do radiano), a partir da
qual obtém-se a equacao fundamental dos movimentos circulares. A
partir dessa equagao, sao estudados, por exemplo, a transmisao de
movimentos circulares (engrenagens, polias, etc.). Nao obstante, além
da abordagem escalar, a analise vetorial do movimento circular, permite

uma descri¢do de imenso valor para a futura abordagem dindmica.

Em nossa atividade, o modelo teérico contempla a decomposicao do
movimento circular e uniforme em suas componentes ortogonais, evi-
denciando o carater periédico do movimento. Portanto, a abordagem

vetorial também se faz necessaria. Um questiondrio é elaborado com o
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intuito de avaliar os conhecimentos prévios dos alunos acerca dos mo-
vimentos periddicos em geral e do movimento circular e uniforme, em

particular.

A atividade foi proposta, desenvolvida e realizada no Colégio An-
derson (Rede MV1, Tijuca), numa turma de segunda série AM-221),
composta de 30 alunos (25 dos quais, participaram da atividade). A
atividade envolveu, ao longo de quatro semanas, oito tempos de 60

minutos cada.

A turma participante foi dividida em quatro grupos (trés grupos com
seis componentes e um grupo, com sete componenetes). A atividade
foi composta por: 1) Aplicagdo do questionario sobre conhecimentos
prévios de MCU; 2) Estudo do modelo mateméatico do MCU; 3) Uma
determinacao experimental do periodo do MCU do carrinho do brin-
quedo por cada grupo (onde foi feita uma média); 4) Simulagdo com
o Modellus e elaboracaos dos graficos paramétricos das coordenadas
cartesianas da posigao e da posicao angular; 5) Videoandlise com o
Tracker; 6) Comparagao entre e simulacdo e a videoandlise; 7) Dis-

cuss ao dos resultados.

2.1.1 Questionario

O questionario abaixo, foi elaborado como a finalidade de sondar
os conhecimentops dos alunos acerca dos conceitos referentes ao Mo-
vimento Circular Uniforme (MCU), em particular, e aos movimentos
periddicos, em geral. As perguntas concentram-se, sobretudo, nos as-
pectos conceituais. Porém, relagoes matematicas entre as grandezas
fisicas, também fazem parte das questoes. Os alunos tiveram 30 minu-

tos para responder o mesmo, sem nenhum tipo de consulta.
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O questionario consiste em seis perguntas acerca dos movimentos

peridédicos em geral e do MCU, em particular.
1) O que vocé entende por movimento periédico?

2) O Movimento Circular e Uniforme (MCU) é um movimento pe-

riodico? Justifique.
3) Qual a diferenca entre periodo e frequéncia?
4) Qual a relacdo entre periodo e frequéncia?
5) Qual a diferencga entre velocidade linear e velocidade angular?
6) Qual a relacdo entre a velocidade linear e a velocidade angular?

Resultados do questionario

As respostas do questionario foram classificadas como: correta, in-
correta ou incompleta (quando parte da solugao foi apresentada). Os
resultados do questionario revelaram uma dificuldade, principalmente,
no que se refere as relagoes matematicas entre as grandezas envolvidas.
O infogréfico abaixo (Figura 2.1), mostra a distribui¢ao das respostas

por questao e por qualificacdo.

2.1.2 Modelo tedrico de um Movimento Circular
e Uniforme (MCU)

A descricao do MCU em suas componentes cartesianas foi desen-
volvida em uma aula com dois tempos de 60 minutos cada dos quais,

trinta minutos foram dedicados & aplicagdo do questiondrio), durante
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Figura 2.1: Resultados do questionéario.

a primeira semana de atividades. O objetivo dessas aulas era dispor os
alunos dos instrumentos tedricos necessarios para as atividades subse-

quentes de modelagem e videoanalise.

Consideremos uma trajetéria circular de raio R no plano XY com a
origem do sistema de coordenadas cartesianas coincidindo com o centro
C da circunferéncia. A Figura 2.2 mostra uma particula P de massa

m descrevendo essa trajetoria, digamos no sentido anti-horario.

Seja, 0(t) = wt, onde w é a velocidade angular, a posigdo angular
da particula num dado instante ¢, podemos expressar as coordenadas
cartesianas em funcao da velocidade angular, ou seja, escrevemos as

equagoes hordrias x(t) e y(t) na forma
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YA

8(t)

Figura 2.2: Acima: Representacdo cartesiana de uma particula executando um MCU no

sentido anti-horario; Abaixo: gréficos de x(t) e y(t).

x(t) = Rcos wt, (2.1)

y(t) = Rsen wt. (2.2)

Podemos obter as equagoes horarias das componentes da velocidade

da particula, isto é, de v,(t) e v,(t), analisando a Figura 2.3, onde v é
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t=TR

¥

Figura 2.3: Esquerda: Decomposicao do vetor velocidade num instante qual-
quer. Direita: Configuragoes dos vetores velocidade em cinco instantes dife-
rentes.

o médulo da velocidade tangencial e o sinal negativo na expressao para
v,(t) indica que no instante ¢ a componente v,(t) aponta no sentido ne-
gativo do eixo OX e o sinal positivo indica que v, (¢) aponta no sentido
positivo do eixo QY. A partir da decomposicdo do vetor velocidade,

teremos

v, (t) = —vsen wt, (2.3)

vy(t) = v cos wt, (2.4)

De fato, se considerarmos, por exemplo, a particula em cinco instan-
tes distintos: t =0,t =T/4,t=T/2,t=3T/4et=T. A Figura 2.3
mostra as configuracoes dos vetores v nesses instantes. Podemos notar,
a partir desta figura, que a componente v,(t) tem seu médulo variando
com o tempo segundo uma func¢ao —senwt, enquanto a componente
v, (t), varia conforme uma funcao coswt. Portanto, as componentes da

velocidade variam periodicamente (harmonicamente) com o tempo, ou
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seja, com periodo e frequéncia bem definidos.

De fato, como uma volta completa (27 R) corresponde a um intervalo

de tempo correspondente a um periodo (T), teremos,

V= — (2.5)

2m
= — 2.6
w=2 (2.6)
Teremos, entao
v=wR, (2.7)

Portanto, chegamos a conclusao que as componentes da velocidade de uma
particula que executa um MCU descrevendo uma trajetéria circular de raio

R e velocidade angular constante w sao dadas por

vz(t) = —wRsen wt; (2.8)
e
vy(t) = wR cos wt, (2.9)
onde Ad
= — 2.10
w=S (2.10)
Comparando as equacoes 2.8 e 2.9 com as equagoes 2.1 e 2.2, podemos
escrever,

vz (t) = —wRy(?); (2.11)
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vy (t) = wRz(t), (2.12)

Ou seja, as componentes cartesianas da velocidade podem ser escritas em

funcado das componentes cartesianas da posicao.

O modulo da velocidade da particula é dado por

v = /vt (2.13)

isto é,
v=wR (2.14)

A variacao das componentes v,(t) e v,(t) com o tempo, pode ser observada

na Figura 2.4.

Com um raciocinio semelhante podemos obter as componentes da acelera-
¢ao da particula. De fato, sabendo que o movimento é circular e uniforme,
a componente tangencial da aceleragao ¢ nula, logo, a aceleragao vetorial é

puramente radial.

A partir da Figura 2.5, podemos ver que a aceleracao vetorial da particula

e suas componentes a,(t) e a,(t) num instante ¢ sao dadas por:

a,(t) = —acoswt, (2.15)

ay(t) = —asenwt, (2.16)

onde, os sinais negativos indicam que a,(t) e a,(t) apontam no sentido ne-

gativo do eixos OX e OY, respectivamente.
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Figura 2.4: Componentes cartesianas da velocidade em funcdo do tempo.

Consideremos agora a particula em cinco instantes distintos: t =0, t =
T/4,t =T/2, t =3T/4e t =T. A Figura 2.5 mostra as configuracoes
dos vetores que representam a aceleracao nestes instantes. Podemos notar, a
partir desta figura, que a componente a,(t) varia com o tempo segundo uma
funcao — coswt, enquanto a componente a,(t), varia conforme uma funcao

— sen wt.

A Figura 2.7 mostra um trecho da trajetéria circular de raio R, os respec-
tivos vetores velocidade, de médulo v e os vetores aceleracao, de médulo a

entre dois instantes (t; e t).

A partir da semelhanga de triangulos da Figura 2.7, teremos

AR Av

== (2.17)

Logo, para um mesmo intervalo de tempo At, teremos

27



Capitulo 2. Atividades em sala de aula

Figura 2.5: Esquerda: A aceleracio da particula em um dado instante t; Direita: em
cinco instantes distintos.

_Av_vAR
At R At

am

(2.18)

Considerando que, num intervalo de tempo muito pequeno (At se apro-
ximando de zero), o deslocamento vetorial AR se aproxima da distancia
percorrida sobre a circunferéncia, a razao AR/At se aproxima da velocidade
v. Logo, a aceleracao média, se torna a aceleragao instantanea, que é radial

e aponta para o centro (centripeta). Portanto,
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Figura 2.6: Componentes cartesianas da aceleragio da particula em fungdo do tempo.

Av

Figura 2.7: Vetores velocidade, aceleragdo, deslocamento e variacio de velocidade de
uma particula em MCU em dois instantes (¢ e t2).

a=—=wR (2.19)
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Portanto, chegamos a conclusao que as componentes da aceleragao de uma
particula que executa um MCU descrevendo uma trajetéria circular de raio

R e velocidade angular constante w sao dadas por

a,(t) = —w’ R cos wt, (2.20)

e
a,(t) = —w’Rsenwt (2.21)
Comparando as equacoes 2.20 e 2.21 com as equagoes 2.1 e 2.2, podemos

escrever,

a,(t) = —w?Rx(t), (2.22)

e
a,(t) = —w’Ry(t) (2.23)

Ou seja, as componentes cartesianas da aceleragdo, também, podem ser

escritas em funcao das componentes cartesianas da posigao.

Na Figura 2.6, temos a variacao temporal das componentes cartesianas da

aceleragao.

Segue que o moédulo da aceleracao da particula é dado por

a=/a; +a, (2.24)

isto é,
a=w’R (2.25)
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Note que embora as componentes cartesianas da velocidade e da acelera-
¢ao sofram variacgoes no tempo, os modulos da velocidade e da aceleragao sao
constantes no tempo. Portanto, esta breve analise do MCU nos mostra expli-
citamente que em cada eixo cartesiano temos um MHS com uma defasagem
relativa de 7/2 radianos. Em outros palavras, o MCU é uma combinagao de
dois MHS em quadratura, dados pelas equagoes (2.1) e (2.2). O resultado,
é uma Figura de Lissajous, que ¢é a trajetoria circular da particula. A figura
abaixo, mostra o movimento de um carrinho de brinquedo executando um

movimento circular.

Figura 2.8: Imagem do brinquedo popular utilizado na atividade.

2.1.3 Determinacao experimental do periodo, veloci-
dade angular, velocidade linear e aceleracao do

MCU de um carrinho de brinquedo

A atividade que se segue, foi realizada a partir das medidas do tempo gasto
para que o carrinho complete uma volta (perfodo do movimento) e do dia-

metro da pista circular. O brinquedo foi adquirido a baixo custo no mercado
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popular (Figura 2.8). A pista foi fixada a uma bancada com a ajuda de fita
adesiva, para evitar o deslizamento da pista quando o carrinho encontra-se
em movimento. Os alunos utilizaram uma fita métrica para a medida do di-
ametro da pista circular e dos cronémetros dos préprios smartphones para as
medidas dos periodos. Cada grupo efetuou uma medida de diametro e uma
medida de periodo. Uma média foi estabelecida para esses valores. Abaixo,

segue o roteiro das atividades desenvolvidas pelos alunos.

1) Com uma régua ou fita métrica, mediram o raio R da trajetéria circular,

tomando como base o centro da pista;

2) O carrinho foi ligado e deixado a se mover ao longo da pista;

3) O periodo T do MCU do carrinho foi medido com o auxilio de um
crondmetro (do smartphones, por exemplo), pelo tempo que o mesmo leva
para completar 20 voltas, por exemplo. O periodo T do MCU foi determinado
pelo tempo medido, dividido por 20;

4) Determinaram a velocidade angular w, a velocidade escalar v e a acele-

racao escalar a, do MCU;

No experimento realizado com o carrinho de brinquedo, o periodo do movi-
mento (utilizando o crondémetro de um smartphone foi medido para 10 voltas,
em um total de 19,1 s. Portanto, o periodo do MCU é T = 1,9 s. Como a

velocidade angular é dada por

2T
W=, (2.26)
temos,
2 x 3,14
W= 1o
isto é,
w = 3,30 rad/s.
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5) E, para a velocidade escalar do movimento, obtiveram,

v=wR =3,3x 11,50 = 37,95 cm/s = 379,5 mm/s.

6) E, para a aceleragao escalar do movimento,

a=wR=233"x11,4 = 12523 cm/s%.

a = 12523 mm/s>.

7) A partir dos dados acima, escreveram as equagoes paramétricas das

coordenadas cartesianas da posicao, velocidade e aceleragao.

Na préxima secao, os parametros obtidos a partir das medidas do raio da
trajetoria e da velocidade angular do movimento do carrinho, serao utilizados
para escrever as equacoes paramétricas da posicao, velocidade e aceleragao.

Tais equagoes serao introduzidas no modelo matematico do Modellus.

2.2 Modelagem e videoanalise de um Movi-
mento Circular e Uniforme (MCU)

Nesta secao, propomos, a partir do desenvolvimento tedrico da se¢ao ante-
rior, a modelagem do MCU. Para tanto, utilizaremos um brinquedo popular
em que um carrinho elétrico (a pilha) descreve um movimento em uma pista
circular. O objetivo, portanto, é descrever o movimento e suas principais
caracteristicas (periodo, frequéncia, raio da trajetéria, velocidade angular e

velocidade escalar).

De fato, trabalhos recentes mostram a relagdo entre o MCU (movimento

circular e uniforme) e o MHS (movimento harménico Simples). Destacamos
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o trabalho em que os dados de Galileu Galilei foram utilizados no estudo
da cinemadtica das luas de Jupiter e a equivaléncia do MCU e do MHS [17].
Outro trabalho, como o de [18], obtém os dados a partir do movimento de
uma roda de bicicleta. Optamos por um brinquedo popular, apelando ao

carater ludico e pelo baixo custo.

Na modelagem, utilizaremos as equagoes obtidas no modelo tedrico para
gerar tabelas e gréaficos, ao passo que, na videoandlise, promovemos o regis-
tro e analise dos dados do movimento do carrinho de brinquedo. Os dados
e resultados da videoanalise serao confrontados com os da modelagem e do
modelo tedrico para futuras discussoes e conclusoes. Dessa forma, busca-
mos um melhor entendimento das relagoes entre um modelo teérico e sua

comprovagao, ou nao, através da experimentacao.

2.2.1 A utilizacao do software MODELLUS na simu-
lacao do MCU

Com o Modellus, podemos propor uma simulacao a partir dos dados obti-
dos, digitando na janela chamada Modelo Matemdtico as equacoes 2.1 e 2.2,
acrescentando as velocidades e aceleragoes associadas com z(t) e y(t) (equa-
goes 2.8, 2.9, 2.20 e 2.21). Os parametros utilizados foram o raio da pista
circular do brinquedo, R = 115 mm, e a velocidade angular, obtida a partir

do periodo medido, "= 1,9 s, ou seja, w = 3,3 rad/s.

Na atividade, cada grupo escreveu um conjunto de equagoes paramétricas
na lousa (Figura 2.9) e um representante de cada grupo, escreveu o conjunto
de equagoes (como foram deduzidas e aprendidas) no modelo matematico do

software Modellus.

Na janela Grificos selecionaram as variaveis dependentes x e y e a va-
riavel independente ¢, enquanto que na janela Animacdo, selecionaram uma

particula e a vincularam as variaveis z e y, além dos vetores, vinculados
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a particula e associados as variaveis v,, v, e v. Acrescentaram duas ou-
tras particulas, uma associada a variavel x e outra a variavel y, com vetores

vinculados as particulas e associados as varidveis v, e v,.

O programa foi executado, evidenciando o carater oscilatorio dessas com-

ponentes. O resultado é mostrado na Figura 2.10.
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Figura 2.9: Componente de um dos grupos, escrevendo as equagdes paramétricas.
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Figura 2.10: Captura de tela da simulagio no Modellus.
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A Figura 2.11 mostra o MCU da particula e uma de suas componentes
executando um MHS, conforme o modelo matematico mostrado na mesma
figura. Nesse modelo, inserimos as equagoes 2.1, 2.2, 2.8, 2.9, 2.20 e 2.21.
Na Figura 2.12, temos os graficos de z(t) e y(t). Note que, as fungdes x(t) e
y(t) estao defasadas de 7/2. Também podemos, a partir dos gréaficos, obter

o periodo T e a frequéncia f do movimento, isto é,

IAVX

o

Meodelo Matematico -
x1=R1x=cos( wixt)
¥1=R1xsin{ wlxf)
vx1 =-wl =R xsin{ wl x{)
vyl =wlxRI xcos[ wlxt)

ax1 =-wi1 = xR1 xcos( wlxt)

ayl =-wl 2 xR1 xsin( wl=t)

W ——-)

a= (ax12+aj,-'11]

Figura 2.11: (a) Animagio do MCU e dos dois MHS independentes ao longo dos eixos
OX e OY; (b) modelo matematico no Modellus.
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Figura 2.12: Gréaficos de z(t) e y(t) no Modellus.
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Figura 2.13: Gréaficos de v,(t) e v,(t) no Modellus.

Na Figura 2.13, temos os graficos v,(t) e v,(t). Note o periodo e a frequén-
cia do movimento, assim como a amplitude dos graficos, cujo valor corres-
ponde aquele dado pela equaccao (2.14), ou seja, o médulo da velocidade
vetorial da particula. Na Figura 2.13, temos os gréaficos a,(t) e a,(t). Mais
uma vez, observe o periodo e a frequéncia do MCU, assim como a amplitude
dos graficos que, nesse caso, o valor correspondente é dado pela equagao 2.25,

isto é, o mddulo da aceleracao vetorial (componente radial) da particula.
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As equagbes paramétricas abaixo foram escritas, para efeito de comparacao
posterior com a videoandlise, em milimetros (mm) e em segundos (s). Ou

seja,

4,0000, 8 9,000
} } = }
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Figura 2.14: Gréficos de a,(t) e a,(t) no Modellus.
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Figura 2.15: Grafico de 0(t) no Modellus.

z(t) = 115 cos(3,30¢t) (2.28)
y(t) = 115sen(3,30t) (2.29)
vz(t) = —379,5sen(3,30t) (2.30)
vy (t) = 379,5 cos(3,30¢) (2.31)
a,(t) = —1.252,3 cos(3,30¢) (2.32)
a,(t) = —1.252,3 sen(3,30¢) (2.33)
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E, para a equagdo paramétrica da posicao angular (em radianos), teremos

o(t) = 3,30t (2.34)

O gréafico da posigao angular em fungdo do tempo é mostrado na Figura
2.15.

Avaliagao sobre o modelo tedrico e a modelagem com o software
Modellus

Apos a descrigao do modelo tedrico da decomposicao do MCU e da aplica-
¢ao das esquagOes paramétricas obtidas no modelo matematico do software
Modellus, foi feita uma pequena avaliagdo de aprendizagem. Tal avaliacao,
consistiu de nove perguntas acerca dos conceitos desenvolvidos e da qualifi-
cagao do software Modellus no processo de reprodugao (simulagdo) de mo-
delos tedricos (matemdticos). Ou seja, se o programa executa, de maneira
satisfatoria, tantos os aspectos qualitativos, quanto os quantitativos de um

determinado modelo.

Abaixo, elencamos as perguntas.

1) Na simulagao, a particula se comporta como o esperado?

2) O modelo matematico obtido na se¢do anterior simula, de forma ade-
quada, um MCU?

3) O que vocé observou, em relacao aos graficos obtidos é satisfatério?

4) Que tipo de movimento a particula executa nas dire¢oes X e Y?

5) O que vocé entende por modelagem?
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6) O software Modellus atende aos requisitos para essa finalidade?

7) O que vocé acha desse tipo de abordagem didética (com software de
simulagao e modelagem)? Esses recursos computacionais facilitam o processo

de aprendizagem de alguns conceitos em fisica?

8) Voceé recomendaria o uso do software Modellus aos seus colegas da

escola e de outras instiui¢oes de ensino?

9) Quais sugestoes voceé faria para o aperfeicoamento do software Modellus?

Respostas as questoes

As estimativas (percentuais) partiram da a média de respostas com o

mesmo conteido explicativo. Ou seja, respostas com o mesmo teor.

Questao 1) Em sua totalidade, os alunos concordaram que, na simulagao,
o resultado se mostrou como o esperado. Ou seja, a paricula exibiu um
MCU com periodo, frequéncia e raio, exatamente como o modelo matematico

aplicado.

Questao 2) Todos os alunos verificaram a validade do modelo mateméatico

na simulacao.

Questao 3) Todos os alunos concordaram com o fato de que os gréficos
exibidos pelo software Modellus reproduziam fielmente o modelo matematico

tedrico.

Questao 4) Dezessete alunos (68%), responderam, corretamente, que as
projecoes do MCU, nos eixos coordenados, constituiam em um MHS, com
amplitude igual ao raio do MCU e periodo e frequéncia, idénticos ao MCU.

Cinco aunos (20%) responderam que se tratava de um MHS, porém, sem
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fazer nenhuma relagdo com as caracteristicas do MCU. Trés alunos (12%),

nao souberam responder.

Questao 5) Quinze alunos (60%) consideraram a modelagem como a simu-
lacdo de uma representacao matematica a partir de um modelo fisico tedrico.
Quatro alunos (16%) conceberam modelagem como validade de férmulas e
expressoes matematicas. Trés alunos (12%) consideraram modelagem como

possibilidade de simulac¢do. Trés alunos (12%) ndo souberam responder.

Questao 6) Todos os alunos, concordaram que o Modellus atende aos re-

quisitos de simulagao e modelagem.

Questao 7) Vinte e trés alunos (92%) alegaram que essa abordagem, com
simulagoes e animagcoes ajudam bastante no processo de aprendizagem. Dois

alunos (8%), nao responderam.

Questao 8) Todos consideraram o software Modellus satisfaério. Nenhuma

sugestao foi feita.

Questao 9) Todos recomendariam o software Modellus.

A partir da avaliacao feita acima, a grande maioria dos alunos que par-
ticiparam das atividades concorda com as vantagens didaticas do uso de
recursos computacionais na descricao de modelos mateméaticos e dinamicos,
cujos aspectos interativos se revelam como elementos de destaque. Isto é, a
participagao ativa (e nao passiva) dos sujeitos educandos nesse tipo de ati-
vidade torna mais prazerosa e, consequentemente, mais eficiente o processo
de aprendizagem. Vale ressaltar que tais recursos constituem, em si, parte
do processo de aprendizagem. Nao podem e nao devem substituir outras

abordagens didaticas consagradas.
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Na proxima se¢ao, serd descrita a videoandlise do movimento do carrinho

de brinquedo.

2.2.2 A utilizacao do software TRACKER na videoa-
nalise do MCU de um brinquedo popular

Na secao precedente, utilizamos o software livre Modellus na simulagao de
um MCU. A partir de dados obtidos na observagdo do MCU de um brinquedo
popular e da manipulagao dos parametros envolvidos, reconhecemos a repre-
sentac¢ao matemadtica (modelo matematico) do MCU, como a superposi¢io de
dois MHS em quadratura (defasados de 7/2).

A filmagem e a coleta de dados

Para a coleta de dados, nos valemos do mesmo carrinho de brinquedo da
secao anterior e, para o registro do movimento do carrinho, um smartphone
para a captura de imagens, ajustando para uma taxa de 30 fps (quadros por
segundo), isto é, o intervalo de tempo entre dois quadros consecutivos é de
1/30 s (cerca de 0,0333 s). A régua utilizada na calibragem é de 190 mm
(19,0 cm). A filmagem foi feita a uma distancia de cerca de 40,0 cm. O raio
da trajetoria circular e o periodo, ja medidos na se¢do anterior, sao R = 11,5
cme T =1,9s. Onde as precisoes foram obtidas com base nos instrumentos

utilizados.

1) A filmagem foi feita a uma distdncia de cerca de 40,0 cm, utilizando
para tanto, um suporte tripé. Mais uma vez, nosso objetivo é, utilizando o
software Tracker como instrumento de registro e coleta de dados, comparar

esses dados com a simulagao feita com o software Modellus.

2) Foi feita a importacdo da imagem para o Tracker e promoveram a vi-
deoanalise. Na figura 2.16, mostramos a captura de tela do Tracker para

a videoanalise do movimento do carrinho de brinquedo. A direita e acima,
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vemos o grafico da coordenada z em funcdo do tempo. A direita e abaixo,
temos a tabela com os dados da videoanalise. Os dados foram exportados
para uma planilha eletronica (LibreCalc). A opgao pela planilha eletronica
deve-se a simplicidade na obtencao das componentes da velocidade e da ace-
leragdo, como veremos adiante. Os dados correspondentes ao tempo e as
coordenadas cartesianas da posicao sao exportados para a planilha eletro-
nica e, utilizando as equagoes 2.11, 2.12, 2.22 e 2.23, devidamente alocadas
na planilha, podemos obter as componentes cartesianas da velocidade e da
aceleracao a partir dos valores das componentes cartesianas da posicao nos

instantes considerados.

& Tracker _ %
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Figura 2.16: Captura de tela da videoandlise do movimento circular do carrinho de
brinquedo com o Tracker.

A tabela da Figura 2.17, mostra alguns dos dados exportados do Tracker
para o Libre Calc, das coordenadas x, y e para o raio R, cujo valor foi

determinado pela equagao,

R = /22 + v (2.35)
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t(s) x (mm) y (mm) R (mm) E% R médio {mim) Desvio{%)
0,000 115,47 -0.54 115,47 0.41 114,9 0,9
0,033 113,32 11,33 113,88 0,97
0,067 111,70 24,28 114,31 0,60
0,100 109,54 3777 115,87 0,75
0,133 103.60 50,18 115,12 0,10
0,167 97.13 58.82 113,55 1,26
0,200 80,1 69,07 113,54 1.27
0,233 81,48 78,24 112,96 1,77
0,267 72,85 85.80 112,55 213
0,300 62,59 92,81 111,95 2,66
0,333 52,34 98,75 111,76 2,82
0,367 41,55 104,14 112,12 2,50
0,400 31.84 107.38 112,00 2,61
0,433 16,19 111,16 112,33 2,32
0.467 5,94 111,16 111,32 3,20
0,500 -5,09 111,16 111,45 3,09
0,533 -21,58 109.54 111,64 2,92
0,567 -32,92 106.30 111,28 3,23
0,600 45,33 103.06 112,59 210
0,633 -56,66 96,05 111,51 3,03
0,667 -66.,53 87.41 111,07 34
0,700 77,16 78,24 109.89 4.4
0,733 -85,26 71,23 111,09 3.40

Figura 2.17: Tabela com os dados fornecidos pelo Tracker para as coordenadas x e y
e o tempo. O raio foi determinado a partir da equacao 2.35 , implementada na planilha
eletronica. Também sao apresentados os desvios em relagao ao valor tedrico, a média sobre
todos os valorem obtidos para o raio e o desvio da média em relacdo ao valor tedrico.

Essa equacao foi implementada na planilha eletronica, determinando, as-
sim, os valores do raio para cada instante. O desvio percentual em relacio ao

raio medido (R = 115 mm), também é mostrado na tabela da Figura 2.17.

Na Figura 2.18, mostramos os graficos x(t) e y(t), plotados a partir dos
dados obtidos com o Tracker, superpostos ao modelo matematico a partir do
Modellus.

A tabela abaixo (Figura 2.19), mostra alguns dos dados exportados do
Tracker para o Libre Calc, das componentes cartesianas velocidade. Es-
sas componentes foram obtidas a partir das coordenadas cartesianas, x ey,
utilizando as equacoes 2.11 e 2.12. O moédulo da velocidade foi obtido, im-

plementando no LibreCalc, a equagao 2.13. O desvio percentual em relacao
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Figura 2.18: Comparacio entre os dados obtidos a partir do Tracker (videoanlise) e da
modelagem (Modellus para as coordenadas = e y do movimento do carrinho.

ao valor medido (v = 379,5 mm/s), também ¢é mostrado na tabela da Figura

2.19. Os gréficos de v,(t) e v,(t), sdo mostrados na Figura 2.20. A tabela
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exibida na Figura 2.21, mostra alguns dos dados exportados do Tracker para
o Libre Calc, das componentes cartesianas da aceleragao. Essas componen-
tes foram obtidas a partir das coordenadas cartesianas, x e y, utilizando as
equagoes 2.22 e 2.23. O moédulo da aceleragao foi obtido, implementando no
LibreCalc, a equacgao 2.25. O desvio percentual em relagao ao valor medido
(a = 1.252,3 mm/s?), também é mostrado na tabela da Figura 2.21. Os

graficos de a,(t) e a,(t), sdo mostrados na Figura 2.22.

t(s) vz (mmis) | vy (mmis) v (mmis) E% v médio (mmis) Desvio (%)
0,000 1,80 384,53 384,53 1,33 382,5 0,79
0,033 -37.73 377,34 379,22 0,07
0,067 -80.86 371,95 380,64 0,30
0,100 -125.78 364,76 385,84 1,67
0,133 -167.11 345,00 383,34 1,01
0,167 -195.86 323,43 378,11 0,37
0,200 -230,00 300,07 378,08 0,37
0,233 -260,54 271,33 376,17 0,88
0,267 -285.70 242 58 374,79 1,24
0,300 -309.06 208,44 372,78 1,77
0,333 -328.82 174,30 372,16 1,93
0,367 -346.79 138,36 373,37 1,61
0,400 -367 57 106,01 372,96 1,72
0,433 -370.15 53,91 374,06 1,43
0,467 -370,15 19,77 370,68 2,32
0,500 -370.15 -26,95 371,13 220
0,533 -364.76 -71.87 371,78 2,04
0,567 -353,98 -109.61 370,56 2,36
0,600 -343.20 -150,94 374,92 1,21
0,633 -319.84 -188.67 371,34 2,15
0,667 -291.09 -228.20 369,88 2,54
0,700 -260.54 -256,95 365,93 3,58
0,733 -237.18 -283,90 369,94 2,62

Figura 2.19: Tabela com os dados fornecidos pelo Tracker para as componentes carte-
sianas da velocidade e o tempo. O médulo da velocidade foi obtido a partir da equagao
2.8, implementada na planilha eletronica. Também sdo apresentados os desvios em relagao
ao valor teérico, a média sobre todos os valorem obtidos para a velocidade e o desvio da
média em relagdo ao valor tedrico.

A tabela abaixo (Figura 2.23), mostra alguns dos dados exportados do
Tracker para o Libre Calc, das posi¢oes angulares (em graus e em radianos).

O grafico da posigao angular (em radianos) é mostrado na Figura 2.24.
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Figura 2.20: Comparacio entre os dados obtidos a partir do Tracker (videoanalise) e da
modelagem (Modellus) para as componentes cartesianas da velocidade do movimento do
carrinho.

Avaliagao sobre a videoanalise com o software Tracker

Abaixo, listamos cinco questdes que versam sobre a videoanalise com o
software Tracker. O objetivo é a sondagem dos conhecimentos adquiridos no

manuseio do programa, assim como a validagdo, por parte do mesmo (como
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t(s) ax (mm/s*2) ay (mm/s*2) a(mm/s*2) E% a médio(mmis*2)  Desvio (%)
0,000 -1.280,60 598 1.280,62 2,26 1.274,0 1,73
0,033 -1.256,67 -125.67 1.262,93 0,85
0,067 -1.238,71 -269.29 1.267,65 1,23
0,100 -1.214,78 -418.89 1.284,97 2,61
0,133 -1.148,95 -556.52 1.276,64 1,94
0,167 -1.077,14 -652.27 1.259,24 0,55
0,200 -999,35 -765.97 1.259,13 0,55
0,233 -903,60 -867.70 1.252,76 0,04
0,267 -807.86 -951,48 1.24817 0,33
0,300 -694,16 -1.029,27 1.241.47 0,86
0,333 -580.46 -1.095,09 1.239.42 1,03
0,367 -460.78 -1.154,94 1.243,46 0,71
0,400 -3563.06 -1.190,84 1.242.08 0,82
0,433 -179,52 -1.232,73 1.245,73 0,52
0,467 -65.83 -1.232.73 1.234.49 1,42
0,500 89,76 -1.232,73 1.235,99 1,30
0,533 239,36 -1.214,78 1.238,14 1,13
0,567 365,03 -1.178,87 1.234,09 1,45
0,600 502,67 -1.142.97 1.248,62 0,29
0,633 628,33 -1.065,17 1.236,69 1,25
0,667 759,98 -969.43 1.231,81 1,64
0,700 855,73 -867.70 1.218,68 2,68
0,733 945,49 -789.90 1.232,03 1,62

Figura 2.21: Tabela com os dados fornecidos pelo Tracker para as componentes car-
tesianas da aceleragio. O moédulo da aceleracdo foi obtido a partir da equacio 2.14,
implementada na planilha eletrénica. Também sao apresentados os desvios em relacao
ao valor tedrico, a média sobre todos os valorem obtidos para a aceleracao e o desvio da
média em relagdo ao valor tedrico.

recurso de coleta e andlise de dados), de modelos matematicos teéricos.

Questao 1) Qual a sua opinido sobre a manuseabilidade do software Trac-
ker? Ou seja, o programa, no que se refere ao registro (filmagem) e coleta de

dados (registro de cada quadro), de facil ou dificil manuseio?

Questao 2) Vocé considera, que na auseCia de laboratérios didaticos, o

software Tracker é um bom recurso para o registro e analise de dados?

Questao 3) Quais os aspectos positivos do programa? E quais as carac-

teristicas negativas? Opcoes de respostas, como precisao, interface, suporte
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Figura 2.22: Comparagio entre os dados obtidos a partir do Tracker (videoandlise) e
da modelagem (Modellus) para as componentes cartesianas da aceleracio do movimento
do carrinho.

online, divulgacao, relagao com outros softwares ou planilhas eletronicas, fo-

ram sugeridas.

Questao 4) Vocé recomendaria o uso do software Tracker aos seus colegas

da escola e de outras instiui¢oes de ensino?
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t ") B(rad) w (radls) E% w médio(rad/s) Desvio(%)
0.00 -0.27 0,00 313 519 3,29 0,40
0,03 5,71 0,10 343 3,94
0.07 12,26 0,21 3,54 722
0,10 19,03 0,33 3,57 8,14
0,13 2584 0.45 2,80 15,11
017 31.20 0,54 3,28 0,54
0,20 747 0,65 3,33 1.02
0,23 43,84 0,76 3,05 T.57
0,27 49.67 0.87 3,32 0,49
0,30 56.00 0,98 3,18 3,73
0,33 62,07 1,08 323 2,06
0,37 68,25 1,19 2,74 16,96
0,40 73,49 1,28 4.31 30,49
0.43 81,7 1,43 274 17.07
0.47 86,94 1,52 3,78 14,562
0,50 94,16 1,64 3,65 10,73
0.53 101,15 1,76 37 3,93
0,57 107.20 1,87 342 3,63
0,60 113,74 1,98 3,56 7.78
0,63 120,54 210 3,96 19,87
0,67 128,09 223 3.41 3,20
0,70 134.60 2,35 2,89 12,44
0,73 140,12 244 3,56 TlT

Figura 2.23: Tabela com os dados fornecidos pelo Tracker para a posi¢do angular. A
velocidade angular foi obtida a partir da velocidade média entre dois instantes. Também
sdo apresentados os desvios em relagdo ao valor tedrico, a média sobre todos os valorem
obtidos para a velocidade angular e o desvio da média em relagdo ao valor tedrico.

Questao 5) Quais sugestoes vocé faria para o aperfeicoamento do software
Tracker?

Respostas as questoes

Questao 1) Quinze alunos (60%), consideraram o programa com dificuldade
média de uso. Oito alunos (32%) consideraram o programa de facil manuseio.
Dois alunos (8%) acharam-no dificil. Vale destacar, que tais respostas se
revelaram, sobretudo, na coleta e registro de dados, que foi feita manualmente
(ndo optamos pelo recurso autotracker, pois, consideramos o modo manual

como mais interativo por parte dos alunos.
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Figura 2.24: Comparagao entre os dados obtidos a partir do Tracker (videoanilise) e
da modelagem (Modellus) para a posigao angular do movimento do carrinho.

Questao 2) A totalidade dos alunos respondeu que o uso do software Trac-
ker para fins didaticos supre a falta de dispositivos laboratoriais de registro

e andlise de dados.

Questao 3) Como caracteristicas positivas: Seis alunos (24%) destacaram a
interface do programa como sendo bastante clara. Outros seis alunos (24%),
destacaram a precisdao do registro dos pontos. Cinco alunos (20%) chamaram
a atencao para facilidade para a exportagao dos dados para outros programas
(como O Ezxcel ou Libre Calc). Quatro alunos (16%), destacaram a versati-
lidade na obtencao do programa, além da possibilidade de aperfeicoamento
do mesmo. Outros quatro alunos (16%) lembraram do suporte dado, por
meio de féruns de discussdao na internet e das possibilidades de comparti-
lhamento de ideias e experiéncias. Como destaques negativos: Oito alunos
(32%) destacaram a falta de divulgacao do software Tracker fora do ambiente
académico. Os alunos restantes (17 alunos, ou 68%) nao registraram pontos

negativos.
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Questao 4) Todos recomendariam o software Tracker.

Questao 5) Todos consideraram o software Tracker satisfaério. Nenhuma

sugestao foi feita.

Discussao dos resultados

A comparacao entre os resultados da simulacao com o Modellus e da vi-
deoanédlise com o Tracker, mostram uma boa concordancia. A andlise dos
dados confirma o modelo teérico, ou seja, o Movimento Circular e Uniforme
(MCU) é o resultado da superposicao de dois Movimentos Harménicos Sim-
ples (MHS) em quadratura. A partir dos graficos obtidos (Figuras 2.18, 2.20,
2.22 e 2.24), os alunos puderam obter os parametros medidos e calculados
anteriormente. Além dos valores obtidos a partir da planilha eletronica, tam-
bém foi proposta a determinacao de tais parametros a partir da leitura direta

dos graficos e, emseguida, uma comparacao com os resultados da planilha.

Nos graficos da Figura 2.18, determinaram o raio da trajetéria a partir
das amplitudes. Nos graficos da Figura 2.20, as amplitudes fornecem o mé-
dulo da velocidade linear. Nos graficos da Figura 2.22, determinaram a
aceleracao a partir das amplitudes. A velocidade angular foi determinada a
partir do coeficiente angular da reta do grafico da Figura 2.24. O periodo
e, consequentemente, a frequéncia, foram determinados a partir das leituras
e comparacoes dos graficos das Figuras 2.18, 2.20 e 2.22. Elencamos esses

parametros na tabela abaixo.

Raio (R) 111,5 mm
Periodo (T) 1,7s
Frequéncia (f) 0,6 Hz

Velocidade angular (w) | 3,1 rad/s
Velocidade linear (v) 367 mm/s
Aceleragao (a) 1.210 mm//s?

Tabela 2.1: Média dos resultados obtidos pelos alunos a partir das leituras
dos graficos.
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Abaixo, relacionamos os relatos de alguns alunos acerca das atividades

desenvolvidas.

Aluna 1) [...]Achei muito interessante a maneira como a teoria é compro-
vada pela experiéncia, pois, raramente ou nunca trabalhamos com as duas

coisas.

Aluno 2) A aula é bastante dindmica e conta com a participa¢ao de todos

e em equipe.

Aluno 3) [...] J4 instalei os dois programas (Modellus e Tracker) em meu

notebook. Achei bastante simples a utilizacao.

Aluno 4) Deverfamos contar com mais tempos de aula dedicados a experi-

éncias. Ver o que acontece na pratica, ¢ muito mais interessante.

Aluna 5) Passei a me interessar mais pelas aulas de fisica.

Aluna 6) Apesar de nao gostar de fisica, achei a atividade muito legal.

Aluno 7) Alguns colegas que gostam de informética, ajudaram bastantes

os que nao sabem muito. |...]

Aluna 7) Perguntei ao professor se podemos usar os programas em outras
atividades do bimestre. Ele disse que sim. Fiquei empolgada. Gostei do
trabalho.
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Uma proposta de atividade em

astronomia

Nesta secao, utilizaremos o software do Projeto CLEA na discussao da
Terceira Lei de Kepler, na determinacao da massa de Jupiter e no método de

Cassini/Rgmer, na importante descoberta da finitude da velocidade da luz.

As dificuldades no desenvolvimento de projetos experimentais e de analises
de dados na construgao do saber cientifico ou, de uma outra forma, do modus
operandi da cultura cientifica, sdo patentes. A utilizacao de softwares, sobre-
tudo os de codigo aberto (Open Source), minimiza a auséncia de laboratérios

de qualidade nas institui¢oes de ensino basico brasileiras.

No que se refere ao ensino e aprendizagem dos conceitos de Gravitacao
Universal, uma boa fonte de dados para o estudo das leis de Kepler do Movi-
mento Planetario e da Lei da Gravitagao de Newton, é o software do Projeto
CLEA (Contemporary Laboratory Exrperiences in Astronomy), de-

senvolvido pelo Gettysburg College com suporte na National Science Foun-
dation (NSF).

o6



Capitulo 3. Uma proposta de atividade em astronomia

@ CLEA Exercise - The Revolution of The Moons of Jupiter = X
File Help

THE REVOLUTION
OF THE MOONS
OF JUPITER

A Laboratory Exercise in Astronomy @

Entre as inimeras atividades propostas, destacamos o estudo das Luas

Galileanas de Jupiter. Nesse trabalho, vamos utilizar o programa The Re-
volution of the Moons of Jupiter (A Revolugao das Luas de Ju-
piter) como fontes de dados as posi¢oes (coordenadas) das luas galileanas
: o, Europa, Ganimedes e Calisto. No apéndice A1, discutimos partes da
obra Sidereus Nuncius (O Mensageiro das Estrelas) de Galileu Ga-
lilei, publicado em 1610. A descoberta do sistema de luas de Jupiter foi de
vital importancia para a quebra do paradigma aristotélico em relacao aos
corpos celestes, além de fornecer um instrumento de medida de tempo para

a determinacao de longitudes terrestres.

Destacamos que essa atividade ainda (até a consecugao deste trabalho) nao
foi aplicada pelo autor em sala de aula. No entanto, estamos convencidos das
qualidades pedagdgicas e sustentamos que sua aplicacao no ambiente escolar
possa render frutos no que se refere a introducao ao estudo de astronomia e
em Gravitagdo Universal. No apéndice F propomos que essa atividade seja
repetida para as outras luas galileanas, cujos dados podem ser obtidos no

programa.
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3.1 Utilizando o software do Projeto CLEA

A coleta de dados

Antes de descrevermos o processo de coleta de dados utilizando o programa
do projeto CLEA, gostariamos de fazer uma comparacao entre as posigoes
das luas exibidas no programa numa determinada data e uma astrofotografia
das mesmas luas, na mesma data. O objetivo é assegurar a fidelizacao do

programa como fonte de dados para analises e discusoes em sala de aula.

Na figura 3.1, temos o layout do programa, destacando as posi¢oes das luas
de Jupiter na data do dia dois de abril de 2017, a zero hora e trinta minutos
e uma astrofotografia feita com o equipamento Celestron Travel Telescope
70/400. Podemos notar a semelhanga entre as posi¢oes das luas oferecidas
pelo programa e as posicoes reais das luas mostradas pelo telescépio. Por-
tanto, o programa se constitui em excelente fonte de dados para o estudo
do movimento orbital das luas de Jupiter, ou seja, na determinacao de seus
periodos e raios orbitais. de posse desses dados, podemos determinar a Ci-
neméatica e a Dindmica planetarias a partir das Leis de Kepler e Newton,

respectivamente.

Para o registro de dados, procedemos, apds o login, clicando em File
e Features onde, na janela exibida, habilitamos Use ID Colors para a
identificagdo das luas e damos Ok; lo (rosa), Europa (branco), Ganimedes

(verde-azulado) e Calisto (amarelo), como mostrado na Figura 3.2.

Em seguida, clicamos em File, Observation Date ¢ Set Date/Time
e, na préxima janela, determinamos a data e o horario que pode ser expresso
em Universal Time ou em Julian Date (Data Juliana) (Apéndice E),

como mostrado também na Figura 3.2. Clicamos em Ok.

Passemos, agora, para o registro das posi¢oes das luas. Para tanto, clica-

mos sobre o ponto colorido da tela que representa a lua estudada (pode-se
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@ CLEA Exercise - The Revolution of The Moons of Jupiter = *
File Help

April 2, 2017

UT: 0 Hrs, 30 Min, 00.0 Sec 300X | |
Jul. Day: 2457845 520833

Data Interval: 24.00000 Hrs 4 100 | Next |

Calisto

Europa

Io
.

Data e hora
Data e hora Dia juliano

Ganimedes
2017 - 4 - 2

Figura 3.1: Layout da tela do programa do Projeto CLEA para o estudo das luas de
Jupiter, para uma determinada data, uma astrofotografia do planeta e de suas luas na
mesma data, com a ajuda de um telescopio refletor Celestron Travel 70/400 (abaixo a
esquerda). Abaixo e a direita, temos um print do programa Stellarium, mostrando a
configuracao das luas de Jupiter no mesmo dia e horario.

fazer o registro simultdneo das posigoes das quatro luas). No canto inferior
direito da tela, aparece o nome da lua e suas coordenadas X e Y, além da
sua distancia ao centro de Jupiter (em didmetros de Jupiter - Jup. Diam),
além da posicao da lua em relagdo ao planeta conforme vista da Terra, ou
seja E (Leste de Jupiter) ou W (Oeste de Jupiter.). Os botoes: 100X,
200X, 300X e 400X, representam recursos de zoom (Figura F.2).
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Select Features ot (&{ Set Date/Time X
& ) Hotlist
[ Animation
Obszervation Date
v Use ID Colors DatesTime Format Universal LCY/MM/DD - HHMM:SS
[~ Show Top Yiew + Calendar (YMD-HMS] | Time [uTC) eFRAOERNE  |00:29:59
[~ Stop Animation on Enterf/Exit Eclipse " Julian Date Julian Date: [2457851 520833

[~ Show Echpsed Moon

v o |

Comment: ¢ OK | X Cancel

Figura 3.2: Identificando as luas galileanas e configurando as datas.

April 8, 2017 o

UT: 0 Hrs. 30 Min, 00.0 Sec | 300x | | e

Jul Day: 2457851 520833 e
Data Interval: 12.00000 Hrs _ 200X | ao0x | Next |

\/ Becord

Figura 3.3: Registrando as posices das luas galileanas.

Clicando em Record, os registros da coordenada X e do instante sao
gravados. Com o botao Next, passamos para a proxima posicao da lua
selecionada (no nosso caso, 12 horas mais tarde). Dai em diante, repetimos
o processo: clicamos sobre a lua, gravamos e passamos para a proxima data.
Fazemos isso até que tenhamos um ntmero adequado de pontos. Quanto

mais pontos, evidentemente, maior seré a precisao da nossa analise.

Vale destacar que, em algumas situacoes, nao teremos a imagem das luas
e sim, uma imagem com nuvens. Isso significa que no horario selecionado, a

observagao nao foi realizada em virtude das condigoes climéaticas.

Apo6s o registro dos dados, passamos a etapa de andlise dos dados e con-
feccao dos gréficos e ajustes cabiveis. Para tanto, cliquemos em File, Data
e Analyze. Na proxima tela, clique em Data e Select Moon. Escolha a
lua em analise. Em seguida, clique em Plot, Fit Sine curve e Set Initial
Parameters. Na janela exibida (Figura 3.4), no espago correspondente a
T-zero, digitamos o instante em que a curva cruza o eixo do tempo, ou seja,

clicamos sobre o eixo do tempo (em Data Juliana), onde supomos a curva
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cruzando o eixo e determinamos esse valor, que sera digitado no espago cor-
respondente. No espago Period (Days) digitamos o periodo do movimento,
ou seja, o intervalo de tempo entre dois picos do gréafico. Clicamos sobre cada
pico e determinamos o intervalo de tempo entre eles. Em seguida, no espago
destinado a Amplitude (Jup. Diams.), digitamos a amplitude da drbita
(raio médio orbital), apds clicarmos sobre os picos e estimarmos a amplitude.
Finalmente, clicamos em Ok. Uma curva senoidal é exibida. A amplitude

corresponde ao raio médio orbital e o periodo, ao periodo orbital da lua.

Sine Curve Parameters b4

See "Help"->"Fit S5ine Curve™ for
information on estimating initial values from
data plots.

T-Zero (Mod. Jul. Date]: |

Period [Daysz]: |

Amplitude [Jup. Diams_]: |

« OK ‘ x Eam::elé

Figura 3.4: Analise dos dados.

Para fazer o ajuste da curva aos dados, ajustamos os botdes correspon-
dentes a T-zero, Period (Days) e Amplitude (Jupiter Diameters),
de modo que o pardmetro RMS Residual tenha o menor valor possivel. O
ajuste pode ser grosseiro (Coarse) ou suave (Fine). Os parametros relati-
vos aos ajustes sao mostrados no canto inferior direito. A Figura 3.5 mostra

o resultado da analise para a lua Io.

Para essa lua, o periodo orbital é de cerca de 1,77 dias (na literatura,
1,77 dias) e o raio orbital igual a 2,93 didmetros de Jupiter. Na literatura,
encontramos o didmetro de Jupiter como sendo igual a 142.984 km. Portanto,
o raio médio orbital de Io é de cerca de 418.943 km (na literatura, 421.600
km).

61



Capitulo 3. Uma proposta de atividade em astronomia

10 (I} - Measured Offset in Jupiter Diameters
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Figura 3.5: Gréfico da amplitude da érbita em fungdo do tempo, para a lua Io.

A figura 3.6 mostra o resultado da andlise para a lua Europa.

Para essa lua, o periodo orbital é de cerca de 3,55 dias (na literatura, 3,55
dias) e o raio orbital igual a 4,70 didmetros de Jupiter, ou seja, raio médio
orbital de Europa ¢ de cerca de 672.696 km (na literatura, 671.034 km).

A figura 3.7 mostra o resultado da andlise para a lua Ganimedes.

Para essa lua, o periodo orbital é de cerca de 7,19 dias (na literatura, 7,15
dias) e o raio orbital igual a 7,41 didmetros de Jupiter, ou seja, raio médio
orbital de Ganimedes é de cerca de 1.059.883 km (na literatura, 1.070.412
km).

A figura 3.8 mostra o resultado da anélise para a lua Calisto.

62



Capitulo 3. Uma proposta de atividade em astronomia

EUROPA (II) - Measured Offset in Jupiter Diameters
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Figura 3.6: Gréfico da amplitude da érbita em fun¢io do tempo, para a lua Europa.

Para essa lua, o periodo orbital é de cerca de 16,35 dias (na literatura,
16,69 dias) e o raio orbital igual a 13,06 didmetros de Jupiter, ou seja, raio
médio orbital de Calisto é de cerca de 1.867.371 km (na literatura, 1.882.709
km).

3.1.1 Demonstrando a validade da Terceira Lei de Ke-

pler para o sistema de luas de Jupiter

Em 1619, na sua obra Harmonices Mundi (Apéndice B), o astrénomo
e matematico alemao, Johannes Kepler (1571-1630) mostrou que o quadrado
dos periodo orbital, T, dos planetas é diretamente proporcional ao cubo do
raio médio orbital, R. Ou seja, para corpos celestes orbitando o mesmo corpo

central, teremos que,
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GANYMEDE (IIT) - Measured Offset in Jupiter Diameters
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Figura 3.7: Gréfico da amplitude da érbita em fungdo do tempo, para a lua Ganimedes.

2
— = Constante (3.1)

R3
A tabela abaixo mostra os periodos orbitais, os raios médios orbitais e a
razdao T?%/R3, para as quatro luas galileanas de Jupiter, com os dados obtidos

acima. A Figura 3.9, mostra o grafico dessa relacao e o coeficiente angular

da reta de ajuste.

Lua T (dias) | R (Didmetros de Jupiter) | T?/R3

Io 1,77 2,93 0,124
Europa 3,55 4,70 0,122
Ganimedes 7,19 7,41 0,127
Calisto 16,35 13,06 0,120

Tabela 3.1: A Terceira Lei de Kepler aplicada as luas galileanas de Jupiter.
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CALLTSTO (IV) - Measured Offset in Jupiter Dameters
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Figura 3.8: Gréfico da amplitude da érbita em fungio do tempo, para a lua Calisto.

300
Calisto g
250 e
-~
o
200
/"/./..
o 150 T
= g Ganimedes
100 -
/'/.. 3 ,
Ganimed@s Europa
50 P
Eurepa lo
o _w
o m®
0 500 1000 1500 2500

R"3

Figura 3.9: Grafico da relagdo entre o quadrado do perfodo e o cubo dos raios orbitais
para as luas galileanas de Jupiter. A reta de ajuste (obtida a partir do LibreCalc) possui
coeficiente angular igual a 0,1201.
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Portanto, com as informagoes obtidas a partir da andlise dos dados dos mo-
vimentos orbitais das luas galileanas de Jupiter, pudemos comprovar, com
boa concordancia, a Terceira Lei de Kepler, isto é, de que a razao entre os
quadrados dos periodos orbitais e o cubo dos raios médios orbitais é uma
constante, quando os corpos (luas) orbitam um mesmo corpo central (Jupi-
ter). Ou seja, a universalidade da Lei, que nos revela que a mesma nao é
aplicada apenas aos planetas do sistema solar, mas também ao sistema de

luas de alguns desses planetas.

Na proxima secao, vamos utilizar a versao newtoniana da Terceira Lei de
Kepler, na determinacao da massa de Jupiter a partir dos dados orbitais
(periodos e raios médios orbitais) de suas luas principais. Para tanto, vamos
admitir que as Orbitas sejam circulares (baixa excentricidade), o que nao

deixa de ser uma boa aproximacao.

3.1.2 Calculando a massa de Jupiter

Sabemos, da Lei da Gravitacao Universal de Newton (Apéndice C) que,
num modelo de érbita circular (excentricidade nula), a forga gravitacional
executa o papel de resultante centripeta, isto é, modifica apenas a dire¢do do
vetor velocidade, de modo que seu modulo é constante. Temos, portanto, um
movimento circular e uniforme com periodo bem definido, T, e raio orbital

constante, R. Logo, teremos que,

F =R, (3.2)
GMm  mv?
R R (3:3)
GM
P — 3.4
vi= (3.4)
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Onde, G, ¢é a constante da Gravitacao Universal, M, a massa do corpo
central (no caso, Jupiter), m, a massa do corpo que orbita o corpo central

(luas) e R, o raio da érbita.

Considerando o modelo de érbita circular, teremos, para o médulo da

velocidade orbital,
v=— (3.5)

Portanto, substituindo (3.5) em (3.4), teremos

T?  4x?
LT (3.6)
R GM

Que é a Terceira Lei de Kepler (Apéndice C). Note que a constante depende
da massa do corpo central. Logo, a razao T?/R? é constante para todos os

corpos que orbitam um mesmo corpo central.

Isolando a massa M, (3.6) fica

B AT’ R3

M =2 (3.7)

Podemos usar a rela¢ao (3.7) e os dados obtidos a partir da andlise dos
movimentos das luas de Jupiter e determinarmos a massa do planeta gigante.

A tabela abaixo, mostra os resultados para o calculo da massa de Jupiter.

Lua T (105s) | R (10%km) | M ygpiter(10*7kg)
Io 1,53 4,18 1,85
Europa 3,07 6,72 1,91
Ganimedes 6,21 10,59 1,82
Calisto 14,13 18,67 1,93

Tabela 3.2: Determinacao da massa de Jupiter a partir dos dados orbitais de
suas luas galileanas.
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Discussao dos resultados

A média das massas obtidas para cada lua analisada é de M jupiter =
1,88.10%" kg. Na literatura, encontramos para a massa de Jupiter, M =

1,8986.10%" kg. Uma diferenca de cerca de pouco mais de 1,1%.

O mesmo argumento pode ser utilizado na determinacao da massa da
Terra. Sabendo que o raio da orbita lunar é de cerca de 384.000 km e o
periodo orbital da Lua ¢é de cerca de 27,3 dias, concluimos que a massa da
Terra é de cerca de 6,00.10%* kg. Portanto, a massa de Jupiter, é cerca de
313 vezes a massa da Terra. Na literatura encontramos cerca de 317,8. Uma

diferenca de cerca de 1,4%.

3.2 As luas de Jupiter e a primeira confirma-

cao da finitude da velocidade da luz

Jupiter e suas luas funcionando como um relégio

Em janeiro de 1610, Galileu Galilei (1564-1642) descobriu que Jupiter tinha
quatro luas (Apéndice A). lo levava cerca de 1,7 dias, Europa, cerca de 3,5
dias, Ganimedes com de cerca de 7 dias e Calisto, com cerca de 16,7 dias. Tais
periodicidades poderiam ser usadas nas previsoes sobre um dado momento em
datas futuras. Uma tabela para tais previsoes das posi¢oes de objetos celestes
em dados instantes é chamada de efemérides. Os astronomos, valendo-se
dessas efemérides, poderiam prever os tempos de futuros eclipses das luas
de Jupiter. Portanto, as luas jupiterianas funcionavam como uma espécie de
relogio celeste de excelente precisao. As efemérides também poderiam ser
usadas na determinacao da longitude a partir da diferenca entre a hora local
e a hora no meridiano, pois, como sabemos, cada hora corresponde a 15° de
longitude (A Terra completa uma volta a cada 24 horas, portanto, teremos

15° por hora).
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A finitude da velocidade da luz

Io
ID Tdpiter Jupiter
® &
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Figura 3.10: Diferentes configuraces do Sistema Terra-Jupiter. A esquerda, planetas
em oposi¢ao e a direita, planetas em conjuncao.

O astréonomo franco-italiano, Giovanni Domenico Cassini (1625 - 1712),
procurou determinar a da longitude medindo o tempo de rotacao de Jupiter.
Por volta de 1672, Ole Christensen Rgmer (1644 - 1710), um astrénomo
dinamarqués que também fez extensas observacoes de Jupiter e suas luas, foi

para o Observatério de Paris para trabalhar com Cassini.

Inicialmente, Cassini observou o eclipse da lua Io e notou que a oculta-
¢ao da lua, quando Jupiter e Terra estavam na maior distancia (Conjuncao),
apresentava um atraso de cerca de 12 minutos. A principio, Cassini interpre-
tou esse resultado como sendo devido a finitude da velocidade da luz, porém,
abandonou essa ideia. Rgmer, por outro lado, considerou essa ideia plausi-
vel, ou seja, de que a luz possuia uma velocidade finita. Sua interpretacao, a
partir dos dados de Cassini, lhe permitiu determinar a velocidade da luz em

cerca de 70% do valor aceito na atualidade. [16]
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Fro. 0.

Figura 3.11: Cassini e Romer. A direita, figura do relatério de dezembro de 1676, em
que Rgmer discorre sobre os eclipses das luas de Jupiter e a finitude da velocidade da luz.
(Wikipédia).

3.3 O Projeto CLEA e uma atividade para
a determinacao da velocidade da luz, ob-
servando os eclipses de uma das luas de
Jupiter

Para iniciarmos a atividade, na plataforma Windows, devemos clicar no
icone do Projeto CLEA chamado Jupiter’s Moons € Speed of Light,
como mostrado na Figura F.. No menu, selecione F'ile e em seguida, Login
e coloque seu nome, por exemplo, quando solicitado. Clicando em OK,
aparecera uma tela com o titulo CLEA FExercise - Jupiter’s Moons &4
Speed of Light. Ative o programa no menu, clicando em sequéncia File e
Run (Figura 3.12).

Nessa atividade, observaremos os tempos dos eclipses de To, em duas datas
diferentes: 1. Quando Jupiter estd mais distante da Terra (Conjungao), a
qual, chamaremos de Data Distante; 2. Quando Jupiter estd mais préximo

da Terra (Oposi¢ao), chamaremos de Data Préxima.
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E CLEA Exercise - Jupiter's Moons and The Speed of Light = *
File Help

JUPITER’S MOONS

June 10, 2019
UT: 0 Hrs, 00 Min. 00.0 Sec | 100X | 300% | L |

Jul. Day: 2458644.500000
200X
Data Interval: 24.00000 Hrs 4 100x | Next |

/ Record I

Figura 3.13: Tela do programa Jupiter’s Moons & Speed of Light.

As datas para a conjuncao (Data Distante) e para a oposigao (Data Pro-

xima) podem ser obtidas no programa, clicando a sequéncia: File, Obser-
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vation Date ¢ Jupiter Phenomena. Clicando em Record, teremos a
distancia entre a Terra e Jupiter na data selecionada. Uma observacao im-
portante é que as datas dos eclipses também podem ser obtidas a partir de
anudrios de astronomia (como o do Observatério Nacional) ou na U.S. Na-
val Observatory (USNO) em Topocentric Configuration of Major
Solar System Bodies [28].

Cassini obteve seus dados a partir do tempo em que Io emerge da sombra
de Jupiter. Nesta atividade, determinaremos o momento em que Io penetra
na sombra do planeta gigante. Para tanto, observaremos e registraremos o
momento em que Io penetra na sombra e desaparece. Usaremos o periodo
sinddico de Io (o tempo necessario para que o mesmo reapare¢a no Mmesmo
local entre duas conjungoes (ou oposigoes) sucessivas, para prever o momento
do inicio de um eclipse varios meses depois. A partir de entdo, comparamos

a data prevista com a data observada.

Supondo que a luz viaje com velocidade finita, a mesma levara mais tempo
para chegar até a Terra quando Jupiter estiver mais distante do que quando
estiver mais préximo da Terra. A diferenga entre esses tempos (previsto
e observado), At, é o intervalo de tempo gasto pela luz para percorrer a
distancia AS, que é a diferenca entre as distancias entre a Terra e Jupiter

nessas datas. Portanto, podemos estimar a velocidade da luz, c, a partir da
relacao: ¢ = AS/At.

Configuragoes e procedimentos.

1. Inicialmente, encontraremos duas datas para as observagoes dos eclipses.
Decidimos escolher duas datas de modo que uma seja cerca de dois meses
ap6s a data da conjungao (Data Distante), e a outra data, cerca de um
més antes sa data da oposig¢ao (Data Proxima). Tal procedimento, nos
assegura que, do ponto de vista da Terra, o cone de sombra de Jupiter estara

a leste do planeta gigante, facilitando bastante a observagao da ocultagao de

To.
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@ Planetary Phencmena — O »
List

Jupiter phenomena ccourring near June 10, 2019

Opposition:
June 10, 2019 15:27:42 UT (JD: 2458645.144237)

Conjunction:
November 26, 2018 6:32:54 UT (JD: 2458448.772848)

Cuadrature (Sun Elongation %0° West):
March 14, 2019 1:29:19% UT (JD: 2458556.562020)

Quadrature (Sun Elongation %0° East):
September 8, 2019 15:26:18 UT (JD: 2458735.143263)

Earth-Jupiter Distance June 10, 2019 0:00:00 UT (JD: 2458644.500000) :
4,28458 AU (6.40964E+08 Km)

Figura 3.14: Janela do programa mostrando as datas das conjungdes e oposicdes.

Para determinarmos essas datas, clicamos em F'ile, Observation Date
e Jupiter Phenomena. A janela abaixo é exibida, mostrando as datas e
horédrios (em UT e JD) das préximas conjungoes e oposi¢oes, assim como a

distancia entre a Terra e Jupiter na data da oposi¢do (em AU e km).

Temos, portanto, para a préxima oposigao, o dia 10 de junho de 2019 (JD:
2458645,144237) e para a proxima conjuncao, o dia 26 de novembro de 2018
(JD: 2458448, 772848). Escolhemos, para a Data Distante, 26 de fevereiro
de 2019 (trés meses depois da conjungao) e para a Data Préxima, 10 de maio

de 2019 (um més antes da oposicao), conforme mostrado na Figura 3.13.

Clicando na sequéncia File, Observation Date e Features, habilitamos
todas as opgoes, exceto Animation. Nas telas correspondentes a Show Top
View, vemos as luas identificadas por cores, suas orbitas e o cone de sombra
de Jupiter, nas duas datas escolhidas (Figura 3.14). As datas também podem
ser gravadas. Para tanto, clique na sequéncia F'ile, Observation Date e
View/Print Saved Events. Repetindo a sequéncia, uma janela é exibida

com uma lista das datas gravadas.

2. Agora, vamos observar e registrar o momento do inicio do eclipse na Dada
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Distante. Para tanto, clique em Show Top View, na janela exibida, clique

em View e, em seguida, Eclipses ¢ Hide Moon on Eclipse.

Para o registro do momento do inicio do eclipse, clique em File, Timing
e, na janela exibida, Observation Step (Hrs), digite 1.0. Avance nas
posicoes de lo, clicando no botdo Next (ou a tecla Space). Quando a
distancia de lo a Jupiter for de cerca de um diametro de Jupiter, reduza
o passo para 0.01 hrs. Com cerca de um quarto de didmetro de Jupiter,
reduza o passo para 0.005 hrs. Avance até que a lua Io desapareca. Este é o

momento do inicio do eclipse. Registre-o.

No nosso caso, registramos o inicio do eclipse na Data de 26 de fevereiro
de 2019, as 19 horas, 15 minutos e 0 segundo (Data Juliana 2458541,302083)
e , nesta data, a distancia entre a Terra e Jupiter foi de 5,48009 U.A.

3. Determinaremos o nimero (N) de érbitas realizadas por lo entre a Data
Distante (Dp) e a Data Préxima (Dp). Evidentemente, que o nimero de
orbitas é dada pela razao entre o nimero de dias entre essas duas datas e o

periodo sinédico de To (Ts). Ou seja,

_ Dp—Dp
=

N (3.8)

O periodo sinddico de To é de 1,769861 dias e as Datas Proxima e Distante
sdo, respectivamente, 10 de maio de 2019 e 26 de fevereiro de 2019. Como,

entre essas duas datas contamos 73 dias, teremos, portanto,

_10/05/2019 — 26/11/2019 73
- 1,769861 ~1,769861

N = 41,2 6rbitas (3.9)

Temos, entao, 41 érbitas de Io entre a Data Distante e a Data Préxima.

A data prevista para o proximo eclipse serda dada por,

41.1,769861 = 72,564301 dias (3.10)
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| ToEarth

Figura 3.15: Janelas do programa mostrando a vista superior das érbitas das luas e os
cones de sombra de Jupiter nas datas correspondentes a 10 de maio de 2019 (acima) e 26
de fevereiro de 2019 (abaixo), um més antes da oposi¢io e trés meses depois da conjuncéo,
respectivamente.
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Logo, a Data Juliana prevista para o inicio do eclipse na Data Préxima
serda dada pela soma da Data Juliana do inicio do eclipse na Data Distante
com o tempo necessario para ocorrer o proximo eclipse na Data Proxima. Ou

seja,

2458541,302083 + 72,564301 = 2458613,8663 dias (3.11)

4. Agora, observaremos a ocorréncia do eclipse na Data Préxima. Para isso,
vamos repetir os passos do item 2 e registramos o inicio do eclipse na Data
Proxima. O inicio do eclipse na Data de 10 de maio de 2019, foi as 8 horas,
33 minutos e 0 segundo (Data Juliana 2458613,856250) e , nesta data, a
distancia entre a Terra e Jupiter foi de 4,43932 U.A.

5. A diferenca entre o tempo previsto e o tempo observado foi de,

At = 2458613,8663 — 2458613,8562 = 0,01 dias = 14,4 min = 864 s (3.12)

A distancia percorrida pela luz nesse intervalo de tempo, AS, ¢é a diferenca
entre as distancias entre a Terra e Jupiter nas datas Distante e Proxima, isto

&,

AS = (5,48009 — 4,43932) = 1,04078 U.A. = 1,04078.1,496.10° km (3.13)
Ou seja,
AS =1,56.10° km. (3.14)

Portanto, a velocidade da luz sera dada por
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AS  1,56.108
At 864

= 1,81.10° km/s (3.15)

CcC =

Discussao dos resultados

Na simulacao, usando o programa do Projeto CLEA, estimamos a velo-
cidade da luz a partir da medida da diferenca entre os tempos dos eclipses
observados quando a Terra e Jupiter encontram-se a diferentes distancias.
Tal método astrondmico foi utilizado na segunda metade do século XVII por
Giovanni Cassini e Ole Rgmer, sendo que os resultados foram publicados por
este tltimo em dezembro de 1676. A relevancia historica desse evento reside,
principalmente, na demonstracao da finitude da velocidade da luz e na pos-
sibilidade de usar recursos astrondémicos nessa determinacio. A utilizacao
de recursos computacionais no estudo de fendmenos astronémicos se revela,
indubitavelmente, valiosa, posto que o estudante é capaz de dispor desses

recursos (a partir de uma breve instrugao) de forma bastante proveitosa.

Na atividade apresentada, os estudantes podem constatar a maneira com
que as hipdteses sao formuladas para justificar determinados fenémenos. Cas-
sini sugeriu, corretamente, que os atrasos observados seriam devidos ao fato
de a luz viajar com velocidade finita, ou seja, a propagagdo da luz nao é
instantanea. Porém, Cassini abandonou essa hipdtese. Rgmer, por sua vez,

levou adiante essa ideia e publicou seus resultados num relatério em dezembro
de 1676.

Em nossa atividade, encontramos um valor de 1,81.10° km/s. Esse valor
difere de cerca de 65% do valor aceito atualmente (2,99.10° km/s). O que
¢ bastante razoavel, posto que Rgmer teria encontrado algo em torno de
70%. A atividade pode, e deve, ser repetida para as outras luas (Europa,

Ganimedes e Calisto) para efeito de comparagao.

Portanto, podemos considerar os recursos oferecidos pelos programas do

Projeto CLEA como bastante satisfatorios em atividades realizadas em sala
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de aula, sobretudo em relacao a assuntos com pouca comprovacao pratica,

como ¢ o caso de Astronomia e Gravitagao Universal.
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O estudo do movimento circular e uniforme no ensino médio é, em ge-
ral, apresentado por meio das caracteristicas escalares. Ou seja, as relagoes
entre as grandezas escalares e angulares. Nessa atividades, buscamos uma
investigacao das caracteristicas vetoriais, além dos aspectos periddicos das
componentes cartesianas. O método utilizado foi a investigagdo do modelo
tedrico através da simulacao e comparacao com os da videoanalise. Tal com-
paracao vislumbra uma das principais caracteristicas do modus operandi da
ciéncia, ou seja, a confirmagao de um modelo tedrico a partir de dados expe-

rimentais.

Na atividade desenvolvida, os alunos valeram-se dos recursos computaci-
onais de simula¢do (Modellus) e videoandalise (Tracker) para o estudo dos
aspectos periddicos das grandezas fisicas envolvidas (posigao, velocidade e
acelera¢ao) em um Movimento Circular e Uniforme (MCU). A fonte de da-
dos foi um brinquedo popular (baixo custo). Valendo-se de um notebook,
smartphones, os alunos puderam medir e calcular os principais parametros
envolvidos no estudo (raio, periodo, frequéncia, velocidade angular, veloci-
dade linear e aceleragao) do MCU. A partir do modelo teérico desenvolvido,
utilizaram os parametros medidos e calculados na simulagdo com o software
Modellus e a coleta de dados com a camera de um smartphone, foi importada

pelo software Tracker e realizada a videoandlise. Os alunos, dentro da carga
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horaria proposta, tiveram uma breve instrucao sobre a utilizacao basica dos
programas Modellus e Tracker. Os resultados foram comparados a partir da
importagao das tabelas de dados (tanto do Modellus quanto do Tracker) por
parte de uma planilha eletrénica (Libre Calc). Parte dos dados das tabelas
resultantes da videoandlise foram exibidos nas figuras (2.16, 2.18, 2.20 e 2.22).
Os graficos da simulagao e da videoanalise das componentes cartesianas da
posigao, velocidade e aceleragdo sao mostrados nas figuras (2.17, 2.19, 2.21
e 2.23). A partir desses gréficos, os alunos concluiram que as medidas e os
calculos efetuados previamente, assim como o modelo matematico e tedrico
puderam ser comprovados experimentalmente pela videoanalise. Os dados
da videoanalise concordaram muito bem com o modelo matematico descrito
na simulagao. Os aspectos periddicos puderam ser contemplados e os valores
obtidos a partir das tabelas e dos graficos. Também concordaram que esse
tipo de abordagem em sala de aula, ou seja, o uso de recursos computacionais
na modelagem e analise de dados sao de imensa valia no processo de ensino e
aprendizagem, sobretudo quando a investigacao, a interatividade, o trabalho

em equipe e a habilidade argumentativa norteiam as atividades pedagdgicas.

Os conhecimentos adquiridos no estudo das caracteristicas periddicas das
componentes da posicao, velocidade e aceleragao, foram fundamentais no es-
tudo da periodicidade das luas de Jupiter, assim como na validacao da Ter-
ceira lei de Kepler, e da Lei da Gravitacdo de Newton (usadas na estimativa
da massa de Jupiter, ou de qualquer planeta possuidor de luas). No Manual
do Professor (apéndice F') propomos que essas atividades sejam desenvolvidas
utilizando o programa do Projeto CLEA, no estudo do movimento periédico
das outras luas galileanas de Jupiter (Io, Europa, Ganimedes e Calisto), cal-
culando a massa do planeta gigante. Aproveitamos, também, para propor
uma atividade envolvendo o estudo das luas de Jupiter e a determinacao da

finitude da velocidade da luz.

A atividade poderia ser dividida em quatro grupos, sendo que cada grupo

se dedicaria a andalise do movimento de uma das luas. A partir desses da-
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dos, cada grupo poderia estimar a massa de Jupiter e a velocidade da luz e

comparar com os resultados dos outros grupos.

Portanto, a utilizagdo de softwares de modelagem e videoandlise sao uma
excelente ferramenta na sala de aula do professor moderno e engajado na

tarefa de ensinar ciéncias.
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Apéndice A

Sidereus Nuncius (Galileu
Galilei, 1610)

Em 12 de margo de 1610, Galileu Galilei (1564 - 1642) publicou um pe-
queno tratado de Astronomia, com 24 péaginas e escrito em latim chamado
Sidereus Nuncius, ou Mensageiro das Estrelas. Essa é a obra seminal
de observacoes astronomicas sistematicas com o uso do dculo astronomico,
ou luneta astronomica. Esse pequeno texto é de imensa valia para a Historia
da Ciéncia em geral e para a Astronomia, em particular. Nessa obra, Galileu
revela que a Lua possui montanhas e vales, que a Via Lactea é formada por
milhares de estrelas, além da descoberta dos Astros Mediceos, um con-
junto de quatro “estrelas” dispostas em linha reta movendo-se ao redor de
Jupiter. Tal movimento era periddico e, certamente circular. Porém, em
relacdo a linha de visada da Terra, os astros pareciam oscilar em uma linha

reta, transitando e ocultando-se em relacao ao disco de Jupiter.

O pioneirismo de Galileu no que se refere ao uso do telescépio para fins
astrondémicos, é importante posto que ao italiano é, muitas vezes, creditada
a invencao da luneta. Sabe-se, entretanto, que a mesma teria sido inventada
por volta de 1608 na Holanda, por Hans Lippershey (1570 - 1619). Porém, em
1609, Galileu construiu sua prépria versao de luneta astrondémica. Com esse

instrumento, Galileu, promoveu as primeiras observagoes sistematicas do céu
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noturno e também do Sol, pois foi o primeiro a descrever as manchas solares.
Vale acrescentar que, recentemente, documentos revelam que o inglés Thomas
Harriot (1560 - 1621), teria feito uso da luneta astronémica em observacoes

da Lua poucos meses antes de Galileu.
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Figura A.1: Galileu Galilei e o frontispicio de sua obra, Sidereus Nuncius (Wikipédia).

O corpo lunar

Galileu descreve que o terminator, linha que separa a parte clara da parte
escura da superficie lunar, era bastante suave nas partes escuras e bastante
irregular nas partes mais claras. Ele conclui que as partes escuras eram
planicies enquanto as partes claras eram rusticas e montanhosas. Galileu,
inclusive fez estimativas sobre a altura dessas montanhas, tomando como
base a distancia dos topos iluminados pelo Sol até o terminator. Conclui
que muitas dessas montanhas eram tao altas quanto as montanhas da Terra.
Propos que a Terra e a Lua teriam uma origem comum. Seriam astros irmaos.
Também considerou que havia mares e atmosfera na Lua, o que se revelou,

mais tarde, como um equivoco.
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Figura A.2: Esquema de Galileu Galilei da superficie da Lua em sua obra, Sidereus
Nuncius (Wikipédia).

Na Figura A.2, em relagdo ao esquema da superficie lunar representado no

topo, Galileu escreve,

No quarto ou quinto dia depois da conjunc¢ao, quando a Lua se
mostra com espléndido crescente, ja o limite que divide a parte
escura da iluminada nao se estende uniformemente segundo uma
linha oval, como deveria ocorrer com um sélido prefeitamente es-
férico. Ele se mostra tracado por uma linha desigual aspera e
sensivelmente sinuosa. Além do limite entre luz e trevas se es-
tendem excrescéncias luminosas e, ao contrario, adentram na luz
pequenas partes escuras. Sobretudo, uma grande quantidade de
pequenas manchas negras completamente separadas da parte es-
cura, se estendem por quase toda a parte iluminada pelo Sol, exce-
tuando apenas aquelas partes ja afetadas pelas manchas grandes
e antigas. Observamos logo que as manchas pequenas concor-
dam, todas elas, em apresentar a parte negra voltada para o lado
em que se encontra o Sol, se bem que pela parte oposta a ele,

aparecam coroadas de contornos muito luminosos como monta-
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nhas resplandecentes. Assim, teremos precisamente uma situagao
totalmente similar na Terra durante a saida do Sol quando, nos
vales ainda nao inundados de luz, vemos que os montes que os
circundam no lado oposto ao Sol estdao ja todos resplandecentes
e refulgentes. E, do mesmo modo que as sombras das cavidades
terrestres diminuem quando o Sol se levanta, assim também essas
manchas lunares perdem suas sombras a medida que aumenta a

parte luminosa. [19]

Mais adiante, Galileu faz estimativas muito boas das alturas do relevo lu-
nar, comparando-o com relevo terrestre. Em suas estimativas, as montanhas
lunares superavam bastante as terrestres. Evidentemente, a época de Galileu
nao se conheciam muito bem o Himalaia e os Andes. Além disso, sua compa-
racao com os montes terrestres levou em conta as alturas destes em relacao

a planaltos proximos, em vez de tomar como referéncia o nivel do mar.

Galileu escreve,

Considero que ja ficou patente o bastante, pelas aparéncias ex-
postas, que a superficie mais clara da Lua se encontra onde quer
que seja maculada de protuberadncias e buracos. Resta que tra-
temos de seus tamanhos demonstrando que os relevos terrestres
sdo muito menores que os lunares; menores digo, inclusive em
termos absolutos e ndo ja tdo-somente em relacao aos tamanhos
dos globos, o que claramente se manifesta. Tendo eu observado
com frequéncia, em diversas posi¢oes da Lua com respeito ao
Sol, que apareciam alguns vértices iluminados na parte escura
da Lua, bastante afastados dos limites da luminosidade e compa-
rando suas distancias com todo o didmetro da Lua, descobri que
essa separacao superava, as vezes, a vig'esima parte do diametro.
Assim, considere-se que o globo lunar é CAF, com centro E e
didmetro CF que esta para o didmetro terrestre, assim como dois
estd para sete. Dado que o didmetro terrestre, segundo as mais

precisas observacoes, contém sete mil milhas italianas, CF sera
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de duas mil e CE de mil; por conseguinte, a vigésima parte de
todo CF sera 100 milhas. seja CF o didmetro do c’irculo maximo
que separa a parte luminosa da obscura da Lua (devido & enorme
distancia que separa o Sol da Lua esse circulo nao difere sensi-
velmente do méximo); diste A do ponto C, o que é a vigésima
parte do didametro, e prolongue-se o semididmetro EA, cortando
no ponto D a tangente GCD (que representa o raio luminoso).
Assim, o arco CA ou a reta CD medira 100 partes das mil que
tém CE, e a soma dos quadrados de DC e CG serd um milhao e
dez mil, que é igual ao quadrado de DE. Portanto, toda ED sera
maior que mil e quatro e AD maior que quatro dessas partes,
das quais CE tinha mil. Consequentemente, a altura na Lua de
AD, que representa algum vértice chegando ao raio solar GCD
e afastado de C a uma distancia CD, resulta maior que quatro
milhas italianas. Certamente, na Terra ndo existe nenhum monte
que apenas se aproxime a altura perpendicular de uma milha,
pelo que fica claro que as proeminéncias lunares sdo mais altas

que as da Terra [19].

Figura A.3: Esquema de Galileu Galilei para estimar as alturas dos montes lunares em
sua obra, Sidereus Nuncius.

A partir da Figura A.3, podemos considerar,
AE=CE=R
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DC=d

AD =h

Onde R corresponde a cerca de 1000 milhas italianas e d = 100 milhas

italianas.

Pelo Teorema de Pitagoras,
(h+ R)? =d*+ R?

W +2hR+R>=d*>+ R?

Logo, teremos
h*+2.hR—d> =0

Mas, segundo Galileu,
R=10.d

Portanto,
h?+2.h10d—d*=0

h* 4+ (20.d).h — d* = 0

Resolvendo a equacao acima, teremos

h = 0,05.d

Ou seja, cerca de 5 milhas italianas. Considerando a milha italiana como
sendo a milha romana e que esta variava entre 1.401 m e 1.580 m, a estimativa

de Galileu forneceira cumes com altitudes entre cerca de 7.000 m e 7.900 m.
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Uma atividade utilizando o programa Galileo’s Moon Mountain
Model na estimativa da altura de uma montanha lunar segundo o

método de Galileu

Vimos que Galileu foi capaz, valendo-se de seu telescépio rudimentar, de
perceber a presenca de pontos luminosos na parte escura do corpo lunar,
numa fase quarto-crescente, por exemplo. A interpretacao dada por Galileu
para tais pontos luminosos era que os mesmos representavam os picos mais
altos dessas montanhas. Com argumentos puramente geométricos (vistos
acima), Galileu obteve estimativas bastante razodveis das alturas de algumas

montanhas lunares.

O software Open Source Galileo’s Moon Mountain Model [20], desen-
volvido por Todd Timberlake (2011) é baseado no método de Galileu. Uma
das janelas mostra a vista a partir do polo norte da lua. Um raio de luz solar
é mostrado tangenciando a superficie lunar no Terminator (linha que separa
a parte clara da parte escura da superficie lunar). Na parte inferior da janela,
controles permitem o ajuste do angulo da luz solar (alterando, portanto, a
fase lunar) e da altura da montanha. Em Display, podemos desabilitar
Show Moon and Mountain para notarmos o processo de triangulagao
que constitui a base do método de Galileu. Vale ressaltar, que os angulos sao

dados em graus e as distancias sdo mostradas em funcao do raio lunar.

A outra janela mostra a vista a partir da Terra. Um ponto luminoso surge
na area escura da Lua, quando a luz solar atinge o pico da montanha. Por
outro lado, caso a montanha esteja na porg¢ao clara do disco lunar, percebe-se
a formacgao da sombra da montanha. Notemos que a distancia entre a mon-
tanha e o Terminator é mostrada na parte inferior da janela (vale destacar
que, na segunda janela, em Display, devemos habilitar Show Distance

from Mountain to Terminator).
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[l View From Above Lunar North Pole — O X [Ed viewFrom Above Lunar North Pole - o x

Display Options Display Options

Angle : [10.413 |
Height of Mountain: E
[ View From Earth - O X
Display Options

Angle: ¢

Height of Mountain: |

Distance from Terminator to Mountain : 0161

Figura A.4: Acima & esquerda: janela do programa mostrando a vista do polo norte da
Lua, com o raio solar e a montanha lunar. Acima a direita: janela do programa mostrando
a triangulagao, base do método de Galileu. Abaixo: Janela do programa mostrando a
superficie da lua, o ponto luminoso (pico da montanha) e o Terminator.

Astros Mediceos (Luas de Jupiter)

Considerada por muitos a maior descoberta astron mica de Galileu, as
quatro luas mais brilhantes de Jupiter foram descobertas em janeiro de 1610.
Ao longo de cerca de dois meses (de 7 de janeiro a 2 de margo), Galileu
observou a regiao do céu nas proximidades de Jupiter, fazendo registros das
posigoes de quatro “planetas"(ou “estrelas errantes', além das estrelas per-
tencentes as constelagoes, chamadas de “estrelas fixas"). Tais observacoes

detalhadas desses planetas, permitiram a Galileu concluir que os mesmos
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giravam em torno de Jupiter e que o conjunto orbitava o Sol a cada doze
anos. Galileu considerava esta uma prova irrefutavel a favor do modelo heli-
océntrico de Copérnico. O nome, Astros Mediceos foi dado em homenagem a
Cosimo II de Medici, Grao-Duque da Toscana, a quem Galileu dedicou sua

obra.

Figura A.5: Cosimo IT de Medici (1590 - 1621), Grao-Duque da Toscana, a quem Galileu
dedicou a sua obra, Sidereus Nuncius (Wikipédia).

Galileu escreve,

Eis que no stimo dia de janeiro do presente ano de 1610, na
primeira hora da noite, enquanto contemplava com o 6culo os as-
tros celestes, apareceu Jupiter.Dispondo entao de um instrumento
excelente, percebi (coisa que antes ndo me havia acontecido em
absoluto pela debilidade do outro aparelho) que o acampanha-
vam trés estrelinhas, pequeninas, ainda que clarissimas, as quais
por mais que considerasse que eram do nimero das fixas, me pro-
duziram certa admiragdo, pois pareciam dispostas em linha reta
paralela a ecliptica e também mais brilhantes que as outras de
magnitude parecida. Isto é, havia duas estrelinhas do lado ori-
ental e somente uma para o ocaso. A mais oriental e a ocidental

pareciam um pouco maiores que a outra. Muito pouco me preo-
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cupei com a distancia entre elas e Jupiter, pois as considerei fixas,

como disse no principio [19].

Orl.,
5 % * O X Oce.

Figura A.6: Esquema de Galileu Galilei de suas observacdes das luas de Jopiter no dia 7
de janeiro de 1610 em sua obra, Sidereus Nuncius. Ori, significa oriental, leste, enquanto
Occ, quer dizer ocidental, oeste.

Galileu, continua

Nao sei bem por que, mas tendo voltado a contempla-las no
oitavo dia, observei uma disposicdo bem diferente, poia as es-
trelas estavam todas as trés ocidentais, mais proximas entre si
e a Jupiter que na noite anterior, e mutuamente separadas por

semelhantes distdncias, como se mostra no desenho abaixo [19].

O, O * kX% Oce..

Figura A.7: Esquema de Galileu Galilei de suas observacdes das luas de J°piter no dia 8
de janeiro de 1610 em sua obra, Sidereus Nuncius. Ori, significa oriental, leste, enquanto
Occ, quer dizer ocidental, oeste.

Neste ponto, ainda sem prestar atengdo alguma a aproxima-
¢do mutua das estrelas, comecei contudo a perguntar-me de que
modo poderia Jupiter por-se ao oriente de todas as fixas menci-
onadas, encontrando-se na véspera a ocidente de duas delas. Por
conseguinte, temi que, quicd, seu movimento fosse direto, ao con-

trario do calculo astrondémico, adiantando-se a essas estrelas por
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seu movimento préprio, razao pela qual esperei a noite seguinte
ansiosamente; entretanto, sofri grande decepg¢do ao encontrar o
céu coberto de nuvens por toda parte, No décimo dia, as estrelas

apareceram nesta disposi¢ao em relagao a Jupiter [19].

Ori. 1) Occ.

Figura A.8: Esquema de Galileu Galilei de suas observacoes das luas de J°piter no dia 10
de janeiro de 1610 em sua obra, Sidereus Nuncius. Ori, significa oriental, leste, enquanto
Occ, quer dizer ocidental, oeste.

S6 havia duas, e ambas a oriente, enquanto a terceira, na minha
opinido, se ocultava atrdas de Jupiter. Como antes se encontra-
vam na forma anterior, na mesma reta com Jupiter e dispostas
exatamente segundo a longitude do Zodiaco. Vendo essas coisas,
compreendo que nao havia razao alguma para atribuir a Jupiter
semelhantes mudancas, e sabendo que as estrelas observadas eram
sempre as mesmas (pois que nao havia outras nem a frente nem
atras em um grande intervalo ao largo da longitude do Zodiaco),
ja transformando minha perplexidade em admiracdo, reparei que
a mudanca aparente haveria que atribuir-se ndo a Jupiter, mas
“as estrelas, determinando por isso que teria de observar, em se-

guida, mais minuciosamente [19].

Assim, Galileu continua com suas observagoes até o dia dois de margo de
1610.
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Harmonices Mundi (Johannes
Kepler, 1619)

Publicada em 1619, a obra Harmonices Mundi (Harmonia do Mundo), de
Johannes Kepler (1571 - 1630) é apresentada em cinco livros. Os livros I e II,
abordam a Harmonia em Matematica, o livro III, Musica , o IV, Astrologia
e os livros IV e V, a Astronomia, onde Kepler apresenta sua terceira lei do
movimento dos planetas (A Lei Harmonica). A obra foi dedicada a Jaime I
da Inglaterra. Postumamente, a obra foi considerada digna de um poeta e

nao de um matematico ou astrénomo [21].

Segundo Kepler, o conceito de harmonia se apresentava de forma bastante
concreta com seus padroes diretamente observados na natureza, como nos
movimentos planetarios. Buscava, em sua mente, por uma manifestacao da
divindade nos fendmenos naturais. Além de Kepler, os pitagoricos também
acreditavam na harmonia celeste, a qual s6 poderia ser contemplada pelos
proprios iniciados no pitagorismo. Platao, na Republica, leva em consideragao
a ideia da harmonia das esferas, o que é considerado o primeiro registro desse

conceito.

Kepler escreve,
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Figura B.1: Johannes Kepler e a capa do Livro V, de sua obra Harmonices Mundi, em
que trata da Astronomia e apresenta sua terceira lei do movimento planetério.(Wikipédia)

Os movimentos celestes sdo nada mais que uma cangao par a ser
percebida pelo intelecto, nao pelo ouvido. Uma miisica que, atra-
vés de tensoes discordantes, através de sincopes e cadéncias, pro-
gride em direcdo a certas cadéncias de seis vozes pré-estabelecidas
fincando marcos no imensuravel fluxo do tempo. Logo, j4 nao
surpreende que o homem, imitando o Criador, tenha finalmente
descoberto a arte do canto figurado, desconhecida dos antigos. O
homem precisava reproduzir a continuidade do tempo césmico na
duracao de uma breve hora por uma sinfonia para varias vozes, a
fim de obter uma amostra do deleite do Criador nas suas obras,

e participar do jubilo fazendo musica & imitagdo de Deus [21].

Numa tentativa de encontrar a harmonia nos movimentos dos planetas,
Kepler buscou intimeras relagoes entre os periodos de revolugao, dimensoes
planetarias, formas das orbitas. Em todas essas tentativas, falhou. Sua acei-
tagdo de que o sistema solar seguia leis harmonicas. Estava, praticamente,
obcecado. No entanto, ao examinar as variacoes das velocidades angulares

dos planetas relativas ao Sol, nos pontos extremos das suas érbitas (periélio
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e afélio), obteve um resultado surpreendente. Para o planeta Saturno, por
exemplo, encontrou a velocidade de 106 de segundo de arco por dia (afélio) e
135 segundos de arco por dia (periélio), ou seja, uma razao 4:5 (considerando
um erro de 2") [21].

Considerou, portanto, que todos os planetas teriam as mesmas relagoes
entre suas velocidades angulares no afélio e no periélio. Logo, cada um dos
planetas produz uma harmonia no sentido musical. Kepler, desse modo,
associou as velocidades angulares mximas e minimas um intervalo musical
mais proximo. A seguir, seguindo o mesmo racioc’inio, relacionou a veloci-
dade minima do planeta externo (Merctrio) com a velocidade méaxima do
planeta externo (Saturno). Chamou essa relagdo de intervalo convergente.
Por outro lado, a relagao entre a velocidade mxima do planeta interno com
a velocidade minima do planeta externo, chamando essa relacao de intervalo
divergente. Todas as relagoes (excetuando Marte-Jupiter, apresentavam uma
boas aproximacoes de intervalos harmonicos. Criou, a partir de entao escalas

musicais [21].

Em carta escrita em maio de 1618 a seu amigo e antigo mestre Michael

Maestlin, Kepler revela,

[...] Foi entdo que aconteceu. Resolvi numa intuicao louca,
transferir-me dos planetas ao Sol, imaginando como os movimen-
tos cosmicos seriam percebidos por um observador solar. Mas
claro! Afinal, o Sol ndo era o centro dos movimentos? Nesse caso,
14 é que devia residir o segredo da harmonia do mundo. Comecei
por Saturno: em relagdo ao Sol, sua velocidade mais lenta é de
106 segundos de arco por dia, e a mais veloz, de 135 segundos por
dia. A razdo entre as duas é 0,784, muitissimo perto de 4:5 (ou
0,8), uma terga maior! Minha méo tremia, mal conseguia segurar
a pena. E os outros planetas? Todos satisfazem raz oes seme-
lhantes “as notas musicais: Jupiter, uma terca menor; Marte,

uma quinta. Podia ver as notas dangando diante de mim. Em
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Figura B.2: Figura da obra Harmonices Mundi, de Johannes Kepler, mostrando a escala
musical dos planetas.

seguida, comparei as mesmas duas velocidades extremas entre
pares diferentes de planetas, usando os resultados para construir
escalas harmoénicas para cada planeta, a musica que criam ao gi-
rar pelos céus, a harmonia césmica. E essa sinfonia de Deus, a
musica eterna da Criacao, que revelarei ao mundo para que todos
possam deleitar-se com suas harmonias. Seria impossivel tentar
expressar minha felicidade...Apenas aqueles que passaram anos
buscando a verdade, imersos na escuridao da ignorancia, podem

compreender o jubilo transcendente da descoberta.|...] [22]

Mais adiante, na carta, Kepler conclui com o que veio a ser conhecido como

a sua terceira lei do movimento planetario, a Lei Harmonica.

[...]| Para completar minha obra, restava uma ultima ta-
refa: encontrar a lei que relaciona a distancia do planeta ao
Sol (D) ao tempo que leva para completar sua orbita (T). A
razao entre os dois nimeros, expressao maxima da harmonia
coésmica, tinha de ser a mesma para todos os planetas. Co-
mecei com a razao mais simples, T/D. Nao funcionou: para
Mercurio, obtive 0,62, e, para Saturno, 3,10. Tentei, entao,
a combinacao T//D?. De novo, nao obtive sucesso. Merct-

rio contava agora a maior razdo, e Saturno, a menor. Em

96



Apéndice B. Harmonices Mundi (Johannes Kepler, 1619)

seguida, calculei, 7%/D?. Nada. Por fim, j4 quase sem espe-
rancas, tentei 72/D3. E funcionou! A razaoé igual a 1 para
todos os planetas! No inicio, pensei que se tratava de um
sonho. Confirmei e reconfirmei os niimeros freneticamente, e
nao encontrei erro algum! Uma tnica lei relaciona distancia
e tempo, revelando em sua simplicidade a concepg¢ao harmo-
nica do cosmo. E essa lei que tanto procurei, a lei que liga
cosmo e mente, que demonstra que toda a Criagao provém

da unidade de Deus. Minha busca esté encerrada. [...] [22]

Ou seja, a Terceira Lei de Kepler ou Lei Harmonica, nos diz que o quadrado
do periodo orbital (T) é diretamente proporcional ao cubo do raio médio
orbital (R). Essa lei nos mostra que para corpos orbitando um mesmo corpo
central, teremos,

T2

i constante (B.1)
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Apéndice C

Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica (Issac
Newton, 1687)

Em seu Livro III (Sistema do Mundo), dos Principia, Newton, na segao

Fendmenos, em Fenémeno I, escreve,

Que os planetas que circundam Jupiter, por raios tracados ao
centro de Jupiter, descrevem &areas proporcionais aos tempos de
percurso, e que seus tempos periddicos, estando as estrelas fixas

em repouso, estao como a 3/22 de suas distancias deste centro [23].

Ou seja, Newton destaca a universalidade da Lei de Kepler, estendida aos
satélites de Jupiter (os quais, sao chamados por Newton, de planetas). Seus
argumentos sao baseados em observacoes feitas por Borelli, Townly e Cassini.

Newton continua,

Sabemos isso por observacoes astronomicas. pois as érbitas dos
planetas nao diferem perceprivelmente de circulos concéntricos a
Jupiter, e seus movimentos nesses circulos sao encontrados como

sendo uniformes. E todos os astronomos concordam que seus tem-
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Figura C.1: Isaac Newton (1642 - 1727) e a capa de sua obra Philosophiae Mathematica
Principia Naturalis, de 1687.(Wikipédia)

pos periddicos sdo como a 3/22 poténcias dos semididmetros de
suas Orbitas,][...] [23]

Na tabela abaixo [23], mostramos os dados, a partir dos quais, Newton
justifica a rela ¢ao de poténcia entre os tempos periédicos (T) e os semidia-

metros das suas érbitas (D), em semididmetros de Jupiter.

Lua (T) (D) | T2/D?

To 1d18h27m345(1,769143519d) 5,667 | 0,0172
Europa 3d13h13m423(3,551180556d) 9,017 | 0,0172
Ganimedes 7d3h42m365(7,1545583333d) 14,384 | 0,0172
Calisto 16d16h32m95(16,688993055d) 25,299 | 0,0172

Tabela C.1: A terceira lei de Kepler aplicada as luas galileanas de Jupiter, a
partir de dados reunidos por Newton nos Principia, 1687.

Newton prossegue, destacando a precisao dos instrumentos (micrometros
e telescopios) utilizados. Abaixo, destaca as observagoes feitas por diferentes
pesquisadores das distancias dos satélites ao centro de Jupiter, em semidia-

metros de Jupiter [23].
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Pesquisador Io | Europa | Ganimedes | Calisto
Borelli Da/s 8a/3 14 2453
Townly, com micrometro 5,02 | 8,78 13,47 24,72
Cassini, com telescopio 5) 8 13 23
Cassini, pelo eclipse dos satélites | Hass 9 142360 253,10

Tabela C.2: Distancias das luas galileanas de Jupiter ao centro do planeta
(em semididmetros de Jupiter) a partir de dados obtidos por diferentes pes-
quisadores por diferentes métodos. Principia, Newton, 1687.

Em Proposigoes, Proposicao I, Teorema I, Newton escreve,

Que as forcas que os planetas que circulam Jupiter sdo continu-
amente desviados dos movimentos retilineos e mantidos em suas
proprias orbitas tendem ao centro de Jupiter e sdo inversamente
proporcionais aos quadrados das distancias dos lugares destes pla-

netas em relacao a este centro [23].

A seguir, Newton faz referéncia ao Livro I, Se¢ao II (O Movimento dos

Corpos), Proposicao 111, Teorema III,

Todo corpo, que por um raio tracado até o centro de outro corpo,
que ¢ de alguma forma movido, descreve areas proporcionais aos
tempos em torno daquele centro, é impelido por uma forga com-
posta da forga centripeta, que tende para aquele outro corpo, e

de toda a forca acelerativa pela qual aquele outro corpo é impe-

lido [23].
Na Proposicao IV, Teorema IV, Newton escreve,

As forcas centripetas de corpos, que por movimentos iguais des-
crevem circulos diferentes, tendem para os centros dos mesmo cir-
culos; e estdo umas para as outras como os quadrados dos arcos
descritos em tempos iguais, divididos, respectivamente, pelos raios

dos circulos [23].
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E, no Corolario VI,

Se os tempos peridédicos forem como os raios elevados a poténcia
3/2, e as velocidades, portanto, inversamente como as raizes qua-
dradas dos raios, as forcas centripetas serdo inversamente como os

quadrados dos raios; e vice-versa [23].

De volta ao Livro III, Proposicao IV, Teorema IV, Newton escreve,

Que a Lua gravita em direcao a Terra e que é desviada conti-
nuamente de um movimeto retilineo e mantida em sua érbita pela

forca da gravidade [23].

Mais adiante, em Fscolio, lemos,

A demonstragao desta Proposicao pode ser explicada mais ex-
tensamente da seguinte maneira. Suponha que varias luas girem
ao redor da Terra, como no sistema de Jupiter ou de Saturno. Os
tempos periddicos destas luas observariam a mesma lei que Ke-
pler obteve entre os planetas. Portanto, suas forcas centripetas
seriam inversamente com os quadrados da distancia ao centro da
Terra, pela Proposicdo I deste livro. Agora, se a lua mais baixa
fosse muito pequena e estivesse muito proxima da Terra de forma
a quase tocar os topos das montanhas mais altas, sua forca centri-
peta mantendo-a em sua orbita seria aproximadamente igual aos
pesos de quaisquer corpos terrestres que fossem encontrados nos
topos dessas montanhas,[...]. Portanto, se a mesma lua pequena
fosse abandonada por sua forga centrifuga que a carrega em sua
orbita, e fosse impedida de seguir o seu caminho, ela desceria para
a Terra. E isto com a mesma velocidade com que os corpos pesa-
dos caem dos topos destas mesmas montanhas, devido a igualdade
das forgas que obriga ambos a descerem. E se a forca com que

a lua mais baixa descesse fosse diferente da gravidade, e se esta
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lua fosse gravitar em direcao a Terra, como sabemos que os cor-
pos terrestres fazem nos topos das montanhas, ela desceria entao
com a velocidade dobrada, como sendo impelida por essas duas
forcas atuando juntas. Portanto, como estas duas frocas, isto é, a
gravidade dos corpos pesados e as forcas centripetas das luas, sao
direcionadas ao centro da Terra, e sao similares e iguais entre si,
elas terdo uma mesma causa. E, portanto, a forca que mantém a
lua em sua orbita é a mesma forca que chamamos comumente de
gravidade, pois de outra forma esta pequena lua no topo de uma
montanha teria de estar sem gravidade, ou teria de cair duas vezes

mais rapido do que caem os corpos pesados [23].

Na Proposicao V, Teorema V, temos,

Que os planetas que circundam Jupiter gravitam em direcdo a
Jupiter, os que circundam Saturno em direcao a Saturno, os que
circundam o Sol em direcao ao Sol, sendo desviados dos movi-
mentos retilineos e mantidos em suas érbitas pelas forcas de suas
gravidades [23].

102



Apéndice C. Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Issac Newton, 1687)

No Corolario I1I, lemos

A forca da gravidade que tende para qualquer planeta é inversa-
mente proporcional ao quadrado da distancia dos lugares ao centro
do planeta [23].

E, no Escolio, temos,

As forgas que mantém os corpos celestes em suas érbitas tem sido
chamada até aqui de forca centripeta, mas tendo ficado evidente
que ela nao pode ser outra que nao uma forga gravitacional, vamos

chamé-la daqui por diante de gravidade.[...] [23]

Portanto, segundo Newton, a forca da gravidade é a resultante centripeta,

responsavel pela manutencao dos corpos celestes em suas orbitas. Ou seja,

F,="0 (C.1)
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Apéndice D
As luas (zalileanas de Jupiter

As luas descobertas por Galileu, em 1610, estdao entre os maiores satélites
do Sistema Solar. Io, Europa, Ganimedes e Calisto. Embora essas luas
formam um sistema ressonante, no qual as interacoes com as luas vizinhas
tendem a deformar as oOrbitas, tornando-as mais elipticas. No entanto, as
forcas gravitacionais de maré impostas pelo gigantesco Jupiter, tende a tornar

as Orbitas circulares.

Figura D.1: Da esquerda para a direita, em ordem de distancia a Jupiter: Io, Europa,
Ganimedes e Calisto (Wikipédia).
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A tabela abaixo [24], mostra alguns dados relativos as luas Galileanas,

como massa (M), didmetro (D), raio orbital (R) e periodo orbital (T.)

Nome M (kg) | D (km) | R (km) | T (dias)
Io 8,9 . 10% | 3.643 421.700 1,77
Europa 4,8 . 10% 3.122 671.034 3.55
Ganimedes | 14,8 . 10*2 | 5.262 | 1.070.412 7,15
Calisto 10,8 . 102 | 4.821 | 1.882.709 | 16,69

Tabela D.1: Dados relativos as luas galileanas de Jupiter.
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Apéndice E

A Data Juliana

Criada em 1583 pelo francés Joseph Justus Scaliger (1540-1609), essa me-
todologia de contar os dias é bastante utilizada pelos astronomos. Recebeu
esse nome em homenagem a Julius Caesar Scaliger, pai do autor. Segundo
esse método, os dias sdo contados de forma continua, sem separagoes em se-
manas, meses ou anos. O Dia Juliano Zero, foi estabelecido em primeiro de
janeiro de 4713 a.C. (Calendario juliano) ou, 24 de novembro de 4714 a.C.

(calendério gregoriano) [25].

Para calcular uma data qualquer em data juliana (DJ), devemos levar em
conta a reforma do Papa Gregério XIII, na qual o dia 4 de outubro de 1582
do calendario Juliano (nao confundir com a data juliana - DJ), teve como

dia seguinte, 15 de outubro de 1582, ja no calendario Gregoriano.

Também devemos considerar as diferengas essenciais entre a contagem de
tempo histérica e a astronomica, no que se refere as datas anteriores ao
ano 1 da era crista. Na contagem histérica, adota-se AC. (Antes de Cristo)
ou AEC (Antes da Era Comum).Por outro lado, na contagem astronémica,
antes do ano 1, teremos 0, -1, -2, -3, etc. Por exemplo, o ano 4714 AC (ou
4714 AEC) seria, na contagem astronomica, -4714, e assim por diante. Tal

convengao,objetiva preservar os anos bissextos (multiplos de 4).
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Para converter qualquer data em DJ (a partir do ano -4712) pode ser

descrita como se segue:
1) ano = ano — 1 e més = més + 12 (No caso em que més < 3);

2) Caso a data seja igual ou posterior ao dia 15 de outubro de 1582 (Gre-

goriano), teremos que:
2.1) a = ano/100 (parte inteira);
2.2) B = a/4 (parte inteira);

2.3) v =2 — a+ ( (caso a data seja igual ou anterior a 4 de outubro de
1582 (Juliano), v = 0);

2.4) § = [365,25x(ano + 4716)] (parte inteira);
2.5) € = [30,6001z(més + 1)] (parte inteira);
Portanto, a Data Juliana (DJ) sera:
DJ=6+e+dia+05+y—1524,5

Devemos considerar o dia conhecido sempre ao meio-dia, de modo que a DJ
apareca sempreem numeros inteiros. Em calculos astronomicos, as fragoes

sao mais utilizadas.
Tomemos, como exemplo, a data de 18/01/2019. Teremos,
1) ano =2019 — 1 = 2018 e més =1+ 12 = 13;
2.1) a = 2018/100 = 20;
2.2) f=20/4 =5;
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23)y=2-20+5=—13;

2.4) § = [365,252(2018 4+ 4716)] = 2.459.593,;

2.5) e = [30,6001z(13 + 1)] = 428;

Portanto, a Data Juliana (DJ) seré:

DJ = 2.459.593 + 428 + 18 + 0,5 — 13 — 1524,5 = 2.458.502

Evidentemente que o calculo é trabalhoso. No entanto, existem intiimeros
algoritmos, inclusive on line [26] que elaboram a conversdao de qualquer data

para DJ. Alguns desses algoritmos sao elencados nas referéncias. O software

Stellarium [27] , por exemplo, faz as conversoes.
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Apéndice F

Manual para o Professor

F.1 Simulacao e videoanalise do MCU de um
brinquedo popular

A primeira parte da atividade (composta de quatro tempos de aula), consta
de uma série de questoes envolvendo o modelo teérico de um Movimento

Circular e Uniforme. Tais questoes sapresentadas para todos os grupos.

F.1.1 Questoes

Uma particula P descreve um MCU, de raio R, conforme a figura abaixo.

1) Obtenha a equagdo paramétrica da posi¢ao angular, §, em funcao da

velocidade angular w;

2) Obtenha a equagoes paramétricas das coordenadas X e Y em funcao

da velocidade angular w;
3) Esboce os graficos X(t) e Y(t);

4) Obtenha as equagoes paramétricas das componentes v,(t) e v,(t), da
velocidade da particula, em funcao de w e do tempo. Obtenha o médulo da

velocidade da particula em funcao de w e do raio R;
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5) Esboce os gréaficos v,(t) e v, (t);

6) Obtenha as equagbes paramétricas das componentes a,(t) e a,(t), da
aceleracao da particula, em funcao de w e do tempo. Obtenha o médulo da

aceleracao da particula em funcao de w e do raio R;

7) Esboce os gréaficos a,(t) e a,(t);

F.1.2 Simulacao do MCU com o Modellus

A atividade a seguir, pretende a utilizacdo das equacdes paramtricas ob-
tidas na secao anterior e a utilizagao do software Modellus na simulagao do
modelo tedrico.

A figura abaixo, mostra o movimento de um carrinho de brinquedo exe-

cutando um movimento circular.

1) Com uma régua ou fita métrica, medir o raio R da trajetéria circular,

tomando como base o centro da pista;

2) Ligar o carrinho e deixé-lo se mover ao longo da pista, que pode ser
fixada a superficie com fita adesiva para evitar que a mesma deslize enquanto

o carrinho se movimenta;
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3) O periodo T do MCU do carrinho pode ser medido com o auxilio de
um cronémetro (do smartphone, por exemplo), pelo tempo que o mesmo leva
para completar 20 voltas, por exemplo. O periodo T do MCU foi determinado
pelo tempo medido, dividido por 20;

4) Determinar a velocidade angular w, a velocidade escalar v e a acelerac¢ao
escalar a, do MCU;

5) De posse desses dados, abrir o software Modellus, escrevendo as equa-
¢Oes paramétricas da posicao, velocidade e aceleragao na janela Modelo Ma-
tematico. Introduziram, assim, como parametros, os valores de R e de w,

obtidos nos itens anteriores;

6) Executar o programa e observar o movimento da particula e responder

as seguintes questoes:
a) A particula se comporta como o esperado?

b) O modelo matemadtico obtido na se¢ao anterior simula um MCU?

111



Apéndice F. Manual para o Professor

Em seguida, vincular, inicialmente, a particula apenas a coordenada X. Em
seguida, repetir o procedimento apenas para a coordenada Y e responder as

seguintes questoes:

¢) O que vocé observou?

d) Que tipo de movimento a particula executa nas diregdes X e Y7

7) Exibir os gréficos da posigao, das componentes cartesianas da posigao,
velocidade e aceleragao, clicando na janela Grificos e responder as seguintes
questoes:

a) Os gréficos apresentados no programa eram esperados?

b) Tais graficos se parecem com aqueles do modelo, esbogados a partir do

modelo tedrico?

8) Discutir os resultados da modelagem com os colegas e com o professor.

Clicar em Tabela e em seguida, Copiar Tabela Transferéncia e colar os
dados em uma planilha eletronica. Obter os graficos para comparar com os
da videoanalise.

a) O que vocé entende por modelagem?

b) O software Modellus atende aos requisitos para essa finalidade?

¢) Quais sugestoes vocé faria para o aperfeicoamento do software Model-

lus?
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F.1.3 Videoanalise do MCU do carrinho de brinquedo,

utilizando o software Tracker

Para o registro do movimento do carrinho, utilizar a cAmera do smartphone
devidamente fixado a cerca de 40,0 cm acima do plano da pista do carrinho.
Estabelecer a taxa de captura como sendo de 30 fps (30 quadros por segundo),
ou seja, o intervalo de tempo entre cada quadro consecutivo, é de 1/30 s (cerca

de 0,0333 s). Usar uma régua milimetrada para calibragem;

Abrir o software Tracker. Na janela video, clicar em Importar. Procurar
pelo video da filmagem do movimento do carrinho em diretorio criado para
tanto. Clicar no icone correspondente aos eixos cartesianos (Figura abaixo).

Centralizar a origem dos eixos cartesianos com o centro da pista do carrinho.

Em seguida, clicar em Ponto de Massa. Abrir Fita de calibracao e es-
colher uma referéncia de comprimento (no nosso caso, usamos uma régua
e calibramos em 190,0 mm). Estabelecer o inicio e o fim da videoanélise,
determinando o quadro inicial e o quadro final. No exemplo abaixo, o qua-
dro inicial é o de niimero 448 e o quadro final, 679. No mesmo exemplo, o

carrinho completou quatro voltas (ou quatro periodos);

Para o registro das posicoes, clicar sobre um ponto de referéncia escolhido
sobre o carrinho, mantendo a tecla shift pressionada. Repetir o procedimento

para para todos os quadros dentro do intervalo de delimitacao.
Clicar com o botao direito sobre a area do grafico a direita, escolhendo a

opgao Analisar. Na aba Analisar/Ajustes de curva, escolheram Senoide em

Nome do Fit. A equacdo e seus parametros sao mostrados abaixo e ao lado;

113



Apéndice F. Manual para o Professor

Uma outra opgao no Tracker, é transferir os dados da tabela abaixo do
grafico para uma planilha eletronica como LibreCalc ou Ezcel. Selecionando
os valores de t, x e y e, clicando com o botao direito, escolhendo Copiar

dados/Como formatado e colando na planilha previamente aberta.

Repetir os procedimentos para os graficos das componentes da velocidade

e da acelerag ao, publicar os resultados e responder as seguintes questoes:

a) Os resultados obtidos com o software Tracker estao de acordo com as

previsoes do modelo tedrico?
b) As diferengas observadas podem ser consideradas como erros sistemati-
cos, ou seja, aqueles que podem ser identificados e, em principio, reduzidos

ou, até mesmo, eliminados?

¢) Vocé considera que o software Tracker atende a esses requisitos?
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d) Quais sugestoes vocé faria para o aperfeigoamento do software Tracker?
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F.2 Determinando a massa de Jupiter a par-
tir do software do Projeto CLEA

O Projeto CLEA (Contemporary Laboratory Experiences in Astronomy
propoe uma atividade utilizando o programa The Revolution of the Moons of
Jupiter. Além do programa, é fornecido um Manual Student (manual para
o estudante), que sugere uma atividade envolvendo o calculo da massa de

Jupiter a partir da andlise dos dados obtidos do programa.

Neste trabalho, consideramos a referéncia acima como norteadora da nossa
proposta. A atividade pode ser aplicada a quatro grupos, onde cada grupo
trabalha e discute uma das luas de Jupiter (Io, Europa, Calisto e Ganimedes).
Com os dados obtidos a partir do programa e a Lei da Gravitacao de Newton
(Apéndice C), seremos capazes de avaliar a massa de Jupiter, calculando a
média das massas obtidas por cada grupo. E interessante destacar, que com
essa atividades, os estudantes poderao ter uma ideia de como os astréonomos
trabalham, na maioria das situagoes, com objetos de estudo que nao pode
medir diretamente suas propriedades. O poder e a simplicidade da teoria, é
capaz de fornecer informagoes de imensa valia de objetos situados a distancias

imensas (milhoes, bilhdes de quilémetros e, até mesmo, anos-luz).

A coleta de dados

Para o registro de dados, procedemos, apdés o login, clicando em File
e Features onde, na janela exibida, habilitamos Use ID Colors para a
identificacao das luas e damos Ok; Io (rosa), Europa (branco), Ganimedes

(verde-azulado) e Calisto (amarelo), como mostrado na Figura F.1.

Em seguida, clicamos em File, Observation Date ¢ Set Date/Time
e, na préxima janela, determinamos a data e o horario que pode ser expresso
em Universal Time ou em Julian Date (Data Juliana) (Apéndice E),

como mostrado também na Figura F.1. Clicamos em Ok.
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Select Features ot (&{ Set Date/Time X
& ) Hotlist
[ Animation
Observation Date

v Use ID Colors DatesTime Format Universal LCY/MM/DD - HHMM:SS
[ Show Top View # Calendar (YMD-HMS) | Time (uTC) |EOEILIIE |00:29:59
[~ Stop Animation on Enterf/Exit Eclipse " Julian Date Julian Date: [2457851 520833
[~ Show Echpsed Moon

« DK | Comment: ¢ OK | X Cancel

Figura F.1: Identificando as luas galileanas e configurando as datas.

Passemos, agora, para o registro das posi¢oes das luas. Para tanto, clica-
mos sobre o ponto colorido da tela que representa a lua estudada (pode-se
fazer o registro simultaneo das posigoes das quatro luas). No canto inferior
direito da tela, aparece o nome da lua e suas coordenadas X e Y, além da
sua distancia ao centro de Jupiter (em didmetros de Juipiter - Jup. Diam),
além da posicao da lua em relagao ao planeta conforme vista da Terra, ou
seja E (Leste de Jupiter) ou W (Oeste de Jupiter.). Os botoes: 100X,
200X, 300X e 400X, representam recursos de zoom.

Aprl 8. 2017 J J I lo
UT: 0 Hrs. 30 Min. 00.0 Sec 300X ;

: : »: 2bh, Y2163
Jul. Day: 2457851.520833

200% 2 = 3.00E {Jup. Diam.)
Data Interval: 12.00000 Hrs J 400X J Next J

\/ Becord

Figura F.2: Registrando as posi¢des das luas galileanas.

Clicando em Record, os registros da coordenada X e do instante sao
gravados. Com o botao Next, passamos para a proxima posicao da lua
selecionada (no nosso caso, 12 horas mais tarde). Dai em diante, repetimos
o processo: clicamos sobre a lua, gravamos e passamos para a préoxima data.
Fazemos isso até que tenhamos um ntmero adequado de pontos. Quanto

mais pontos, evidentemente, maior sera a precisao da nossa analise.

Vale destacar que, em algumas situagoes, nao teremos a imagem das luas
e sim, uma imagem com nuvens. Isso significa que no horario selecionado, a

observacao nao foi realizada em virtude das condigoes climaticas.

117



Apéndice F. Manual para o Professor

Apo6s o registro dos dados, passamos a etapa de andalise dos dados e con-
feccdo dos graficos e ajustes cabiveis. Para tanto, cliquemos em File, Data
e Analyze. Na proxima tela, clique em Data e Select Moon. Escolha a
lua em analise. Em seguida, clique em Plot, Fit Sine curve ¢ Set Initial
Parameters. Na janela exibida (Figura F.3), no espago correspondente a
T-zero, digitamos o instante em que a curva cruza o eixo do tempo, ou seja,
clicamos sobre o eixo do tempo (em Data Juliana), onde supomos a curva
cruzando o eixo e determinamos esse valor, que sera digitado no espago cor-
respondente. No espago Period (Days) digitamos o periodo do movimento,
ou seja, o intervalo de tempo entre dois picos do grafico. Clicamos sobre cada
pico e determinamos o intervalo de tempo entre eles. Em seguida, no espago
destinado a Amplitude (Jup. Diams.), digitamos a amplitude da drbita
(raio médio orbital), apds clicarmos sobre os picos e estimarmos a amplitude.
Finalmente, clicamos em Ok. Uma curva senoidal é exibida. A amplitude

corresponde ao raio médio orbital e o periodo, ao periodo orbital da lua.

Sine Curve Parameters b4

See "Help"->"Fit S5ine Curve™ for
information on estimating initial values from
data plots.

T-Zero (Mod. Jul. Date): |

Perniod [Dayz]: |

Amplitude [Jup. Diams. ]: |

« 0K ‘ x Eancel%

Figura F.3: Analise dos dados.

Para fazer o ajuste da curva aos dados, ajustamos os botdes correspon-
dentes a T-zero, Period (Days) e Amplitude (Jupiter Diameters),
de modo que o parametro RMS Residual tenha o menor valor possivel. O
ajuste pode ser grosseiro (Coarse) ou suave (Fine). Os parametros relati-

vos aos ajustes sdo mostrados no canto inferior direito. A Figura F.4 mostra
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10 (I} - Measured Offset in Jupiter Diameters

Julian Date (minus 2458000)

RMS Residual
T-Zero [Julian Day)

2 826B974E-02 ﬂ J '-‘ '-1 P:'.‘ ::: l.: ':i ':‘ l.:
Shider Sensitivity b .

Coarse [ [ Fine Period [Days)

)
Curgor Position ﬂ J J @ -‘ -: ﬁ : H
=]

® [Mod. JD] ¥ [Jp. Diam] Amplltude [Jupiter Diameters)

[ cofl- cocoli B m
Figura F.4: Grafico da amplitude da 6rbita em funcio do tempo, para a lua Io.

o resultado da analise para a lua Io.

Para essa lua, o periodo orbital é de cerca de 1,77 dias (na literatura,
1,77 dias) e o raio orbital igual a 2,93 didmetros de Jupiter. Na literatura,
encontramos o didmetro de Jupiter como sendo igual a 142.984 km. Portanto,
o raio médio orbital de o é de cerca de 418.943 km (na literatura, 421.600
km).
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Os procedimentos acima, devem ser repetidos para as luas Europa, Gani-

medes e Calisto, preenchendo a tabela abaixo.

Lua T (dias) | R (Diametros de Jupiter) | T?/R?
Io
Europa
Ganimedes
Calisto

Tabela F.1: Dados das analises das luas galileanas de Jupiter.

F.2.1 Calculando a massa de Jupiter

Sabemos, da Lei da Gravitacao Universal de Newton (Apéndice C) que,
num modelo de o6rbita circular (excentricidade nula), a forga gravitacional
executa o papel de resultante centripeta, isto é, modifica apenas a direcao do
vetor velocidade, de modo que seu modulo é constante. Temos, portanto, um
movimento circular e uniforme com periodo bem definido, T, e raio orbital

constante, R. Logo, teremos que,

F =R, (F.1)
GMm  mv?
R R (£.2)
GM
e F.3
o= (F.3)

Onde, G, é a constante da Gravitacdo Universal, M, a massa do corpo
central (no caso, Jupiter), m, a massa do corpo que orbita o corpo central

(luas) e R, o raio da érbita.

Considerando o modelo de 6rbita circular, teremos, para o médulo da

velocidade orbital,

V= — (F.4)
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Portanto, substituindo (F.4) em (F.3), teremos

T? B 472

el (5)

Que é a Terceira Lei de Kepler (Apéndice C). Note que a constante depende
da massa do corpo central. Logo, a razdo T?%/R?® é constante para todos os

corpos que orbitam um mesmo corpo central.

Isolando a massa M, (F.5) fica

B AT’ R3

M=_"""
GT?

(F.6)
Podemos usar a relagdo (F.6) e os dados obtidos a partir da analise dos
movimentos das luas de Jupiter, na determinagdo da massa do planeta gi-

gante.

Preencha a tabela abaixo, com os dados da andlise das luas de Jupiter. E
importante que os perfodos sejam expressos em 10° segundos, o raio em 108

quildmetros e a massa de Jupiter, em 10?7 quilogramas.

Lua T (10°s) | R (10%km) | M ygpiter (10%7kg)
To
Europa
Ganimedes
Calisto

Tabela F.2: Determinacao da massa de Jupiter a partir dos dados orbitais
de suas luas galileanas.

Obtenha a média das massas obtidas e compare com o valor na literatura
(1,8986.10%" kg).
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Questoes

1) Expresse a massa de Jupiter em massas terrestres. Para tanto, use o
mesmo método descrito acima para determinar a massa da Terra (em qui-
logramas) a partir das caracteristicas da orbita da Lua (Periodo orbital de
27,32 dias e Raio médio orbital de de 384.000 km).

2) Pesquise sobre a existéncia de outras luas de Jupiter, além de Calisto.
Essas luas teriam um periodo maior ou menor que o de Calisto? Vocé po-
deria usar as caracteristicas orbitais dessas luas para determinar a massa de

Jupiter?
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