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1 Introducao

A nocao de impedancia teve origem no estudo de circuitos elétricos de cor-
rente alternada. Posteriormente o conceito foi estendido e aplicado com su-
cesso a sistemas mecanicos, em particular & actustica e as vibracoes de estru-
turas. A base dessa extensao é a analogia que pode ser feita entre circuitos
elétricos e sistemas mecanicos, que sera o principal objeto de discussao no
presente texto. Com a analogia eletro-mecanica obteremos alguns dos re-
sultados ja encontrados na primeira parte deste trabalho,! como a relagao
entre impedancia e massa em colisoes de particulas. A discussao utiliza
ferramentas matematicas relativamente avancadas, como calculo infinitesi-
mal, nimeros complexos, transformadas de Fourier e funcoes generalizadas.
Consequentemente, o material aqui apresentado destina-se principalmente a
leitores que desejem uma abordagem do conceito de impedancia mais ampla

e profunda que a apresentada anteriormente.

2 Analogia eletro-mecéanica

Vamos considerar o circuito RLC' em série mostrado na figura 1. A resis-
téncia, indutancia e capacitancia do circuito sao R, L e C, respectivamente.
A tensao fornecida pelo gerador depende do tempo e é dada por V(¢). Em
geral, a corrente no circuito /(t) e a carga no capacitor () também de-
penderao do tempo. Pela lei das malhas de Kirchhoff, V(¢) é a soma das
quedas de tensdo em cada elemento do circuito, V (t) =V, + Vo + Vg, onde
Vi = Ldl/dt, Vo = Q/C e Vg = RI. Assim temos que
dl  Q

V(t) =L + 5 +RI. (1)

! Impeddncia e Transferéncia de Energia em Mecinica e Optica, material instru-
cional associado & dissertacdo de mestrado de Leonardo Rodrigues de Jesus, dis-
ponivel em https://www.if .ufrj.br/ pef/producao_academica/dissertacoes/2019_
Leonardo_Jesus/material_didatico_1.pdf .




Figura 1: Circuito RLC em série.

Temos também que a carga elétrica no capacitor e a corrente no circuito

estao relacionadas por
dQ
I1=—=. 2
O circuito RLC' tem comportamento andlogo ao de um oscilador harmo-
nico como o mostrado na figura 2. Aplicando a 2% lei de Newton a esse

oscilador obtemos

m = f(t) — kx — bv (3)

onde m é a massa do oscilador, k a constante elastica da mola, b o coeficiente
de amortecimento e f(t) uma forca externa dependente do tempo. A velo-

cidade do oscilador é v(t) e sua posi¢do em relagdo ao ponto de equilibrio é

x(t).
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Figura 2: Oscilador harménico sob ac¢ao de uma forga externa f(t). O osci-
lador é composto por um corpo de massa m, uma mola de constante elastica
k e um amortecedor de coeficiente b.

A equagdo de movimento (3) pode ser escrita na forma

(@) :m%+kx+bv (4)
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Tabela 1: Equivaléncia eletro-mecanica.

que ¢ matematicamente analoga a equagao (1) do circuito RLC' se fizermos as
correspondéncias indicadas na tabela 1. Note que a correspondéncia também

vale para a relacao entre velocidade e posicao do oscilador,

dx

E ) (5)

v =

anéaloga a relagao (2) entre corrente e carga no circuito.
Como veremos a seguir, essa analogia entre sistemas elétricos e mecanicos
nos permite aproveitar na mecanica conceitos que sao uteis na andlise de

circuitos elétricos.

3 Impedancia na analogia eletro-mecanica

O conceito de impedancia surgiu no estudo de circuitos como o da figura 1,

quando a tensdao V (¢) oscila com uma tinica frequéncia w, ou seja,>
V(t) = Voe' . (6)

Ignorando efeitos transientes, tanto a corrente quanto a carga no capacitor

oscilarao com a frequéncia w, de modo que

I(t) = Ipe™* (7)
Q(t) = Qoe™" . (8)

2Como ¢ usual no estudo desses circuitos, consideraremos que grandezas fisicas como a
tensao, corrente e carga serao descritas pela parte real de nimeros complexos.




Como a corrente e a carga estao ligadas pela equagao (2) temos também que
Iy = iwQy (9)

Substituindo as equagdes acima em (1) encontramos uma relagdo entre as

amplitudes da tensao e corrente,

1
Vo=|iwL+—+R) 1. 10
0 (ZW + ch + ) 0 ( )
A impedancia é definida como a razao entre as amplitudes da tensao e da

corrente,

Zw) =7 (11)
que generaliza a lei de Ohm e a noc¢ao de resisténcia para circuitos de corrente
alternada. Da equagao (10) vemos que no circuito da figura 1 a impedancia
é

, 1
Z(W):ZML—FR‘FR, (12)

que pode ser interpretada como a resultante da associacao em série das im-
pedancias do indutor, Z; = iwL, do capacitor, Zc = 1/(iwC'), e do resistor,
Zr = R.

A analogia que encontramos entre o circuito RLC' e o oscilador harmonico
pode ser estendida ao conceito de impedancia. Se a forca externa sobre o

oscilador tiver frequéncia w, isto &, se

f(t) = foe™" (13)

apos o desaparecimento de transientes teremos que tanto a velocidade quanto

a posicao terao a mesma frequéncia,

v(t) = vee™t (14)
x(t) = zoe™" . (15)



Da relagao (5) entre velocidade e posi¢ao temos também que
vy = W . (16)

Substituindo esses resultados na equacao (4) obtemos

fo = (zwm + ﬁ + b) Vo - (17)
w

Seguindo as correspondéncias eletro-mecanicas da tabela 1, vemos que ¢é
possivel definir um anélogo mecanico da impedancia como a razao entre as
amplitudes da forca e da velocidade,

Z(w) = Jo (18)
)

Vo

Da equacao (17) temos entao que a impedancia do oscilador harménico é

k
Z(w) =1 +—+b. 19
(W) = iwm o + (19)
Para uma particula de massa m sobre a qual agem apenas forcas externas

(ou seja, para k = b = 0), a impedancia mecanica é
Z(w) = iwm . (20)

Em nossa analise de processos de colisao, feita na primeira parte deste
trabalho (ver a nota de rodapé 1), vimos que a massa desempenhava o papel
de impedancia. Entretanto, a relagao que encontramos, Z = m, nao continha
nem a frequéncia w nem o nimero imaginario ¢ encontrados na equacao (20).
A diferenca deve-se basicamente a hipotese de que a forca externa que atua
sobre a massa oscila com frequéncia w. Em uma colisao essa hipotese nao
é valida: a forca sobre a massa é semelhante a um pulso rapido, ndao uma

oscilacao.



4 Impedancia no dominio temporal

Para estudar a impedancia em colisoes mecanicas temos que adaptar os re-
sultados anteriores, passando de uma for¢a oscilatoria f(t) = foexp(iwt)
para caso geral f(t). Isso pode ser realizado através da transformada de
Fourier, que relaciona o “dominio de frequéncia” ao “dominio temporal” pela

transformacao
16 = [ fawre s (21)
cuja inversa €

fo(w) = %/f(t)e_i“’tdt . (22)

Utilizando a equagao (18) na transformacao (21) obtemos

f(t) = /Z(w)vo(w)emdw : (23)

A velocidade v(t) esta relacionada a vy(w) também por uma transformada

de Fourier,
v(T) = /Uo(w)eiwdw : (24)

cuja inversa €

vo(w) ! /U(T)e_wdT. (25)

T o

Substituindo a equagao (25) em (23) encontramos

f(t) = % // Z(w)v(r)e“ " drdw (26)

que pode ser escrita como

(1) = / St — T)o(r)dr (27)

onde definimos a impeddncia no dominio temporal, z(t), por®

3Para uma discussio da utilidade dessa definicdo, ver S. W. Rienstra, Impedance models
in time domain, including the extended Helmholtz resonator model, Proceedings of the 12th
ATAA/CEAS Aeroacoustics Conference (2006), doi:10.2514/6.2006-2686 .



1 )
2(t) = — [ Z(w)e™dw . 28
0 =5 [ 2) 28)
Para o caso de uma particula de massa m, ja vimos que sua impedancia
no dominio de frequéncia é Z(w) = iwm. Portanto, no dominio temporal

essa impedancia ¢ dada por

m

=5 iwe™'dw . (29)

z(t)

Como a transformada de Fourier da fungao delta de Dirac, 6(), é

5(t) = % / R (30)

sua derivada pode ser escrita como

8 (t) = % /iwei“’tdw , (31)

de modo que, comparando (29) a (31), vemos que a impedancia é dada por
z(t) =md'(t) (32)

Esse é o resultado que buscavamos: no dominio temporal a impedancia da
particula é caracterizada unicamente por um ntmero real, a sua massa (a
derivada da funcao delta define apenas o “instante da colisao”).

E interessante notar que esse resultado ¢ equivalente & 2% lei de Newton,
pois substituindo (32) em (27) e utilizando as propriedades da func¢ao delta

obtemos

(33)

O impulso transferido em uma colisdo é I = [ f(t)dt. Com a 2 lei de Newton
vemos que I = mAv, de modo que a massa (a impedéncia) da particula pode

ser escrita como

_]
Ao’

ou seja, ¢ a razao entre um “empurrao’ e uma “velocidade”, forma muito

m

(34)



usada para definir impedancia em diferentes contextos.

5 Impedancia de linhas de transmissao

Um tipo importante de circuito elétrico, a linha de transmissao, ilustra a
utilidade do conceito de impedancia no estudo de processos de propagagao da
energia. A figura 3 mostra o esquema de uma linha de transmissao composta
por uma sequéncia de indutores e capacitores. A variacao da tensao e da

corrente em uma ‘célula’ da linha ¢ mostrada na figura 4.

L L L
L L L R L L e L T A
soe C:: C - c::ooo
o a -

X\/

Figura 3: Linha de transmissao.

L | I'
—_— —>

_/\_’GWW __\Ll-l'

Vl

Figura 4: Variacao da tensao e da corrente em uma célula da linha de trans-
missao.

Notando que V' — V' & a diferenca de potencial no indutor L e que V' é
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a tensao no capacitor C, temos que, para sinais de frequéncia w,

V-V =iwLI (35)
-1 =iwCV' . (36)

Se a tensao e corrente nao variam muito de uma célula para a seguinte,

podemos aproximar as diferencas de tensao e corrente por derivadas e escrever

que
dVd(xx) = —iwLl(z), (37)
dil(::) = —iwCV(x), (38)

onde L = L/a e C = C/a sao a indutancia e capacitancia por unidade de
comprimento (a é o comprimento de uma célula, como mostra a figura 3).
Essas equacoes sao conhecidas como equacoes do telégrafo.

Vamos procurar solugoes das equacoes do telégrafo com a forma

V(z) = Ve " (39)
I(z) = [e " (40)

Essas solugoes correspondem a uma onda harmonica de ntimero de onda g,

pois, como os sinais tem frequéncia w,

V(zt) = Velwtma) (41)
I(z,t) = [ew=) (42)

Substituindo (39) e (40) nas equagdes do telégrafo encontramos

qV =wLlI | (43)
gl = wCV (44)

11



Combinando as equagoes (43) e (44) obtemos

w/q = tvy (45)
V/I=+Z, (46)
onde
1
= e (47)

Z,=\J/L/C (48)

sao, respectivamente, a velocidade de fase e a impeddncia caracteristica da
linha de transmissdo. Também de (43) e (44) vemos que w/q e V/I tém o
mesmo sinal pois £ e C sao sempre positivos. Portanto:

1) Se a onda move-se no sentido positivo do eixo z:

w/q = +vy (49)
VI =12, (50)

2) Se a onda move-se no sentido negativo do eixo x:

wlq = —vy (51)
V/I=—Z. (52)

Para uma superposicao de ondas nos dois sentidos temos

V(z) =Vte ™ 4 V= e't® (53)
I(x) =Ite ™™ 4 [ el” (54)

onde os indices + e — referem-se a ondas movendo-se respectivamente nos

sentidos positivo e negativo do eixo z. Com as relacoes entre V' e [ obtidas

acima temos [T =V*/Z.e I~ = -V~ /Z., de modo que podemos escrever
I(x) como
vt V=,
I(.T) = Zeiqu - Zelqz (55)

12



A impedancia no ponto x serd entao

V(x) Vite w4/~ elax
Z = =7 , — .
(x) ](x) ¢ Vte—iar _ |/ —eigx (56)

Definido a amplitude de reflexao R como

V-
o resultado acima pode ser colocado na forma
e T R eld® 1 + R e?a®
Je)y=b,——————— =L —————— .
(.CU) ¢ e—iar _ R i 1 — R e2igz (58)

Vemos que, no caso de ondas se propagando nos dois sentidos, efeitos de
interferéncia fazem com que a impedancia dependa da posicao.

A poténcia elétrica que é transmitida por um ponto da linha é dada por
P(z,t) = R [V(z)e™"] R [I(z)e™"] (59)

onde R(a) é a parte real do nimero complexo a. A poténcia P pode ser

escrita como

P(z,t) = [V(m)em + V*(x)e’i“t] [[(x)em + I (x)e’m] (60)

N — | —

R [V(:L‘)](x)e%“’t +V(x)I* (:E)} (61)

onde a* é o conjugado complexo de a. A poténcia média ao longo de uma
oscilagao é entao

(P()) = RV ()] (62)

que, com a definicao de impedancia, pode ser colocada na forma
1
(P(z)) = SR[Z(2)] ()] . (63)

Para uma onda harmonica progressiva, I(z) = Ie " Z(x) = +Z. ¢ um

13



nimero real e, portanto, a poténcia média é

(P) = 25 Z.|If (64)

Como antes, os sinais + e — correspondem a propagacao nos sentidos positivo
e negativo do eixo x.

Com a analogia eletro-mecanica, os resultados obtidos com a linha de
transmissao elétrica podem ser usados para estudar ondas mecanicas. Vamos
considerar o caso de uma cadeia massa-mola, uma sequéncia de particulas e
molas como a mostrada na figura (5). As particulas tém massa m, a distancia

de equilibrio entre elas é a e a constante elastica das molas é k.

Figura 5: Linha de transmissao mecanica formada por massas e molas.

Usando as equivaléncias da tabela 1 temos que £ = L/a — m/a e C =
C/a — 1/(ka). Com isso, das equagoes (47) e (48) obtemos imediatamente
que a velocidade de fase e a impedancia caracteristica da linha de transmissao

mecanica sao, respectivamente,

vp = Vka?/m, (65)
Z.=km . (66)

6 Casamento de impedancias

Como vimos na primeira parte do trabalho (ver nota de rodapé 1), o conceito
de impedancia é muito util na anélise de processos de transferéncia de energia
de sistema para outro. Isso se deve ao fato de impedancias iguais (casadas)
otimizarem essa transferéncia. Com as linhas de transmissao estudadas na
secao anterior podemos verificar esse efeito. Para isso vamos considerar a
juncao de duas linhas de transmissao elétrica, 1 e 2, como mostrado na

figura 6.
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Figura 6: Juncao de duas linhas de transmissao.

Uma onda movendo-se no sentido positivo do eixo = pela linha 1 incide
sobre a juncao, onde é parcialmente refletida e transmitida. Sem perda de
generalidade podemos supor que a juncao esta localizada em z = 0. Como
na linha 1 estao superpostas a onda incidente e a refletida, antes da juncao

temos, de acordo com a equagao (58),

1+ R e?a

Z(ZE < 0) = le

(67)

onde Z; é a impedancia caracteristica da linha 1. Ja na linha 2 h4 apenas a

onda transmitida através da juncao, de modo que
Z(x >0) = Zy (68)

onde Z; é a impedancia caracteristica da linha 2.
Como V(z) e I(z) devem ser continuos no ponto de jun¢ao, o mesmo deve
acontecer com a impedancia Z(z) = V(z)/I(z). Isso significa que o valor de

Z(0) dado pelas equagoes (67) e (68) deve ser o mesmo, ou seja,

I+R
1-R~

Z2 - Zl (69)

Resolvendo a equacao acima para a amplitude de restituicao encontramos

 Z -7

=2-a 70
7. 7 (70)

A parcela da energia incidente que é refletida na juncao entre as linhas é

15



dada pelo coeficiente de restituicao p = \R\Q Da equagao (70) temos entao

Zo — 71\ 2
S R E—— . 71
= (757) ()

A fracao da energia incidente que passa para a linha 2 é dada pelo coeficiente

que

de transmissao n =1 — p. Com a equagao (71) é facil mostrar que

n = : 4757 (72)

Zo+ 71)?

Se Z1 = Z, dizemos que as impedancias estao casadas. Nesse caso temos
p=0en=1c¢e toda a energia incidente pela linha 1 passa para a linha 2,
sem perda por reflexao.

E facil ver que os mesmos resultados sio validos para a transmissao de
ondas mecanicas como as tratadas ao final da secao anterior. Mais ainda, o
coeficiente de transmissao (72) é semelhante ao obtido nas colisdes de parti-
culas analisadas na primeira parte do trabalho (ver nota de rodapé 1), onde
as massas fazem o papel das impedancias. Tudo isso demonstra a utilidade
do conceito de impedancia na analise dos mais variados processos de trans-

feréncia de energia.
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