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RESUMO

O efeito Faraday: exposicao tedrica didatica e
experimento de baixo custo

Vinicius de Aratjo Coelho

Orientadores:
Marcus Venicius Cougo Pinto
Carlos Farina de Souza

Resumo da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pos-Gradua-
cao em Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio
de Janeiro, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de
Mestre em Ensino de Fisica.

O efeito Faraday em optica consiste na rotacao da direcao de polarizagao
de uma onda de luz plana monocromatica linearmente polarizada pela acao
de um campo magnético constante na direcao e sentido de propagacao da
onda. E um efeito de fundamental importancia do ponto de vista conceitual,
pois mostra uma relagao entre magnetismo e 6tica; é de importancia também
do ponto de vista histérico, por ser o primeiro exemplo dessa relagao, encon-
trada pelo fisico inglés Michael Faraday em 1845. O efeito deixou fascinado
seu descobridor e acreditamos que também possa fascinar o estudante de
hoje. Essas caracteristicas motivaram a escolha do efeito como tema desta
dissertacao. Ela é dirigida diretamente ao professor do ensino médio que
pretende ensinar o efeito aos seus estudantes. Por isso, a dissertacao comeca
com uma exposicao detalhada dos pressupostos tebricos do efeito, partindo
das equagoes de Maxwell. Em seguida, o efeito propriamente dito é abor-
dado fenomenologicamente, teoricamente e, por uma proposta de aparatos
de baixo custo, também experimentalmente. Apresentamos trés abordagens
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teoricas do efeito Faraday com diferentes niveis de dificuldade, para que essa
dissertacao possa ser aproveitada por um conjunto de alunos o mais abran-
gente possivel. Por fim, elaboramos um produto que consiste em um conjunto
de trés planos de aula de introducao ao efeito Faraday a serem ministradas
no ensino médio.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Atividade Optica, Efeito Faraday.

Rio de Janeiro
Dezembro de 2017
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ABSTRACT

The Faraday effect: didatical theoretical exposition and

low cost experiment
National Physics Education Program (MNPEF-UFRJ)

Vinicius de Aratjo Coelho

Supervisors:
Marcus Venicius Cougo Pinto
Carlos Farina de Souza

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Poés-Graduacao em
Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro,
in partial fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino de
Fisica.

The Faraday effect in optics consists in the rotation of the polarization di-
rection of a linearly polarized monochromatic plane light wave, in a medium
without natural optical activity, by the action of a constant magnetic field in
the direction of the wave propagation. It is an effect of fundamental impor-
tance from the conceptual point of view, because it shows a relation between
magnetism and optics; it is also important from the historical point of view,
since it is the first example of this relation, found by the english physicist
Michael Faraday in 1845. The effect has fascinated its discoverer and we
believe that it can also fascinate the student of today. These characteristics
motivated the choice of the effect as theme of this dissertation. It is direc-
ted directly to the high school teacher who intends to teach the effect to his
students. For this reason the dissertation begins by a detailed exposition of
the theoretical assumptions of the effect starting from Maxwell’s equations.
Then the effect itself is approached phenomenologically, theoretically and,

viil



by a proposal of apparatuses of low cost, also experimentally. We present
three theoretical approaches to Faraday effect with different levels of diffi-
culty, so that this dissertation can be useful to a larger number of readers.
Finally, we offer a didatic product consisting in a set of three lecture plans
on introduction to Faraday effect addressed to high school students.

Keywords: Physics Education, Optical Activity, Faraday Efect.

Rio de Janeiro
Dezembro de 2017
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Capitulo 1

Introducao

No sdbado de 13 de setembro de 1845, Faraday fez 30 anotacoes em seu diario
de laboratorio [1, 2|, indicando uma intensa atividade experimental. Na
primeira anotacao, diz que dedicou o dia fazendo passar campos magnéticos
através de diferentes corpos transparentes, ao mesmo tempo passando por
eles raios de luz polarizada. Ele estava a procura da interacao da luz com o
campo magnético. Apoés vérias tentantivas infrutiferas, observou a mudanca
da polarizacao da luz causada pelo campo magnético ao alinhar este campo
com a direcao do raio de luz que atravessava uma peca de vidro, e registrou

na sétima anotagao do dia (paragrafo 7504 do diario [2]):

“ MAS, quando polos magnéticos contrdrios estavam do mesmo
lado, houve um efeito produzido no raio polarizado e, portanto,
ficou provado que for¢a magnética e luz tém relagao uma com a
outra. Muito provavelmente, este fato provar-se-d extremamente
fértil e de grande valor na investigacao de ambas condigoes da

forca natural. ”

Note-se que as maitsculas no inicio da citagao estao no manuscrito original de
Faraday, como mostra a figura 1.1, e parecem cheias de significado. Também
digna de nota é a antevisao que Faraday revela ao final da citacao, prevendo
a importancia da descoberta da interacao do campo magnético com a luz.
No paragrafo 7718 do diario, ele descreve com entusiasmo no vocabulario pe-

culiar da época que “...finalmente consegui...magnetizar um raio de luz” |2|.
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Na verdade essa agao do campo magnético sobre a luz ¢ intermediada pelo
corpo transparente no qual ambos se fazem presentes de modo apropriado.
De qualquer forma, os experimentos de Faraday foram de grande importancia
no desenvolvimento da teoria eletromagnética da luz por serem os primeiros

nos quais fenémenos 6pticos e magnéticos foram estudados conjuntamente |3.

Além de rico em implicacoes tedricas e experimentais, o efeito Faraday é
também interessante de ser levado ao ensino de graduagao ou mesmo ao en-
sino médio. Isso por suas caracteristicas fenomenologicas e como motivacao
para o estudo de seus pressupostos tebricos por parte do professor e para as
explicacoes simplificadas mescladas com pressupostos fenomenologicos desti-
nadas aos estudantes.

Embora o efeito Faraday tenha sido o primeiro efeito magneto-éptico a
ser estudado e observado em detalhe por M. Faraday em 1845, trata-se de
um efeito que possui aplicacoes modernas importantes, como mencionaremos
mais adiante nessa dissertacao.

Quanto as suas caracteristicas fenomenologicas, o efeito se processa por
um lado com fenomenos familiares como a luz comum e as forcas magnéticas
causadas por imas, embora sua observacao seja feita normalmente com laser
e campos magnéticos gerados por bobinas, que também nao sao estranhos
aos estudantes; além disso, eletroima gerando campos eletromagnéticos como
os imas de geladeira é uma excelente oportunidade para explicar a idéia
fundamental das correntes amperianas. Por outro lado o mesmo efeito mostra
que tais fenomenos familiares tém uma relacao inesperada que pode ser usada
didaticamente para agucar a curiosidade cientifica do estudante.

O estudo dos pressupostos tedricos que conduzem a explicacao do efeito
Faraday é avancado e abrangente, iniciando-se nas equagoes de Maxwell. De-
las podemos derivar e compreender em detalhes tanto a teoria dos campos
magnéticos que tornam o meio transparente capaz de realizar atividade 6p-
tica, como a propria Optica da luz polarizada que atravessa o meio. Com esse
arcabouco tedrico em maos explica-se entao o formalismo do efeito Faraday.
Esse formalismo pode envolver vérios conceitos usados em oOptica moderna

ou ter uma versao resumida com menos ferramentas teéricas. E de grande
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interesse também um formalismo elementar do efeito, que seja minimamente
acessivel a estudantes do ensino médio.

Nesta dissertagao a discussao dos pressupostos teoricos é feita no capitulo
2, onde iniciamos por uma apresentagao do formalismo das ondas eletromag-
néticas (que naturalmente se aplica & luz usada no efeito Faraday) como
solucoes das equacoes de Maxwell. Tratamos ainda da polarizacao da luz e
do seu comportamento em meios materiais transparentes. Com isso, mos-
tramos ao leitor as ferramentas conceituais que sao fudamentais ao assunto
tratado no capitulo subsequente. Procuramos detalhar as idéias e calculos
o méximo possivel para facilitar o estudo do professor de ensino médio que
pretende conhecer o efeito Faraday.

O capitulo 3 destina-se ao tratamento tedrico do efeito Faraday, onde
discutimos o fenémeno em niveis diferentes de complexidade, sendo a abor-
dabgem mais elementar concebida para um possivel uso no ensino médio. No
capitulo 4 apresentamos um projeto de artefato experimental que mostra o
efeito e é também reprodutivel nesse nivel de formacao.

Passando a questao pedagogica, é cada vez mais evidente a necessidade
de mudanca no modelo de formagcao oferecido na educacao bésica; sobretudo
no ensino médio. O avanco das tecnologias de informacao aliado & democra-
tizacao de acesso vem, ao longo dos anos, suprimindo barreiras geograficas e
sociais, aproximando as pessoas de todas as partes do mundo e produzindo
uma rede global de comunicac¢ao cada vez mais complexa e poderosa. Diante
desse cenario nao héa davidas de que a educacao precisa estar adaptada a essa
nova realidade. Mas, para além da mera inclusao da tecnologia como recurso
didatico, é fundamental que a escola repense as suas praticas de formacao
nesse contexto global. No modelo tradicional, ainda hoje predominante, o
professor é o elemento ativo no processo de ensino-aprendizagem, enquanto
o aluno é o elemento passivo. Isto é, o professor trasmite informacoes sobre
os temas de cultura geral definidos pelos curriculos e o aluno as recebe sem
ter a possibilidade de refletir sobre tais informagoes durante o andamento da
aula. Com o advento das recentes tecnologias, essa modelo tradicional tem se
mostrado cada vez mais ineficaz. Primeiro porque o acesso & informacao por

parte dos alunos deixou de estar concentrado na figura do professor e segundo
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porque dessa forma a escola nao cumpre o papel de preparar o aluno para o
exercicio da cidadania, uma vez que nao desenvolve nele um dominio critico
sobre questoes sociais, de linguagem, do mundo natural e das tecnologias.
Portanto, é cada vez mais desejavel que as praticas educacionais estejam
fundamentadas no conceito de que o aluno precisa ser um elemento ativo no
processo de ensino-aprendizagem. Desse modo, essas praticas estarao exer-
cendo boas influéncias na vida de cada individuo em formacao e cumprindo
suas metas no ambito social. Dito isto, o material instrucional desta disser-
tacao é formado por um roteiro de trés aulas onde sao propostas atividades
praticas simples para os alunos realizarem. Os temas das aulas sao discuti-
dos sob orientacao do professor a partir das observacoes feitas pelos alunos
nessas atividades. Portanto, as aulas sao elaboradas de modo a evitar ao
maximo o modelo expositivo tradicional, tornado o aluno um elemento ativo
na construcao do conhecimento. Essa estratégia tem por finalidade desper-
tar o interesse e desenvolver um carater critico nos alunos sobre os assuntos
discutidos. Naturalmente, o objetivo do roteiro das trés aulas é levar aos
estudantes o conhecimento sobre o efeito Faraday. Dessa forma, na primeira
aula é discutido o conceito geral de onda e de polarizacao de ondas mecanicas
transversais, na segunda aula discute-se o conceito de ondas eletromagnéticas
e métodos de polarizacao e na terceira aula sao discutidos os fendmenos de
atividade Optica natural e de atividade 6ptica induzido magneticamente, isto

é, o efeito Faraday.
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Figura 1.1: Texto manuscrito de Faraday em seu diario referindo-se & desco-
berta do efeito de rotacao do plano de polarizacao da luz em meio diétrico
magnetizado. Nota-se o BUT (mas) em maitisculas.



Capitulo 2

Ondas eletromagnéticas

Neste capitulo faremos uma revisao de assuntos que serao fundamentais no
estudo da atividade optica natural e no assunto central desta dissertacao, o
efeito Faraday. Dessa forma, iniciamos o texto por uma apresentacao das
equacoes de Maxwell, de onde derivamos as equagoes de onda para os cam-
pos eletromagnéticos no vacuo. Em seguida faremos uma discussao sobre as
ondas planas no vicuo e posteriormente trataremos o importante conceito de
polarizagao das ondas eletromagenéticas, que por, sua vez, motivara o assunto
seguinte: métodos de polarizacao. Esses métodos mencionam propriedades
macroscopicas de meios materiais que sao consideradas fenomenologicamente,
ja que meios materiais sao discutidos posteriormente. Naturalmente o ele-
tromagnetismo que usamos é macroscopico, com sua grandezas promediadas
em regioes com dimensoes muito superiores a escala atomica, mas que po-
dem ser tomadas macroscOpicamente como aproximadamente puntiformes.
Como é usual nessa abordagem, as propriedades macroscopicas quando nao
sao postuladas fenomenologicamente sao baseadas em modelos microscopicos
classicos. Por fim, faremos uma indispensavel discussao sobre o comporta-
mento das ondas planas monocromaticas no interior de meios dielétricos com
base no que é previamente tratado sobre as equagoes de Maxwell em meios

desse tipo.
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2.1 Equacoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell na forma local (microscopica) sdo as equagoes

diferenciais parciais de primeira ordem

V. E(rt) = Eip(r,t) | (2.1a)
V.B(r 1) = N (2.1b)
V x E(r,t) = —%B(r,t) | (2.1¢)
V 5 B, 1) = pod (1, 8) + joco~E(r, 1), (2.1d)

ot

onde E(r,t) e B(r, t) sao os respectivos campos elétrico e magnético na posi-
¢ao r e no instamte ¢; p e J sao as respectivas densidades de carga e corrente
elétrica em r e ¢, e todas essas grandezas sao relativas a um referencial iner-
cial. Além disso, €y = 8,85 x 1072 C?/Nm? e py = 47 x 1077 N/A? sao,
respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do
vacuo no sistema internacional de unidades (SI). A constante ¢, tem origem
na lei de Coulomb, que fornece o modulo da forca eletrostatica entre duas
cargas puntiformes separadas por uma distancia conhecida. A constante pg
tem origem na lei de Biot-Savart, que fornece o médulo da for¢a magne-
tostatica por unidade de comprimento entre dois fios paralelos conduzindo
correntes estacionarias e separados por uma distancia bem definida. Essas
quatro equagoes, juntamente com a expressao para a forca de Lorentz, que

na forma local é dada pela densidade de forca |4]
f(r,t) = p(r,)E(r,t) + J(r,t) x B(r,1), (2.2)

formam a base tedrica de todo o eletromagnetismo.

A equagao (2.1a), chamada lei de Gauss, mostra que em cada ponto r de
uma regiao do espago, no instante ¢, a divergéncia do campo elétrico é pro-
porcional & densidade de carga p(r,t). Da mesma forma, a equagao (2.1b),

conhecida como lei de Gauss do magnetismo, afirma que nao existem car-
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gas (ou monopolos) magnéticos, porque a divergéncia do campo magnético é
sempre nula. A equac¢do (2.1¢), a lei de Faraday, informa que em cada ponto r
e instante ¢ o rotacional do campo elétrico é o negativo da derivada do campo
magnético em relagao ao tempo. Decorre entao que a taxa de variacao tem-
poral do fluxo de campo magnético através de uma superficie limitada por
um fio condutor produz diferenca de potencial elétrico entre quaisquer dois
pontos do fio, levando ao surgimento de corrente por ele. A ultima equagao
mostra que em cada ponto e instante o rotacional do campo magnético é pro-
porcional & soma da densidade de corrente elétrica, J(r,t), com a chamada
densidade de corrente de deslocamento, €g0E(r,t)/0t. Essa equagao é resul-
tado da correcao da lei de Ampére, V x B = pgJ, cuja validade se restringe
ao regime estacionario. A introducgao da corrente de deslocamento nessa lei

permite torna-la compativel com a lei de conservagao da carga elétrica,

5% (r,t)+V-J(r,t) =0, (2.3)
no caso em que a derivada temporal da densidade de carga é nao nula. A
introducao da corrente de deslocamento foi a contribuicao de Maxwell que
representou uma evolucao significativa no conhecimento sobre o eletromag-
netismo, levando a equacao (2.1d) a ser chamada de lei de Ampére-Maxwell
e o conjunto das quatro equacoes a também receberem o seu nome. Quanto
a equagao (2.2), ela descreve o movimento de cargas elétricas em um campo
eletromagnético dado. Sao bem conhecidos os casos simples dos movimentos
de uma carga puntiforme na presenca de um campo elétrico constante ou de
um campo magnético constante, No primeiro caso, o movimento é similar
ao de um projétil em campo gravitacional invariavel. No segundo caso, é
circularmente uniforme.

Uma avaliacao simples das equagoes de Maxwell mostra que cargas elétri-
cas nao podem existir em uma regiao sem a ocorréncia de campos eletromag-
néticos, basta para isso tomar E = 0 e B = 0 nas equacoes e observar que
como consequéncia se tem p =0 e J = 0, isto é, se os campos sao nulos, en-
tao as distribuicoes de cargas e correntes também sao. Por outro lado, ainda

que nao existam distribui¢oes de cargas e correntes na regiao, as equagoes de
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Maxwell no vicuo admitem solucoes nao triviais, ou seja, os campos elétrico
e magnético nao sao identicamente nulos na regido. E possivel mostrar ainda
que esses campos apresentam comportamento ondulatorio, o que é feito a
seguir.

As equagoes de Maxwell no vacuo, obtidas fazendo p(r,t) =0 e J(r,t) =

0, sao

V- -E(r,t)=0, 2.4a)
V.B(r,{) =0, (2.4b)
V x E(r,t) = —%B(r,t) : (2.4c)
V x B(I',t) = /,6060%]3(1', t) . (24d)

Para mostrar o carater ondulatorio das solucoes dessas equacgoes, toma-se o
rotacional em ambos os membros de (2.4c) e (2.4d). Realizando esse proce-

dimento inicialmente para a equagao (2.4c¢), obtemos

VX(VXE):VX<—%B>. (2.5)

Lembrando que para coordenadas cartesianas vale a identidade vetorial
V x(VxE)=V(V-E)-{(V’E,)% + (V?E,)¥ + (V’E.)z}, (2.6)
que, por simplicadade de notacao, se escreve na forma
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E, (2.7)
a equacao (2.5) pode ser reescrita na forma

V(V-E)—-V’E = —%(v x B). (2.8)

Usando as equagoes (2.4a) e (2.4d), segue que

0 0
—VQE == _E (MoGOaE>, (29)
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o que resulta em
82
VZE — woeo=5E=0. 2.10
Ho€o 2 ( )
De forma anéloga, a partir da equagao (2.4d) se obtém para o campo mag-
nético o resultado
92

2 —
VB — ,U{ﬁ(]@B =

0. (2.11)

Portanto, os campos E e B obedecem a uma mesma equacao de onda, o que

se pode representar por

(V2 - uoeog—;){ E } =0. (2.12)

A velocidade de propagacao,

1
c= ~ 2,99 x 10® m/s, 2.13
V/Ho€o / (2.13)

é, com boa aproximacao, a mesma obtida experimentalmente para a luz. A

observacao desse fato levou Maxwell a propor que a natureza da luz estivesse
intrinsecamente relacionada ao eletromagnetismo. Essa proposta se confir-
mou com o experimento realizado por Hertz, que validou o trabalho teérico
cujo principal resultado foi a previsao da existéncia de ondas eletromagnéti-
cas. Com a comprovacao da existéncia de ondas eletromagnéticas foi possivel
verificar que a luz é, de fato, uma onda desse tipo, como Maxwell havia suge-
rido. Com isso, a 6ptica unificou-se ao eletromagnetismo, o que possibilitou
importantes avancos na compreensao do mundo fisico. A percepcao de que as
equacoes de Maxwell no vacuo apresentam solucoes ondulatoérias foi possivel

pela introducao da corrente de deslocamento na lei de Ampére.

2.2 Ondas planas no vacuo

A segdo anterior mostra através da equagao (2.12) que os campos ele-

tromagnéticos no vacuo obedecem a equacao de onda com velocidade ¢ =

10
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1/\/1o€o, 0 que significa que cada componente dos campos E e B, denotado

por ¥ [4], satisfaz a equacao

1 5
(v2 - g@)\ﬁ(r,t) =0. (2.14)

Considerando as solucoes que dependem apenas de uma tnica coordenada
espacial, denotada por ( e tomada na direcao de um vetor unitéario R, isto
6,1 -k =C(, setem U(r,t) = \I/(CE, t) = V((,t) [4]. Nesse caso, fixando t, a
funcao ¥ tem valor constante nos pontos r para os quais ¢ é constante. Esses
pontos formam um plano ortogonal a k e, por isso, as solucoes que dependem
apenas de uma tnica coordenada espacial sao chamadas ondas planas.

No espago unidimensional de coordenada (,

. 0
VU((,t) = ka—C\I/(C,t). (2.15)
Entao 92
V(G 1) =V V() = UG, (2.16)

Portanto, para solugoes do tipo onda plana, a equagdo (2.14) se reduz a

o 10
(8_C2 - g@)\ﬁ(g,t) =0. (2.17)

Ainda de acordo com a referéncia [4], essa equagdo pode ser reescrita na

0 10 0 10
(5 + can) (3 — e et =0, 219

o que sugere a definicao das variaveis

forma

(t=C+ct e (=(—ct. (2.19)

Com isso, definindo a fungao F' de forma que F((y,(_) = ¥((,t), e obser-

vando que

o . (0G99 N, (0 0
ac” ‘(ac ac. tac ac)F_(ag 6<>F (2:20)

11
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0. (00 9 N, [0 &
5= (o arac )P =cloc—sc)r e
vemos que
0 10 0

Consequentemente, a equacao (2.17) se mostra equivalente a

o 0

5e ae P =0. (223)

A solucao geral dessa equacao é dada por

F(C, (o) = Fol(¢) + F- (), (2.24)

onde F'; e F_ sao funcgoes arbitrarias. Portanto, a solucao geral da equacao
(2.17) é
U((,t) =V (C—ct)+V_(¢+ ct) (2.25)

com U, e U_ fungbes arbitrarias. Desse modo, para a equagdo (2.14) a

solucao geral do tipo onda plana tem a forma
U(r,t) =0, (k-r—ct) +U_(k-r+ct), (2.26)

onde W, descreve uma onda se deslocando no sentido de k e ¥_, uma onda
se deslocando no sentido contrario. Evidentemente, a troca de k por —k em
U, corresponde a mudar o sentido de propagacao desta solucao, passando a
se comportar, desta forma, como uma solucao do tipo ¥_. Por isso o estudo

é realizado limitando-se as ondas dependentes apenas da variavel
E=k-r—ct, (2.27)

que corresponde a propagacao na direcao e sentido de k.
Para as ondas eletromagnéticas planas no vacuo, propagantes na direcao

e sentido do vetor k, os componentes dos campos E e B atendem & condicao

12
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de dependéncia da variavel &, de modo que os proprios campos sao dados por
Er,t)=E(k-r—ct) e B(r,t)=B(k-r—ct). (2.28)

Esses campos estao ainda submetidos as condicoes impostas pelas equagoes
de Maxwell no vacuo, que, de acordo com o que é desenvolvido no apéndice

A, sao

k-E() =0, (2.29a)
k-B(£) =0, (2.29b)
k x E(§) = ¢B(€), (2.29¢)
k x B(¢§) = —%E(g). (2.29d)

As equagoes (2.29a) e (2.29b) mostram que os campos elétrico e magnético
que formam uma onda eletromagnética plana sao perpendiculares a direcao
de propagacao, o que caracteriza o comportamento de onda trasversal. As
equagbes equivalentes (2.29¢) e (2.29d) mostram que os campos elétrico e
magnético de uma onda sao perpendiculares entre si e que cada um deles
pode ser obtido, a menos de uma constante multiplicativa dada em funcao
de ¢, girando o outro por um angulo de 7/2 em torno de R; logo os dois
campos apresentam a mesma dependéncia da variavel £&. Observadas essas

propriedades, todas as condigoes apresentadas podem ser sintetizadas em

K-E(r,t)=0 ¢ B(rt) = %12 < B(r,t): E(r,t) = E&-r—ct). (2.30
Portanto, qualquer onda eletromagnética plana no vacuo, propagando-se na
direcao e sentido do vetor R, satisfaz as condigbes gerais (2.30).

Um caso de onda plana particularmente interessante é a chamada onda
harmonica, que recebe esse nome em razao da dependéncia da variavel &
ocorrer de modo harmonico simples, ou seja, através de uma funcao senoidal.

Sendo assim, para uma frequéncia w de oscilacao, a variavel espaco-temporal

13
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pode ser reescrita de forma mais conveniente por
C N
§=—(kk-r—wt), (2.31)
w

com

k:

w
= (2.32)
Voltando & equagao (2.14), onde se representa genericamente os componentes
dos campos elétrico e magnético no vacuo por ¥, a solucao do tipo onda
harmonica é

U(r,t) = Ugcos(kk - r — wt + 6), (2.33)

com Vg, w, k e § constantes. A constante positiva ¥y é a amplitude de
oscilagao; w é a frequéncia angular, definida em fun¢ao do periodo T' de
oscilagao por w = 27 /T; k é o nimero de onda angular, dado em fungao
do comprimento de onda A por k = 27/X (que esta de acordo com a equagao
(2.32), uma vez que a velocidade da luz é ¢ = A\/T); § é a constante de
fase, angulo que permite a funcao ¥ ter valor diferente Wy na origem r = 0
e no instante t = 0. O argumento kk -t —wt+6 da funcao trigonométrica é
denominado fase da onda.

Definindo o vetor de onda ou vetor de propagacao pelo produto entre

o nimero de onda e o vetor unitario na direcao e sentido da propagacao,
k = kk, (2.34)
a fungao (2.33) pode ser reescrita por
U(r,t) = VYocos(k-r —wt+96). (2.35)
A relacao entre a frequéncia e o nimero de onda,
w = c|k|, (2.36)

é a chamada relagcao de dispersao da onda no vacuo. Por meio dela, o

vetor de propagacao determina a frequéncia w. Como esse vetor informa

14
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ainda a diregao e o sentido da propagacao, ele determina a onda exceto pela
amplitude e constante de fase.

A fungao (2.35) expressa de modo geral o comportamento de uma onda
harmonica propagando-se na dire¢ao do vetor k. Tomando uma base cartesi-
ana (X, y e z) em que k = kZ e r = 2X+yy+ 22, tem-se k-r = kz. Portanto,
os componentes dos campos eletromagnéticos da onda harmonica s6 depen-
dem da coordenada espacial z, de modo que V(r,t) = V(zz,t) = V(z,t)
e

U(z,t) = Ugcos(kz —wt +0) . (2.37)

Nesse caso, segue de (2.30) que os campos que formam a onda devem atender

as condigoes

1
z-E(z2,t)=0 e B(z,t)=-2xE(21). (2.38)
c
Entao, em geral,
E(z,t) = E.(2, )%+ E,(2,1)¥ (2.39)
¢ 1 1
B(z,t) = ——E,(z,t)Xx + - E,(2,1)y, (2.40)
c c

onde, de acordo com a funcao genérica (2.37),
E.(z,t) = Ep,cos(kz—wt+6,) e Ey(z,t) = Ey,cos(kz—wt+0,), (2.41)

lembrando que Ey,, Ey,, 0, e d, sdo as amplitudes e constantes de fase de
E, e E,.

A escolha de um sistema de coordenadas cartesianas em que k = kz é
sempre possivel para o estudo de qualquer onda plana. Isto é, nao ha perda
de generalidade nessa escolha que, por motivo de simplicidade de notacao,
se faz com frequéncia.

A onda harmonica aqui apresentada é usualmente chamada de onda
plana monocromatica, isso porque a frequéncia bem definida w corres-
ponde & identificacao de uma cor especifica para a luz. Portanto, sempre

que houver referéncia a uma onda plana monocromética, fica subentendido
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que se trata de um feixe de luz com cor especifica. Obviamente, para que
haja percepcao de cor é necesséario que a frequéncia pertenca ao intervalo vi-
sivel do espectro eletromagnético. Caso ela esteja fora da regiao visivel, nao
h& percepcao de cor alguma, mas, ainda assim, ¢ comum referir-se as ondas
nessas condicoes como luz. A exemplo disso pode-se mencionar a radiacao
ultra-violeta, que é uma classe de ondas eletromagnéticas com frequéncias
mais altas que as do intervalo visivel, mas que recorrentemente é chamada
de luz ultra-violeta. Neste trabalho, dada a importancia que a percepcao vi-
sual tem no fendmeno estudado, somente héa interesse na regiao visivel, que,
como pode ser visto na figura 2.1, corresponde a um intervalo muito estreito
do espectro conhecido. Vale ressaltar que tanto o efeito Faraday como outros

efeitos magneto-opticos também ocorrem fora da faixa do visivel.

Espectro visivel pelo olho humano (Luz)

| 400nm lasonm |s00nm [550nm  [600nm |650nm 700 nm 750 nm

1 1y ! ! ! L 1 ]

.
n i T
Raios Raios Raios X W Infravermelho Radar UHF | Onda média Frequéncia
cosmicos gEma A/B/C VHF Onda curta ©nda long gxgremadamente
aixa
ltEvIclers Micro-ondas Radie
1fm 1 pm 1A 1nm 1pm Imm 1lcm im 1 km 1 Mm
i A5 14 13 (12 a1 10 -9 -8 & -6 = -4 ) & & 0 1 2 3 4 5 6 7
o 107 10 107 10 107 10 107 107 1007 107 107 100 107 107 100 100 100 10° 100 10" 100 10° 10
T
23 2 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 1 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Frequéncia (Hz) 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
(1 Zetta-Hz) {1 Exa-Hz) {1 Peta-Hz) (1 Tera-Hz) (1 Giga-Hz) (1 Mega-Hz) {1 Quilo-Hz)

Figura 2.1: Espectro da radiacao eletromagnética com destaque para o in-
tervalo visivel.

2.3 Polarizacao de ondas eletromagnéticas

Em uma onda plana monocromética, que se propaga no sentido do vetor
unitario z da base de um sistema de coordenadas convenientemente adotado,
os campos elétrico E(z,t) e magnético B(z,t) oscilam perpendicularmente
entre si e em relagao a z. Como B = (1/v)z x E (em um meio qualquer), o

campo magnético da onda fica bem definido se o campo elétrico for conhe-
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cido. Portanto, qualquer informacgao sobre a onda pode ser obtida a partir
de E(z,t). Por isso, polarizagio de uma onda eletromagnética é, por con-
vencao, a direcao de oscilacao do campo elétrico. No caso mais geral de
uma onda plana monocromatica se propagando em z, esse campo ¢ dado em

coordenadas cartesianas por
E(z,t) = Ex(2,t)X + Ey (2, 1)y, (2.42)
onde
E.(z,t) = Ey, cos(kz—wt+6,) e Ey(z,t) = Ey,cos(kz—wt+7,). (2.43)

Os componentes do campo elétrico apresentam as constantes de fase J,
e 0,. O valor da diferenca de fase 6 = 9, — 0, caracteriza o comportamento
do campo, de modo que a polarizacao da onda é dada em fungao de ¢ (além
das amplitudes Ey, e Ep,). Notemos que uma escolha adequada das origens
da posicao z e do tempo t permite tornar uma dessas constantes nula. En-
tao, sem perda de generalidade, é possivel tomar d, = 0 e, dessa forma, os
componentes cartesianos do campo elétrico podem ser dados como func¢ao da

variavel ®(z,t) = kz — wt [5] por
E,(®) = Ey,cos® e By (P) = Epy,cos(P+0). (2.44)

Fixando o valor de z correspondente a um plano transversal a propagagao
da onda, a variavel ® torna-se funcao exclusivamente do tempo e as equa-
¢oes em (2.44) tornam-se equagoes paramétricas de uma curva tragada pela
extremidade do vetor E no plano de valor fixo z. A equacao cartesiana dessa
curva mostra de forma mais explicita o0 modo como o movimento da extre-
midade do vetor campo elétrico depende da diferenca de fase 0, Ey, e Ey, e,
portanto, fornece uma importante informacgao sobre a polarizacao da onda
eletromagnética. Para obter a equacao cartesiana, basta relacionar as varia-
veis I/, e £, de modo a eliminar a dependéncia em ®, como ¢ feito a seguir

com base no livro de Moysés Nussenzveig [5].
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De (2.44), vem

- E
=cos® e —L =cos(®+9), (2.45)
Ox Oy
mas
cos(P + 0) = cos P cosd — sin Psin g (2.46)
e
sin® = +v1 —cos? P, (2.47)
entao
E, E, E.\* .
— = cosd F 1—( > sind . 2.48
Eo,  Eo, Foy (2.48)
Segue que
o] = [myr () ]
— — cosd| = | F4/1—- sind| , 2.49
|:E0y Eo, Eo, (2.49)
isto é,

i) o (g) woo= 1o () ]
— | —2—== cos o + cos“d = |1— sin“d. (2.50
(EOy EOy EOx EO:E EO:E ( )

A equacao cartesiana para a curva descrita pela extremidade do vetor E no

plano de valor fixo z é, entao,

E, >2 E, E, ( E, )2 ,
) -2 cos d + = sin? 4. 2.51
<E0y EOy EOm EO:D ( )

Essa equacao apresenta genericamente a forma de uma conica e, no caso
mais geral, representa uma elipse, j& que a curva é circunscrita por um re-
tangulo de lados 2Ky, e 2E,,, uma vez que |E,| < Ey, e |E,| < Ey,.

Um olhar atento a equagao (2.51) mostra que a elipse degenera em seg-
mentos de reta se 6 # nm, onde n é qualquer namero inteiro. Se 6 = nw+7/2,
o termo negativo da equagao se anula e nesse caso o eixo principal da elipse

coincide com o eixo x do sistema de coordenadas adotado se Ey, > Eo,; ou

18



Capitulo 2. Ondas eletromagnéticas

com o eixo y, se Ey, > FEy,.
Denotando por ¥ o angulo formado entre o eixo principal de uma traje-
toria eliptica qualquer e o eixo x do sistema de coordenadas, como ilustra a

figura 2.2, é possivel mostrar, conforme se verifica no apéndice B, que

2k, E
tan 2y = # cosd, (2.52)
0z — 0y
YA

=Y

Figura 2.2: Elipse de polarizacao inscrita em retangulo de lados 2Ey, e 2Ey,,.

desde que Ey, # Ey,. Entao, para d # nm+m/2, na medida em que essas duas
amplitudes vao tomando valores cada vez mais proximos, o valor absoluto
de tan 2y cresce indefinidamente e, portanto, diverge no limite em que se
estabelece a igualdade. Desse modo, sendo Ey, = Ey, (e § # nm + 7/2),
se tem |2¢| = 90°, isto é, para o angulo de inclinagao do eixo principal da
trajetoria eliptica vale || = 45°.

O angulo ¥ serd negativo sempre que o eixo principal atravessar o se-
gundo e o quarto quadrantes do plano formado pelos eixos x e y. O sinal

desse angulo depende dos valores da diferenca de fase ¢ e da diferenca no
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denominador da expressao (2.52).

A elipse propriamente dita nao é a tdnica trajetéria possivel de ser tra-
cada pela extremidade do vetor E: para valores especificos da diferenca de
fase d, a equagdo (2.51) pode representar uma reta, como ja dito, ou uma
circunferéncia. No caso da circunferéncia é necessario ainda que se verifique
a igualdade entre Ep, e Ey,. A seguir, ainda com base na referéncia [5|,
serao discutidos esses dois casos; a de polarizacao linear, que ocorre quando
a trajetoria tracada pela extremidade do campo elétrico é um segmento de
reta, e a de polarizacao circular, em que a trajetoéria tracada pelo campo é

uma circunferéncia.
Polarizacgao linear

A equacao (2.51) se reduz a equacdo de uma reta quando § = nm, onde

n é qualquer ntmero inteiro. Para n par, (2.51))implica

E,\> _E, E, E,\?
(—y> -2 +( > =0, (2.53)
EOy E(]y EO;E EOJC
isto é,
E, E, )2
—¥ _ =0, 2.54
(EOy EOx ( )
ou E
E,=-2FE,. (2.55)

y xX
EOx
Esta equacao corresponde a um segmento de reta com inclinagao positiva

dada na forma paramétrica (2.43) por
E,(z,t) = Ey,cos(kz —wt) e Ey(z,t) = Ey,cos(kz —wt). (2.56)

Acrescentar 0 = nm a fase de Ey(z,t), com n par, nao altera a dependéncia
do campo em relagao as variaveis z e t, de modo que a segunda equacao

em (2.56) estd bem definida para qualquer valor par de n. Para n impar, a
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equagao (2.51) implica

E,\? E, E, E,\*
(—y) + 22 +( ) =0, (2.57)

EOy EOy EO:(: EOI
isto é,
E, E, )2
— + =0, 2.58
(E()y EO:r ( )
ou B
E,=--"%pg. 2.
) on ( 59)

Esta equacao corresponde a um segmento de reta com inclinacao negativa

onde
E,(2,t) = By, cos(kz —wt) e Ey(z,t) = —Ep,cos(kz —wt). (2.60)

O sinal negativo na segunda equacao em (2.60) vem da constante de fase 0.
Como Ey(z,t) = Ey,cos(kz — wt 4 0) onde § = nm, entdo, para qualquer n

impar, E,(z,t) = —Ey, cos(kz — wt).

Os campos elétricos em ondas linearmente polarizadas propagando-se em

z sao, entao, dados por
E(z,t) = Ey, cos(kz — wt)X & Ey, cos(kz — wt)y . (2.61)

O sinal positivo (negativo) caracteriza a polarizagdo em que a oscilagao do
campo ocorre ao longo de uma linha reta com inclinagdo positiva (negativa).
Segue de (2.61) que

E(z,t) = (Eo,X £ Eo,¥) cos(kz — wt), (2.62)
ou, de forma mais compacta,

E(z,t) = Eycos(kz — wt)Ey | (2.63)
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onde g 5
E _ 0x A~ :t ﬁ ~
TR TR

sao vetores unitarios que definem as diregoes possiveis para a oscilacao do

(2.64)

campo elétrico cuja amplitude ¢ Ey (Ey®> = Ep,” + E0y2). Se Ey, = 0, os
unitérios B, se reduzem a X e o campo da onda linearmente polarizada fica
E(z,t) = Eycos(kz — wt)X.

Polarizacgao circular
Quando a diferenca de fase entre os componentes cartesianos do campo

elétrico da onda plana ¢ 6 = nm + 7/2, com n inteiro, e suas amplitudes

sao iguais (Ko, = Fo, = Eb), a aquacdo (2.51) se reduz a aquagao de uma

E@ e

Essa equacao informa a trajetoéria no plano dado por um valor fixo de z, mas

circunferéncia, isto é, a

nao informa em qual sentido a extremidade do vetor campo elétrico E esté se
movendo periodicamente. Ha duas possibilidades: o vetor pode estar girando
no sentido horario ou no sentido anti-horario para um observador que recebe
a onda de frente para a sua propagacao. Esses dois sentidos caracterizam,
respectivamente, a polarizagao circular direita e a polarizacao circu-
lar esquerda; elas também sao chamadas, respectivamente, polarizagao
circular dextrégira e polarizacao circular levogira. Para se ter um
entendimento do comportamento do campo elétrico a fim de se conhecer a
polarizacao da onda é necessario avaliar a forma como os componentes F, e
E, variam com o tempo ¢, levando em conta que z ¢ mantido constante. Os

componentes cartesianos do vetor E sao

E.(z,t) = Egcos(kz —wt) e E,(z,t) = Eycos(kz —wt + (nm+7/2)).
(2.66)

Como n pode assumir apenas valores inteiros, esses componentes podem ser
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reescritos por
E.(z,t) = Eycos(kz —wt) e Ey(z,t) ==+ Eysin(kz —wt).  (2.67)

Os sinais positivo e negativo na segunda equacao ocorrem quando n assume,
nesta mesma ordem, valores impares e pares. Esses sinais indicam o sentido
da rotagao do vetor e as equagoes em (2.67) sao as equagoes paramétricas da
trajetoria tracada pela extremidade dele. Uma simples analise das expressoes
para E;(z,t) e E,(z,t) mostra que o sinal positivo corresponde a polarizagao
direita e o sinal negativo corresponde a polarizagao esquerda, basta para
isso tomar z = 0, por exemplo, e observar a consequéncia do aumento do
parametro t a partir do instante zero.

Os campos elétricos em ondas circularmente polarizadas propagando-se

em z sao dados, entao, por
E(z,t) = Eycos(kz — wt)X £ Epsin(kz — wt)y . (2.68)

O sinal positivo (negativo) gera a polarizagao direita (esquerda), aquela em
que a extremidade do campo realiza um movimento circular uniforme no
sentido horario (anti-horério) para o observador que vé a onda aproximar-se,

conforme mostra a figura 2.3.

Por motivos de conveniéncia, usa-se com frequéncia a notacao complexa como
forma de representacao do vetor campo elétrico. Nessa representacao, os
componentes do campo sao substituidos por quantidades complexas cujas
partes reais sao os componentes originais. Dessa forma, na notagao complexa,

as equagoes em (2.68) equivalem a
E(z,t) = Ey "% 34 F, eik=wby (2.69)

ou ainda,
E(z,t) = Ey (% Fiy). (2.70)

Portanto, as equagoes em (2.70) representam campos com amplitudes iguais a
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o

v

e
Visto em diregao
a fonte
Circular Circular
para a esquerda para a direita

Figura 2.3: Polarizacao circular esquerda e polarizacao circular direita.

Ey de ondas circularmente polarizadas onde, agora, o sinal negativo (positivo)

corresponde a polarizagio direita (esquerda). Sendo assim, os vetores

&, =—=(X+iy) e é.=—4(%k—1Y) (2.71)

V2

formam uma base ortonormal de polarizacoes circulares de modo que
E(z,t) = Ey ek 408, e E(z,t) = By e'*F*Vg_ (2.72)

representam campos com amplitudes iguais a Fy/v/2 nas polarizacoes es-
querda e direita, respectivamente.

O vetor campo elétrico de uma onda com polarizagao arbitraria pode
ser dado como a superposicao dos campos elétricos de ondas linearmente
polarizadas nas direcoes dos eixos coordenados da base cartesiana. Da mesma
forma, esse vetor pode ser apresentado na base de polarizagao circular como
superposicao dos campos elétricos de ondas polarizadas a esquerda e a direita.

Para verificar essa propriedade é instrutivo usar as expressoes gerais (2.43).
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A expressao geral do campo elétrico é
E = Ey, cos(kz — wt + ;)X + Ep, cos(kz — wt 4 0,)y (2.73)
ou, em notagao complexa,
E = (Ey, €% + Ep, evy) ' | (2.74)

Para ondas circularmente polarizadas escrevemos d; =: §, 09 = 0+ (7/2) +nmw
e By, = Ey, =: Ey. Nesse caso, (2.74) para n par (polarizacao esquerda) e n

impar (polarizagao direita), reduz-se as respectivas expressoes
Ei = V2ET %% ¢k, (2.75)

onde EF e §. sio nimeros reais arbitrarios, e foram usados os vetores da

base circular (2.71). Expressando os unitarios cartesianos nessa base,

. 1. . (N R
K= (@ +6) o §=——=(6,—8), (2.76)

V2 V2

e substituindo essas expressoes no campo (2.74) de polarizacao arbitraria,

obtemos

Eo.e Ey e“y) (onei‘sf Eq e e
E= — i &, + +i— é_ | eitkz=wt)
K V2 vz )t V2 V2
(2.77)

Nessa expressao identificamos a superposicao de uma polarizacao circular

esquerda com uma polarizagao circular direita, conforme as formulas (2.75).

Ajustando EF e . nessas formulas, obtemos
E=E, +E_| (2.78)

que é o resultado procurado.
A expressao (2.77) pode ser escrita de forma mais compacta por

1
E= (B, —iE)és + —=(E, +iE,)é_, (2.79)

1
V2 V2
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onde
E, = Epe' ") o B = Fy, ezt (2.80)

sao os componentes do vetor campo elétrico em notacao complexa. Como

exemplo de aplicac¢ao da formula (2.79), dois casos sao apresentados a seguir:

1. Para uma onda linearmente polarizada na direcao do vetor unitario X
e com J, = 0, o campo elétrico é E(z,t) = Eycos(kz — wt)X. Em notacao
complexa, E(2,t) = Ey e!**=“Y%. Substituindo E, = Ey e!**=) ¢ £, =0
em (2.79), obtemos

1 , 1 .
E(z,t) = —=Fp e'* g, + —F, e'b*=lg_ 2.81
( ) \/é 0 + \/5 0 ( )
Ou seja, o campo dessa onda pode ser escrito como uma combinacao linear a
coeficientes 1/\/§ dos campos com amplitudes EO/\/§ de ondas circularmente

polarizadas & esquerda e a direita.

2. Para ondas com polarizagdo linear em geral (com J, = 0, = 0), os
campos elétricos sao dados pelas equagoes em (2.61). Em notagao complexa

esses campos sao dados por
E(z,t) = Ey, '™ D% £+ By, e'*= ey (2.82)

onde os sinais correspondem as inclinacoes positiva e negativa em relagao ao
sistema de coordenadas. Passando esse campo para a base de polarizacao

circular conforme a expressao (2.79), resulta

1 i(kz—wt . - 1 i(kz—wt . -

E(z,t) = % ekt (B T Eoy)e++E ' (B, i By, )é_ . (2.83)
Se 0y é o menor angulo formado entre o campo E e a dire¢ao do vetor unitario
X e Ey ¢ a amplitude do campo, entao Ey,/Ey = costy e Ey,/Ey = sin .
Segue que

cos by F ¢ sint i(kz—wt) A costly £ ¢ sinb

E(z,t) = Eye &, +
( ) \/§ 0 + \/5

E, ez(kz—wt)é_ )
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Essa expressao generaliza o resultado anteriormente obtido para a onda com
polarizacao linear na direcao de X, caso em que 6y = 0. No entanto, é possivel
ainda simplificar essa expressao geral. Como (cosfy F i sinfy) = e¥’ % ¢

(cos @y i sinfy) = e**%  entdo

B(:,t) = Sy clang, 1 & it (2.84)
z,t) = g e\FThe, + ——Fy e\ Me 2.8
V2 V2
isto é,
E(Z t) _ LE{) ei(k’z—wtqieo)é+ + LE{) ei(k:z—o.)t:l:@o)é (2 85)
V2 V2 B '

Portanto, o campo elétrico com amplitude Ej de qualquer onda linearmente
polarizada pode ser dado como combinagao linear a coeficientes 1/ V2 dos
campos com amplitudes ED/\/§ de ondas polarizadas a esquerda e a direita.
A especificacao de cada polarizacao linear estd na constante de fase dos com-
ponentes da base circular, cujo modulo é o angulo 6y (0 < 6y < 7/2) formado
entre o vetor campo elétrico linear e a dire¢ao do unitario X.

Esses dois casos sao usados no estudo do efeito Faraday.

2.4 Meétodos de polarizacao

Ja que a polarizagao das ondas eletromagnéticas sao importantes em nosso
estudo do efeito Faraday, vamos discutir fenomenologicamente alguns méto-
dos de polarizacao, isto é, de obter ondas polarizadas.

As ondas eletromagnéticas produzidas por um grande nimero de fontes
sao do tipo nao polarizadas. Fontes tipicas desta natureza sao as constituidas
por um numero grande de Atomos cujos movimentos nao apresentam correla-
¢ao. Por se moverem aleatoreamente, esses atomos emitem ondas com planos
de polarizacao distribuidos também aleatoreamente em torno da direcao de
propagacao. O conjunto dessas emissoes nao apresenta, portanto, polarizacao
definida. O Sol ou uma lampada incandescente sao exemplos de fontes que

produzem ondas eletromagnéticas com essa caracteristica. Existem métodos
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que permitem transformar essas ondas nao polarizadas em ondas polarizadas
e quatro deles sao discutidos a seguir, tomando por base a leitura dos livros
do Halliday [6] e do Tipler [7].

Polarizagao por absorcao

Uma pelicula comercialmente conhecida como polaroide é o instrumento
frequentemente usado para polarizar ondas eletromagnéticas por absor¢ao.
O material que d& origem ao polaroide, também conhecido como filtro po-
larizador, é constituido por moléculas de hidrocarbonetos que se dispoem
em cadeia e que sao alinhadas quando o material é esticado no processo de
fabricagao de uma pelicula. As estruturas paralelas formadas pelas molécu-
las alinhadas se tornam condutoras quando o filtro ¢ mergulhado em solucao
contendo iodo. Desse modo, ao incidir sobre a pelicula, uma onda eletromag-
nética nao polarizada tem parte de sua intensidade absorvida pelo material.
Isso ocorre porque a projecao do campo elétrico da onda paralelo ao alinha-
mento das moléculas produz corrente elétrica nessa estrutura, de modo que
a porcao de intensidade correspondente a essa projecao é perdida, restando
na onda apenas a projecao do campo elétrico perpendicular a estrutura. Por
essa razao, a direcao perpendicular ao alinhamento das moléculas é chamado
eixo de transmissao do filtro polarizador.

Considerando a onda que se torna linearmente polarizada ao atravessar
um filtro polarizador, quando ela encontra um segundo filtro cujo eixo de
transmissao estd desvidado de um angulo € em relacao ao eixo de transmis-
sao do primeiro, apenas a projecao do campo elétrico paralelo ao eixo do
segundo filtro o atravessara. Portanto, se a amplitude da onda que deixa o
primeiro polarizador ¢ Ej, ao deixar o segundo a amplitude da onda passa
a ser Fjycosf, como mostra a Figura 2.4. Como a intensidade de uma onda
eletromagnética é proporcional ao quadrado da amplitude do campo elétrico,

entao a intensidade transmitida pelo segundo polarizador é

I = Iycos®0, (2.86)
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onde [y é a intensidade transmitida pelo primeiro. Essa equacao é a conhe-
cida Lei de Malus, descoberta por Etienne Louis Malus (1775 - 1812) em
1809. Naturalmente, em seus trabalhos experimentais, Malus usou técni-
cas de polarizacao diferentes das descritas aqui, uma vez que o polaroide foi
inventado por E. H. Land em 1938.

Unpolarized

light Polarizer

Analyzer

hadils

Polarized

light

Transmission
axis

Figura 2.4: Luz inicialmente nao polarizada sofrendo duas polarizagoes por
absorcao sucessivas.

Em uma onda nao polarizada, como a luz emitida por uma lampada in-
candescente, ha campos elétricos oscilantes homogeneamente distribuidos em
todas as direcoes ortogonais a dire¢ao de propagacao. Cada um desses cam-
pos apresenta um valor particular para o angulo 6 de inclinacao em relagao
ao eixo de transmissao de um polarizador. Como o valor médio de cos? 6
no intervalo de 0 a 27 radianos é 1/2, entao, considerando um filtro polari-
zador ideal, apenas 50% da intensidade da onda incidente ser& transmitida.
Na pratica, todo polarizador absorve ainda uma pequena parte da energia
correspondente a projecao transmitida do campo elétrico, de modo que a
taxa de transmissao de um polarizador real é cerca de 40% no caso da onda

incidente nao polarizada.

Polarizagao por reflexao
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Quando um feixe de luz incide sobre a superficie de separacao entre dois
meios (ar e vidro, por exemplo), parte da intensidade dessa luz sofre refragao
ao ser transmitida entre os meios e parte da intensidade é refletida, tornando
a se propagar no meio de incidéncia. Sabe-se que os vetores de onda (aqueles
que definem as dire¢des das propagagoes) dos feixes incidente, refratado e
refletido estao contidos em um mesmo plano, chamado plano de incidéncia.
Sabe-se ainda que o feixe incidente e o refletido formam um mesmo angulo
com a reta normal a superficie. Se a luz incidente for uma onda do tipo nao
polarizada, existe um valor particular para o angulo de incidéncia em que o
feixe de luz refletido tera polarizacao linear ortogonal ao plano de incidéncia.
Esse angulo é chamado Angulo de Brewster ou de polarizacao. Portanto,
o fendémeno ocorre quando a luz incidente toca a superficie de separacao dos
meios formando este angulo com a reta normal, de modo que as projecoes dos
campos elétricos paralelas ao plano de incidéncia apenas refratam no segundo
meio e as projecoes perpendiculares além de refratarem no segundo meio
também sao refletidas no primeiro; como ilustra a figura 2.5. A descoberta
da polarizacao por reflexao foi realizada por Malus em 1809.

Sendo 65 o angulo de Brewster e 6, o angulo de refracao formado pelo
feixe refratado no segundo meio e a reta normal a superficie de separacao dos

meios, descobriu-se por experimentagao que
Op + 6, =90, (2.87)

isto é, os feixes refletido e refratado sao perpendiculares entre si. Da lei de
Snell,

nysinfg = nysinb,. , (2.88)
onde ny e ny sao os indices de refragao dos meios 1 e 2, vem
nysinfp = nysin(90° — 6g) (2.89)
isto é,

nysinfpg = ns cos g (2.90)

30



Capitulo 2. Ondas eletromagnéticas

Incident ray

Reflected ra
(unpolarised) Y

(polarised)

Refracted ray
(slightly polarised)

Figura 2.5: Polarizagao por reflexao do raio de luz que incide na superficie
de separacao entre dois meios formando o dngulo de Brewster com a reta
normal. O raio refletido tem polarizacao ortogonal ao plano de incidéncia e
o raio refratado é parcialmente polarizado.

ou

tanfy = 2. (2.91)
ny

Essa equagao foi deduzida empiricamente em 1812 por Sir David Brewster
(1781 - 1868) e por isso é conhecida como lei de Brewster. A partir das
equacoes de Maxwell é possivel provar de forma rigorosa essa lei. Se na
equagao (2.91) a luz incidente toca a superficie de separacao do ar (n; = 1)

com um meio cujo indice de refracao é n, ela toma a forma mais simples

tanfp =n. (2.92)
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A tangente do angulo de Brewster é o indice de refracao do segundo meio

nesse caso.
Polarizacao por espalhamento

O fendmeno de reemissao da radiagao absorvida por moléculas diluidas em
um meio fluido é conhecido como espalhamento. A polarizacao por espalha-
mento ocorre em virtude do comportamento de cada molécula no processo de
absorcao e reemissao ser tipicamente o mesmo apresentado por um dipolo elé-
trico oscilante, que emite ondas com maior intensidade perpendicularmente
a direcao de oscilagao e com intensidade nula nessa mesma direcao de os-
cilagado. Com isso, quando uma onda nao polarizada propagando-se numa
direcao z interage com as moléculas do meio, estas se movem em planos per-
pendiculares a z de modo que esses movimentos podem ser tratadas como
superposicoes de oscilagoes lineares ao longo de eixos em coordenadas carte-
sianas x e y. Como as moléculas nao emitem ondas na mesma dire¢ao em
que oscilam, entao as ondas espalhadas que se propagam em x sao originarias
das oscilacoes em y apenas, sendo, portanto, polarizadas nesta direcao. De
forma reciproca, as ondas espalhadas que se propagam em y sao originarias
das oscilagoes em x, e sao portanto polarizadas nesta dire¢ao. De modo geral,
se observa que as ondas espalhadas em direcoes perpendiculares a original
de propagacao sao linearmente polarizadas (e com a dire¢ao de polarizagao
contida no plano ortogonal a diregao original). Logicamente, as ondas espa-
lhadas pelas moléculas na diregao z, a original da propagagao, permanecem
nao polarizadas por serem originarias de oscilagoes nas duas direcoes perpen-
diculares x e y. Aquelas ondas espalhadas em direcoes arbitrarias, diferentes
de 2z ou de uma conbinacao em x e y, sao parcialmente polarizadas e apresen-
tam carater de polarizacao tao mais intenso quanto menor for o angulo dessa
direcao de espalhamento em relacao ao plano ortogonal & direcao original de
propagacao. A Figura 2.6 representa esquematicamente o comportamento
da luz espalhada por uma molécula.

Uma forma de observar o efeito de polarizacao por espalhamento é fa-

zendo um feixe de luz nao polarizado, como o emitido por uma lanterna,
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Figura 2.6: A luz inicialmente nao polarizada sofre espalhamento ao interagir
com a molécula representada pela esfera. Os raios espalhados perpendicular-
mente a direcao do raio incidente sao linearmente polarizados.

atravessar um recipinte com agua e um pouco de leite em p6. As particulas
de leite espalham a luz em todas as direcoes da forma discutida anterior-
mente e, com isso, é possivel verificar que os feixes espalhados em algumas
direcoes sao linearmente polarizados. Esse efeito de polarizacao por espalha-
mento pode também ser observado na atmosfera: a luz proveniente do sol
que atinge a superficie terra é parcialmente polarizada, o que se pode verifi-
car com o auxilio de um filtro polarizador. As moléculas do ar presentes na

atmosfera espalham a luz de tal modo que ocorre o fenémeno.

Polarizagao por birrefringéncia
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Em muitos materiais, a velocidade de propagacao da luz e, portanto, o in-
dice de refragao, nao dependem da direcao de propagacao e nem do estado de
polarizacao. Esses materiais sao chamados opticamente isotropicos. No en-
tanto, ha outros materias mais complexos que sao opticamente anisotrépicos,
de tal modo que o comportamento da luz no interior de um desses materiais
é muito sensivel ao estado de polarizagao e a direcao de propagacgao. Cristais
com estruturas moleculares nao ciibicas, como o cristal de calcita (CaCO3),
e alguns plasticos tensionados, como o celofane, sao exemplos de materiais
oticamente anisotropicos.

O fendmeno da birrefringéncia, ou dupla refracao, é observado quando
um pedaco de calcita é colocado sobre uma imagem e, entao, vé-se através

do cristal a imagem duplicada, como mostra a figura 2.7.

Figura 2.7: Formagao de imagens duplicadas através de cristais de calcita.

O que ocorre é que quando uma luz nao polarizada incide sobre a superficie
do material opticamente anisotropico, parte dela realiza o fenémeno de re-
fracao usual de acordo com a lei de Snell, mas a outra parte se comporta de
forma anomala, tomando uma outra direcao de propagacao que nem sequer
precisa estar contida no plano de incidéncia, nao obedecendo, portanto, a lei
de Snell. Esses dois feixes de luz sao chamados respectivamente de raio ordi-
nario e raio extraordinario. Para o raio ordinario, o meio se comporta como
se fosse constituido por um material isotropico, isto é, a velocidade deste
feixe nao depende da direcao de propagacao, ja para o raio extraordinario,

a velocidade varia com a direcao de propagacao, podendo ter o mesmo valor
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da velocidade do raio ordinario no caso em que a sua propagacao ocorre ao
longo do chamado eixo éptico do meio. Os raios ordinario e extraordinario
sao formados por projecoes perpendiculares dos campos elétricos que com-
poem a luz nao polarizada incidente sobre o material, ou seja, esses raios sao
linearmente polarizados em direcoes perpendiculares entre si, como ilustra
a Figura 2.8. Isso se verifica facilmente com o uso de um filtro polarizador
posto em cima da calcita sobre uma figura. Dependendo da posigao relativa
entre o filtro e a calcita, s6 uma ou outra imagem seré vista através dos dois
objetos. Esse fendomeno de formacgao dupla de imagens ocorre quase sempre,
mas vale advertir que quando a direcao de propagacao do raio extraordinério
é o proprio eixo 6ptico do cristal, ele nao se separa do raio ordinario e, nesse
caso muito particular, nada de incomum acontece com a luz que se propaga

no interior do material.

Double Refraction in Calcite

unpolarized light enters

B
“ v ‘/l “ l T T T » ordinary ray (w)
L
polarized light exits
il — Sl ad »  extraordinary ray (g)

a "~ -~

Figura 2.8: Dupla refracao de luz nao polarizada em cristal de calcita. os
raois que emergem do material sao linearmente polarizados em direcoes per-
pendiculares.

Portanto, quando um feixe de luz nao polarizado incide sobre a superficie
de um cristal de calcita, em geral dois feixes deixam o material com pola-
rizacoes lineares perpendiculares entre si. Dessa forma, com auxilio de um
corpo opaco, pode-se bloquear o feixe com polarizacao indesejada e com isso

se obtem o feixe com a polarizacao linear que se deseja.

35



Capitulo 2. Ondas eletromagnéticas

Um polarizador é um artefato que filtra ondas eletromagnéticas, dei-
xando passar as que tém uma polarizacao especifica e bloqueando as que
tém as demais polarizagoes. Neste trabalho, estamos interessados em po-
larizadores que deixam passar uma polarizacao linear especifica, chamados
polarizadores lineares. A direcao no artefato em que é emitida a luz po-
larizada é chamada eixo de transmissao do polarizador. A luz polarizada
transmitida por um polarizador pode incidir sobre outro polarizador, que
deixa passar uma parte da luz polarizada incidente de acordo com a lei de

Malus. Esse segundo polarizador pode ser chamado analisador.

2.5 Equacoes de Maxwell na matéria

As equagoes de Maxwell em (2.1) s@o completas, de modo que possuem
validade geral. No entanto, quando avaliadas no interior de meios mate-
riais susceptiveis as polarizacoes elétrica e magnética, se torna conveniente
reescrevé-las de outra forma. Nos materiais polarizados, formam-se acimulos
de cargas e correntes ligadas a estrutura, estas se juntam as eventuais cargas
e correntes livres ali presentes e formam as densidades totais p e J das equa-
¢Oes em (2.1). Mostra-se ttil escrever essas equagdes apenas em termos das
densidades de cargas e correntes livres, que sao diretamente controlaveis, e
deixar implicita a dependéncia das densidades de cargas e correntes ligadas.
Para isso, uma avaliacao do comportamento da matéria sob acao de campos
eletromagnéticos se faz necessaria.

Nos materiais dielétricos, que naturalmente nao possuem portadores de
cargas elétricas livres como os condutores, a aplicacao de um campo elétrico
produz um deslocamento microscopico nas particulas carregadas que formam
os atomos ou moléculas. Nesse processo, os portadores de cargas negativas
e positivas se afastam de suas posi¢oes originais movendo-se em sentidos
opostos de acordo com a orientagao do campo aplicado. Com isso, sao gerados
os dipolos elétricos e o meio é dito polarizado.

Suponhamos que em uma pequena regiao do espago no entorno de um

ponto do meio dielétrico polarizado ha N dipolos elétricos (moléculas) por
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unidade de volume. Seja p o valor médio do vetor momento de dipolo por
molécula nessa regiao; entao
P = Np, (2.93)

onde P é chamado vetor polarizagao elétrica e fornece o momento de dipolo
por unidade de volume do material na regiao que contém o ponto mencionado.
A partir desse vetor se obtém as densidades de carga e corrente ligadas, como
¢ mostrado no decorrer do texto com base na leitura da referéncia [8].

Ao aplicar um campo elétrico sobre um material dielétrico, tornando-o
polarizado, a carga positva +¢ de uma molécula do material passa a ocupar
a extremidade de um vetor s enquanto a carga negativa da molécula passa a
ocupar a origem do mesmo vetor, formando assim um dipolo. No momento
em que o campo é aplicado, ha o deslocamento das cargas nas moléculas
para produzir o efeito de polarizagao. Com isso, no interior do dielétrico, n
cargas positivas atravessam um elemento de area dA no sentido positivo de s
e n_ cargas negativas atravessam no sentido contrario, como ilustra a Figura
2.9. A carga liquida que atravessa o elemento de area no sentido do vetor s
é, entao,

dg, = (ny +n_)q. (2.94)

Mas (ny + n_) é o numero de dipolos na regiao da Figura 2.9, cujo volume

é s-dA. Portanto, como N é o nimero de dipolos por unidade de volume,
dg, = Ns-dAq, (2.95)
onde ¢s é por definicao o momento de dipolo p. Com isso, segue que
dg, = Np - dA (2.96)

ou

dg, =P - dA (2.97)

onde P é o vetor polarizagao elétrica.

Tomando dA na superficie 9R de uma regiao R no material dielétrico, a
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Figura 2.9: dipolos formados em uma pequena regiao de um material dielé-
trico pela aplicacao de um campo elétrico E.

carga total que atravessa a superficie IR é

qp:/ P.dA. (2.98)
oR

Com isso, pela conservacao da carga de polarizacao, a carga no interior do
dielétrico tem de ser —¢,. Dessa forma, se p, é a densidade volumar de cargas

de polarizagao na regiao R interna ao material, entao

/ pp dv = —qp, (2.99)
R

isto é,

/ppdv——/ P-dA. (2.100)
R R
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Do teorema de Gauss, segue que

/pp dv:—/V~Pdv. (2.101)
R R

Como a regiao R é arbitraria, entao a densidade volumar de cargas de pola-

rizacao é finalmente dada por
pp=—-V-P. (2.102)

Quando o campo elétrico aplicado sobre o dielétrico é dependente do
tempo, o efeito de polarizagao também aprensenta dependéncia temporal, de
modo que além da densidade p,, 0 movimento intermitente das cargas ligadas
dentro do material d& origem a uma corrente de polarizacao. Entao, através
de uma superficie fixa A no interior do material, a corrente que se estabelece

é
. _dqp d

— —— [ P-dA 2.1
YT g T dt A ’ (2.103)
isto é,
opP
i,= [ — -dA. (2.104)
P a0t

Portanto, a corrente de polarizacao que atravessa a superficie A é dada por

ip = / J, - dA, (2.105)
A
onde op
J == 2.1
p at ( 06)

¢ a densidade de corrente de polarizagao.

Verifica-se entao que, em um ponto qualquer do dielétrico, e sendo P funcao
do tempo, o movimento intermitente das cargas ligadas resulta no surgimento
da chamada densidade de corrente de polarizacao, que por sua vez também
é, em geral, uma func¢ao da posicao e do tempo. Vale observar ainda que os

resultados obtidos para p, e J, estao inteiramente de acordo com a lei de
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conservacao da carga elétrica, cuja expressao matemética é

9
5PtV d,=0. (2.107)

Supondo o material susceptivel também a polarizagao magnética, ao apli-
car um campo magnético sobre ele, formam-se nas moléculas os momentos de
dipolos magnéticos. Se em uma pequena regiao do espaco nesse material hé
N moléculas por unidade de volume e o vetor momento de dipolo magnético
médio é m, entao

M = Nm, (2.108)

chamado vetor polarizacao magnética ou vetor magnetizagao, fornece o mo-
mento de dipolo por unidade de volume na regiao. Esse vetor magnetizacao

dé origem a uma densidade de corrente de magnetizacao dada por
Jn=VxM. (2.109)

Usando os resultados obtidos para as densidades de carga e corrente de

polarizacao na lei de Gauss,

1
VE:_pa
€o

onde p é a densidade total de carga, isto é, p = p; + p,, sendo p; a densidade

de cargas livres e p, a densidade de cargas de polarizacao, vem
1
V-E=—(p—-V-P) (2.110)
€0

ou

Definindo o campo D = ¢yE + P, obtemos
V-D=p. (2.112)

Esta é, portanto, a expressao da lei de Gauss no interior de um material
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susceptivel a polarizacao elétrica.

Na lei de Ampére-Maxwell,

0
V x B = pugd + poco - E,
ot
J ¢é a densidade de corrente total, isto é, J = J; + J,,, + J,, onde J; é a
densidade de corrente livre, J,,, a densidade de corrente de magnetizacao e

J,, a densisdade de corrente de polarizagao. Desse modo,

9 9
VX B = o3+ V x M+ aP) + foco . B (2.113)
o 1 9
VxCEB—M>:L+5me+P> (2.114)

Definindo o campo H = (1/p9)B — M, vem

VXH:L+%D. (2.115)

Esta é, portanto, a lei de Ampére-Maxwell em um material susceptivel as
polarizagoes elétrica e magnética.

A lei de Gauss para o magnetismo,

V-B=0,
e a lei de Faraday,
0
E=—-——B
V X 5D

nao sao modificadas quando tratadas no interior de materiais sujeitos as

polarizacoes elétrica e magnética. Com isso, o conjunto das quatro equagoes
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de Maxwell em um material desse tipo toma a forma

V -D(r,t) = p(r,t), (2.116a)
V B(r,t) =0, (2.116b)
V x E(r,t) = —%B(r,t) : (2.116¢)
V x H(r,t) = J(r,t) + %D(r, t). (2.116d)

As equacgoes de Maxwell em um meio material somente podem ser resolvi-
das se forem conhecidas as relacoes constitutivas do meio, isto é, as relagoes
entre o par de campos D e B e o par E e H. Essas relagoes descrevem o
modo como o meio se modifica pela presenca dos campos eletromagnéticos.
E facil perceber que a modificacdo do meio em um certo instante depende
dos valores do campo nao apenas nesse instante, mas também em instante
anteriores. Isso porque o meio nao responde instantaneamente a agao de
um campo variavel com o tempo. Essa dependéncia em instantes anteriores
introduz uma complexidade muito importante na reagao do meio ao campo,
que chamamos dispersao temporal ou, simplesmente, dispersao do meio.

Para facilitar o estudo da dispersao do meio, consideramos as hipoteses
simplificadoras de que o meio é homogéneo, isotropico e linear, com polari-
zacao dependente apenas do campo elétrico e magnetizacao, do magnético.

Com essas hipoteses o vetor polarizagao é dado por |9|

P(r,t) = /Oo dt'eq x(t — t")E(r,t'). (2.117)
—o0
Nessa equacao, x. ¢ uma funcao numérica da diferenca entre o instante da
polarizacao e o instante retardado em que o campo influencia a polarizacao
(retardamento que define a dispersdo do meio). E fun¢io numérica porque o
meio é isotropico e nao depende da posicao em que polarizacao e campo sao
considerados porque o meio é homogéneo. (A constante ¢, aparece apenas
por conveniéncia quando se usa o sistema de unidades SI.)

Embora essas hipoteses simplificadoras facilitem o estudo da dispersao, e

nelas se enquadrem muitos fenomenos de interesse, o fen6meno que se consti-
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tui como tema desta dissertacao, o efeito Faraday, se deve a uma anisotropia
induzida no meio. Além disso comparamos o efeito Faraday com a chamada
atividade 6ptica natural, que também se caracteriza como uma forma muito
particular de anisotropia. Abordaremos essas questoes mais adiante. Por
ora voltemos a situacao simples expressa pela equacao anterior. Natural-
mente, Y. se anula para t' > t, para levar em conta que a polarizacao em
um certo instante nao pode ser influenciada por valores futuros dos campos
eletromagnéticos. Ha ainda a hipotese de que x. tenda a zero se t' — —oo,
pois o campo no passado remoto tem influéncia desprezivel na polarizacao

no tempo presente. Portanto, y. satisfaz as condigcoes causais
Xe(t =) =0 se t'>t e x(t—t)—=0 se t'—> —o00. (2.118)
Consideracoes analogas para a magnetizacao levam a expressao
o0
M(r, t) :/ dt’ xm(t —t")H(r,t). (2.119)

onde a fungao x,, também satisfaz as condi¢oes causais
Xm(t—1)=0 se !>t e xn(t—t)—=0 se t' > —oc0. (2.120)

Em consequéncia dessas relagoes se obtém

D(r,t) = /00 dt'e(t —t")E(r,t') e B(r,t)= /OO dt'p(t — t")H(r,t')
- - (2.121)

onde

e(t—t)=e [0t —t") + xe(t —t)] e plt—t)=po[d(t —t)+xm(t—1)],
(2.122)

com € e p satisfazendo as condicoes causais.
As equagoes (2.121), juntamente com as equagoes de Maxwell no meio
material caracterizado pela fungoes € e p, permitem em principio tratar qual-
quer fenomeno eletromagnético nesse meio. A fim de obter no meio material

as equacoes analogas as equacoes da onda para os campos eletromagnéticos
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no vacuo, se supoe que nao haja fontes livres no meio, isto é, p, =0e J; = 0,

de modo que as equagoes de Maxwell (2.116) se reduzem a

V -D(r,t) =0, (2.123a)
V- B(r,t) =0, (2.123Db)
V x E(r,t) = —%B(r,t) : (2.123¢)
V x H(r,t) = %D(r, t). (2.123d)

Agora, eliminando D e B dessas equacgoes usando as relacoes constitutivas
(2.121), em seguida aplicando um método de célculo anélogo ao usado na
obtencao das equacoes da onda no vacuo e usando as condicoes causais para

fazer integragoes por partes, se obtém para o campo elétrico

V2E(r,t) — /OO dt’ UOO dt” p(t —t")e(t” — t’)} OE.t) _ 0, (2.124)

—00 —00 ot'?

e para o magnético

[ee) e’} 2 /
V*H(r, t) —/ dt’ [/ dt”u(t—t")e(t”—t')l % =0. (2.125)

—00 o0

Essas equagoes integro-diferenciais mostram a complexidade da propagacao
dos campos eletromagnéticos em meios materiais. Se o meio se reduz ao
vacuo, e(t—t') = egd(t—1t') e p(t—t") = ppd(t—t'). Nesse caso, as equagoes de
Maxwell no meio reduzem-se as equacoes de Maxwell no vacuo, e as equagoes
(2.124) e (2.125) reduzem-se as equacoes usuais da onda no vicuo, como era
de se esperar. Como as solugbes das equagoes (2.124) e (2.125) podem ser
escritas como superposicoes de ondas monocromaéticas, cada uma delas pode
se chamada de equacao integro-diferencial da onda em meio material.

Tendo em vista a complexidade das equacoes da onda em meios materiais,
dois procedimentos simplificadores sao adotados. O primeiro consiste em
supor um meio material idealizado no qual as rela¢oes constitutivas (2.121)
reduzem-se a meras proporcionalidades entre D(r,t) e E(r,t) e entre B(r, ?)

e H(r,t), de modo que o meio se distingue do vacuo apenas no fato de que
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as constantes de proporcionalidades nao sao iguais a € e j, tendo outros

valores € e u, isto é,
et—t)Y=ed(t—t) e pult—t)=pndlt—1), (2.126)

onde € e p sao constantes reais que caracterizam o meio. Este é chamado
meio material simples [9]. E ttil considerar meios simples porque muitos
meios considerados na pratica sao aproximadamente simples para campos
eletromagnéticos em certas bandas de frequéncia. Um outro motivo é que o
estudo preliminar de meios simples ajuda no estudo de situagoes mais compli-
cadas. Esses meios sao tratados na proxima sec¢ao. O segundo procedimento
consiste em considerar o campo no espago reciproco do tempo, onde os cam-
pos sao monocromaticos e obedecem equacoes da onda com velocidades de
propagacao que dependem de suas frequéncias. Essa relacao entre veloci-
dade de propagacao de onda monocromatica e sua frequéncia é a relacao de

dispersao, assunto estudado na secao depois da proxima.

2.6 Onda plana monocromatica em meio sim-

ples

Em um meio simples a polarizacao é proporcional ao campo elétrico e a

magnetizagao, a0 campo magnético,
P=ecx.E ¢ M=x,H, (2.127)

onde Y. e X.,, sao constantes de proporcionalidade dependentes apenas do
meio material, chamadas susceptibilidades elétrica e magnética do ma-

terial, respectivamene. Entao,

1
D=c(l+y.)E ¢ H=——— B 2.128
ou 1
D=¢E ¢ H=-B, (2.129)
W



Capitulo 2. Ondas eletromagnéticas

onde

€=¢per € €, =14 Xe

sao respectivamente a permissividade elétrica do material e a permissi-

vidadade relativa e

o= poftr € fr =14 Xm

sao respectivamente a permeabilidade magnética do material e a perme-
abilidade relativa. Com isso, as equagoes (2.123a) e (2.123d) podem ser
reescritas como

V.E=1p (2.130)

€

0
B =puJ —E.
V X pedi+ e,

Portanto, neste caso as equacoes de Maxwell sao as mesmas apresentadas em

(2.131)

(2.1), exceto pela adequagao dos valores da permissividade elétrica e perme-
abilidade magnética e pela substituicao das densidades de carga e corrente
totais pelas densidades de carga e corrente livres. Tal semelhanca conduz a
resultados analogos aos ja obtidos para as equagoes em (2.1), como é discu-
tido em sequéncia.

Vemos que em um meio simples as equacoes de Maxwell tomam a forma

V- -E(r,t)=0, (2.132a)
V- B(r,t) =0, (2.132b)
V x E(r,t) = —%B(r, t), (2.132¢)
V x B(r,t) = ,ue%E(r,t) : (2.132d)

Conforme o que ja foi visto no caso das equacoes de Maxwell no vécuo,
decorre das equagoes (2.132) que os campos E e B obedecem a equagao de
onda, e com velocidade

v=—. (2.133)
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Portanto, cada um dos componentes desses campos, denotados indistita-

mente por ¥, satisfazem a equacao

, 102

A solucao geral do tipo onda plana para essa equacao tem a forma
U(r,t) =V, (k-r—ot)+¥_(k-r+ot), (2.135)

onde ¥, descreve uma onda se deslocando no sentido do vetor unitario k e
U_ uma onda se deslocando no sentido contrario, Ambas com velocidade v.
Valendo-se do mesmo argumento apresentado no caso de ondas planas no

vacuo, o estudo pode se limitar as ondas dependentes apenas da variavel
E=k-r—out, (2.136)

correspondente a propagacao na direcao e sentido de k. Desse modo, a
dependéncia em r e t dos campos E e B da onda que se propaga na direcao

e sentido de k tem a forma

E(r,t)=E(k-r—uvt) e B(r,t)=B(k -r—ot). (2.137)

Como as equacoes de Maxwell impoem

k-E()=0, (2.138a)
k-B(£) =0, (2.138b)
k x B(&) = vB(¢), (2.138c¢)
k x B(¢§) = —%E(S) : (2.138d)

essas condi¢oes mostram que os campos sao perpendiculares a k e entre si.

Portanto, resumidamente, para qualquer onda plana se tem

~ 1~ ~
k-E(r,t)=0 e B(r,t)=-kxE(r,t); E(r,t)=Ek -r—ot). (2.139)
v
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Voltando & equagao (2.134), a solucdo do tipo onda harmonica, ou onda

plana monocromatica, onde se toma

¢ = L(kk-r—wt), (2.140)
w
com
w
kE=—; 2.141
“, (2.141)
é dada por
U(r,t) = Ugcos(kk - v — wt +6). (2.142)

Reescrevendo essa funcao como
U(r,t) = Yycos(k-r —wt+6), (2.143)

0 vetor

k = kk (2.144)

é o vetor de onda ou vetor de propagacao. Desse modo, a relacao de dispersao

da onda no meio material fica
w=vlk|. (2.145)

A solucao obtida para a propagacao da onda plana monocromatica no
material é, portanto, idéntica a obtida para a propagacao no vacuo. No
entanto, a relagao de dispersao é diferente; w = c|k| no vacuo e w = v|k| no
meio simples.

Quando a onda passa do vadcuo para um meio material é conveniente
identificar cada meio e, para isso, usa-se kg para representar o moédulo do
vetor de onda no vacuo. Vale lembrar que ao passar de um meio para o outro
a frequéncia w da onda nao sofre alteracao, mas a velocidade da onda sim, o
que se reflete na diferenca entre os comprimentos de onda em cada meio, ja
que o comprimento de onda é dado pelo produto entre a velocidade da onda
e o periodo (inverso da frequéncia). A mudanca na velocidade de propagagao

da onda ao passar de um meio para outro é uma caracteristica do fené6meno
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da refracao e leva a definicao de uma propriedade do material que recebe o
nome de indice de refracao. Uma discussao sobre essa propriedade é muito
relevante e por isso ela é realizada em sequéncia.

Ao passar do vacuo (ou do ar) para outro meio, uma onda monocromética
sofre o fenomeno da refracao, que consiste na mudanca da velocidade e, em
geral, da direcao de propagacao ao atravessar a superficie de separacao dos
dois meios. Com isso, se define o indice de refracao n de um material como a
razao entre a velocidade propagacao da onda antes e depois de nele adentrar,
isto é,

=—. 2.146
n=: (2.146)

O indice de refracao de qualquer material é, portanto, um nimero maior que
1, uma vez que c é maior que v. Reescrevendo essa definicao em termos das
permissividades elétricas e permeabilidades magnéticas se tem

n=,/t (2.147)

Ho€o

Para um material suceptivel apenas a polarizacao elétrica, a permeabilidade
magnética nao sofre alteracdo quando a onda passa a se propagar nele, ou

seja, it = po. Neste caso, o indice de refracao fica

n =/, (2.148)

onde €, = €/¢y é a permissividade relativa.

Em funcao da susceptibilidade elétrica, esse indice de refracao é entao dado

n=+1+x, (2.149)

onde aqui foi usada a definicao de permissividade relativa ja apresentada

por

anteriormente.
Escrevendo as velocidades de propagacao da onda fora e dentro do mate-

rial em funcao dos seus respectivos nimeros de onda por

(2.150)
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a defini¢do (2.146) toma a forma
n=—. (2.151)

Essa expressao para o indice de refracao dado em termos dos nimeros de
onda antes e depois da onda entrar no meio material seré ttil para os assuntos
tratados no proximo capitulo, onde se estudara a atividade 6ptica realizada
em luz monocromatica ao fazé-la atravessar um meio dielétrico transparente
dotado da capacidade de alterar a polarizacao do feixe de luz propagante.

E possivel obter das equacoes de Maxwell a bem conhecida lei de Snell
de refracao para a passagem de luz de um meio simples para outro.

E importante observar que a definicao de indice de refracio do meio ma-
terial foi feita supondo que ele fosse simples, de modo que tal indice é uma
constante que depende apenas do meio, e 0 mesmo se pode dizer da velocidade
de propagacao de qualquer onda eletromagnética nesse meio. Ja comentamos
que tais meios simples sao idealizagoes de meios reais, nos quais a velocidade
de propagacao da onda é definida univocamente apenas para onda monocro-
maética e depende da frequéncia dessa onda. Desse modo, cada componente
monocromatica que penetra em um meio real obedece a lei de Snell com
um indice de refracao especifico para essa componente. Para ondas mono-
cromaticas de frequéncias diferentes, os indices de refracao sao geralmente
diferentes e, para um mesmo angulo de incidéncia, os angulos de refragao sao
diferentes. Com isso as cores da luz refratada se dispersam angularmente
de acordo com suas frequéncias. Se a onda incidente no material nao for
monocromatica, e sim formada por uma banda de frequéncias, acontece esse
fenomeno de dispersao das ondas da banda em um espectro. Tal fendmeno
ocorre com a luz branca proveniente do sol ao atravessar a massa de ar com
alto percentual de umidade em um dia chuvoso. Nesse caso, as goticulas em
suspensao promovem a dispersao da luz do sol decompondo-a em um espectro
conhecido como arco-iris. O estudo da dispersao consiste sobretudo na busca
pelo entendimento de como o indice de refracao de um material depende da

frequéncia da onda propagante, e este é o assunto tratado a seguir.
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2.7 Onda plana monocromatica em meio dis-

persivo

Primeiramente, verificamos como o tratamento de ondas em um meio pode
ser simplificado quando consideramos os campos e as propriedades do meio
no espaco reciproco do tempo, caracterizado por grandezas oscilatérias com
frequéncias bem determinadas. Consideremos o caso do vetor polarizacao

elétrica, governada pela relacao constitutiva

P(r,t) = /_OO dt'eg x(t — t")E(r,t'). (2.152)

[e.9]

Por simplicidade, supusemos um meio isotropico, linear e sem dispersao espa-

cial. Tomando a transformada de Fourier das grandezas envolvidas, obtemos

P(r,w) = /_00 dt P(r,t)e™" E(r,w) = /00 dt B(r,t) e (2.153)

o0 —00

Xe(w) = / "t Xe(t) €™, (2.154)

de modo que

P(r,t) = 5 /oo dw P(r,w)e ™" E(r,t) = 7 /OO dw E(r,w) e ™"
(2.155)
e .
- —iwt
Xe(t) = o /_OO dw Ye(w)e ™. (2.156)

Usando esses resultados se verifica que a relacdo constitutiva (2.152) é equi-

valente, no espago reciproco, a
P(r,w) = xe(w) E(r,w) . (2.157)

Portanto, no espaco reciproco, para cada frequéncia a relagao constitutiva é
a de um meio simples; essa é a simplificacao mencionada no inicio da secao.

De modo semelhante, se obtém para as transformadas de Fourier de
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D(r,t), e(t), E(r,t), B(r,t), u(t) e H(r,t), as relagoes
D(r,w) =€¢(w)E(r,w) e B(r,w)=p(w)H(r,w). (2.158)

Nota-se que, pelo fato de as grandezas x.(t), €(t) e p.(t) serem reais,

valem as igualdades

Xe(W)" = Xe(=w) (W) =e(=w) e plw) =p(-w).  (2.159)

Uma vez que os vetores do campo eletromagnético, de polarizagao e magne-
tizacao sao também reais, valem relagoes analogas para suas transformadas
de Fourier. Entretanto, como de costume, por conveniéncia, os vetores sao
representados em notagdo complexa e suas partes reais (ou imaginarias) sao
tomadas em momentos oportunos. Considerando ondas monocromaéticas,
para as quais E(r,w’) = 27E e*T§(w’ — w) com a frequéncia w fixa, a se-

gunda igualdade em (2.155) é reduz-se a
E(r,t) = Egert, (2.160)
Nesse caso, a relagdo constitutiva (2.157) toma a forma
P(r,t) = xe(w) Eg Tt (2.161)

Com isso, vamos agora a teoria da dispersao, na qual se discute a funcao x.
da equacgao anterior a partir do estudo do comportamento da estrutura do
meio sob a acao de ondas eletromagnéticas.

Quando uma onda passa a se propagar em um material dielétrico, seus
campos eletromagnéticos agem sobre os elétrons ligados da estrutura. Natu-
ralmente, a resposta do material & acao dos campos depende de cada frequén-
cia propagante. Sendo assim, para determinar a relacao funcional entre o
indice de refragio (ou x.) e a frequéncia, avalia-se o comportamento dos elé-
trons sujeitos a acao de uma onda monocromatica e linearmente polarizada,

cujo campo elétrico, representado em uma base cartesiana conveniente, é
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dado, sem perda de generalidade, por
E(z,t) = Eycos(kz — wt)X, (2.162)

de modo que, em (2.160), o eixo z é escolhido ao longo de k, o eixo x ao longo
da direcao de polarizacao da onda e, por enquanto, é considerada apenas a
parte real da expressao.

Valendo-se de um modelo cléssico simplificado para o comportamento dos
elétrons no material, a segunda lei de Newton fornece para cada um deles
uma equacao de movimento. Sendo assim, é preciso conhecer as forcas que
agem sobre cada uma dessas particulas. O tratamento desse modelo é aqui
realizado com base na leitura do livro do Griffiths [10].

Em materiais dielétricos, a energia de ligacao dos elétrons as moléculas
pode ser aproximada pela energia potencial elastica, considerando que sao
pequenas as vibracoes de cada particula em torno do seu ponto de equilibrio.
Portanto, a forca restauradora responsavel por manter cada elétron preso
a molécula tem a forma F; = —k(r — r(), com k constante e onde rg e r
sao, respectivamente, as posicoes do ponto de equilibrio e instantanea do
elétron em relagao a origem do sistema de coordenadas cartesianas adotado.
A fim de simplificar a notacao, convém reescrever a forca de ligacao na forma
F, = —ks, onde s é o vetor posicao do elétron em relacdo a seu ponto de
equilibrio: s =r — ry.

A acao dos campos elétrico E e magnético B da onda é dada pela forca
de Lorentz

F,=—¢(E+sxB), (2.163)

onde —e é a carga elétrica e s é a velocidade do elétron vibrante em relacao
ao seu ponto de equilibrio. Como o campo magnético esta relacionado ao
campo elétrico pela expressao B = (n/c)z x E; onde n é o indice de refragao
na regiao de propagacgao e c a velocidade de propagacao no vacuo, entao, de

acordo com a expressao (2.162), B(z,t) = (n/c)Ey cos(kz — wt)y. Com isso,
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a forca de Lorentz toma a forma

Fy = —eEycos(kz — wt) <§c + @ % X y) : (2.164)
Nessa expressao, n|$|/c < 1 (a velocidade de oscila¢ao do elétron é muito
menor que a velocidade de propagacdo da onda no material). Portanto, a
forca aplicada pelo campo magnético sobre o elétron vibrante é desprezivel
relativamente a forca aplicada pelo campo elétrico sobre a mesma particula.
Sendo assim, a expressao para forca aplicada pelos campos da onda sobre
cada elétron se reduz a

F, = —¢E. (2.165)

Sobre cada elétron do material h4 ainda uma forca de amortecimento que
se deve a dissipacao de energia que ocorre em funcao da radiacao emitida
pela carga elétrica acelerada. De acordo com resultados conhecidos do ele-
tromagnetismo, para um elétron do meio dielétrico, essa for¢a é proporcional
a velocidade de oscilacao em torno do ponto de equilibrio e é, por isso, dada
por

F; = —bs, (2.166)

onde b € uma constante positiva. O sinal negativo confere o carater dissipativo
a forca.
Portanto, a segunda lei de Newton aplicada a um elétron de massa m do

dielétrico fornece a equagao de movimento
ms =F, (2.167)
onde F = F; + F, + F3 ¢é a forca resultante, isto é,
ms = —ks —eE — bs (2.168)

ou
ms + bs + ks = —eE. (2.169)

Essa equacao vetorial decomposta em componentes cartesianos mostra que na
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direcao de X h& um oscilador harmonico amortecido e forcado, enquanto em ¥
e Z ha, para cada componente, apenas um oscilador harmonico amortecido,
uma vez que nao existem projecoes do campo E nas direcoes desses dois
vetores unitarios. Com isso, as solugoes das equacodes para os componentes
em y e em Z sao atenuadas no decorrer do tempo. Sendo assim, hé interesse
apenas em investigar o comportamento do componente s, do vetor s que, de

acordo com a equagao (2.169), obedece a equagao

8y + VSp + Wos, = %EO cos(kz — wt) , (2.170)

onde wg = /k/m é a frequéncia natural de oscilagdo do elétron no entorno
do seu ponto de equilibrio e ¥ = b/m é a constante de amortecimento.
A equagao (2.170) pode ser mais facilmente manipulada se entendida

como a parte real da equacao complexa
§, 95, + wiE, = — Eyeiltkwt) (2.171)
m

na qual o til sobre a letra indica que ela representa uma grandeza complexa.

A solugao geral® de (2.171) no regime estacionario? ¢
Sa(z,t) = 3, =) (2.172)

onde
—e/m

By . (2.173)

g() - .
Towd—w?—iw

Portanto, no regime estacionario, a solu¢do da equagao (2.162) é a parte real

de (2.172) e 0 momento de dipolo complexo é

Pz, t) = —esu(z,t), (2.174)

LA solugdo geral de uma equacdo diferencial ordinaria é a soma da solucdo geral da
equacao homogénea associada com uma solucao particular. Nota-se, no caso da equacao
(2.171), que a solucao geral da homogénea associada se torna desprezivel com o tempo,
restando apenas a solucao particular.

20 regime estacionario ¢ atingido a partir de quando se pode desprezar a contribuicio
da solugdo da equacdo homogénea associada na solucdo geral de (2.171). Enquanto essa
contribuicao nao puder ser desprezada dizemos que o sistema estd no regime transiente.

95



Capitulo 2. Ondas eletromagnéticas

isto é,
2
e’/m

~ 2t) = E ei(kz—wt) )
Pl:1) W2 —w?—iw "

Sendo assim, a polarizagao complexa do meio dielétrico é

P(z,t) = Np(z,t) = — Ne*/m

E ei(kz—wt)
w2 — w2 — iy ’
0

onde N é o numero de dipolos por unidade de volume no material.

A expressao (2.176), reescrita na forma

P(z,t) = eoXeE(2, 1),
com

E(Z, t) _ Eoei(kz—wt) ’
introduz a susceptibilidade elétrica complexa

- Ne? /meg

Xe: 2 2 . )
Wi — w? — 1w

a partir da qual se obtém a permissividade elétrica
€=¢eo(1l+ Xe)

e a permissividade relativa

€ ~
Er:_:1+Xe7
€o

ambas complexas e dependentes da frequéncia da onda propagante.

Desse modo, a equacao de onda

2 0\ =
Ve —eup— |[E=0
< €o 9 tQ)
admite, para a frequéncia propagante w, a solucao de onda plana
E(z, t) = Eoei@z_‘*’t) ,
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onde k é o ntimero de onda complexo, isto é,
~ 1
k—=

vV €Ho

Escrevendo o ntimero de onda complexo por

= w. (2.184)

k=k+ir, (2.185)

a solucao (2.183) toma a forma

E(z,t) = Ege "#elhz=et) | (2.186)

Essa expressao mostra que, em geral, no interior do meio dielétrico, a ampli-
tude da onda cai exponecialmente enquanto se propaga. Isso ocorre devido a
absorcao de energia pelo meio que leva a atenuacao da intensidade da onda.
Como a intensidade da onda é proporcional ao quadrado do modulo da sua

amplitude, isto é, a |Eg|?e~ "%, a grandeza
a=2kK (2.187)

é conhecida como coeficiente de absorcao.
O indice de refracao n para a frequéncia w é obtido levando em conta que
a velocidade de propagacao da onda no meio é dada por v = w/k, onde k é

a parte real do nimero de onda complexo. Sendo assim,
n=—. 2.188
- (2185)

Como
F=wyem = %\/e: (2.189)
entao, usando (2.181) e (2.179),

~ W Ne? 1
k= —\/1+ - . (2.190)

mey wi — w? — iyw
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Tomando a expansao em série de poténcia da forma

V1+5—1+§—§3+§:—Eﬁ+06% (2.191)
N 2 8 16 128 ' '

a aproximagao pelo termo de primeira ordem?® em (2.190) leva a

~ Ne? 1
kgf(y+ < ). (2.192)
& 2mey wi — w* — 1w

Desse modo, usando a parte real de (2.192) em (2.188), finalmente se obtém
para o indice de refracao a expressao
Ne? wi — w?

n(w) + 2mey (W@ — w?)? + y2w?

(2.193)

Essa expressao mostra claramente que n é dado em func¢ao da frequéncia w
da onda propagante, isto ¢, em um meio dito dispersivo o valor do indice
de refracao muda de acordo com a frequéncia da onda monocromética que
por ele se propague. Sendo assim, se uma onda formada por uma banda
de frequéncias penetrar em um meio dispersivo, cada componente monocro-
maéatico refratard em uma direcao particular, levando ao sugimento de um
espectro luminoso. No entanto, se a propagagao da onda nao monocromé-
tica se der no vacuo ou em meio simples, nao havera formagcao de espectro,
ou seja, nao havera dispersao. Portanto, no vicuo ou em meio simples o
indice de refracao nao depende da frequéncia propagante e este meio é dito
nao dispersivo.

Voltando a expressao (2.192), sua parte imaginaria fornece o coeficiente
de absorcao

. Ne*w? ol

= . 2.194
aw) mege (Wi — w?)? + y2w? ( )

Naturalmente, para uma onda monocromatica atravessar um meio dielétrico
sem sofrer uma perda significativa de intensidade é necessario que « tenha
valor desprezivel. A expressao (2.194) mostra que esta condigao é atendida se

o valor da constante de amortecimento v do movimento oscilatorio do elétron

3Essa aproximacio é tio melhor quanto menor o médulo do termo somado a 1 na raiz.
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ligado for pequeno o suficiente em relagao a (wi — w?)? + v*w?. Portanto, o
coeficiente de absorcao vai se tornando cada vez mais irrelevante na medida
em que (w3 —w?)? vai tomando valores cada vez maiores. Dessa forma, quanto
mais distante a frequéncia da onda estiver da frequéncia natural de oscilagao
do elétron (wp), menos energia serd absorvida pelo meio. Em contrapartida,
se as duas frequéncias apresentarem valores proximos, a absorcao de energia
passa a ser significativa e serd maxima quando as frequéncias forem iguais.
Neste ultimo caso as oscilagoes em fase do elétron ligado e do campo da onda
sao responsaveis pela maxima absorcao de energia. Quando um feixe de luz
monocromatico atravessa uma pequena regiao onde ha um meio dielétrico
transparente, como dgua ou vidro, notoriamente nao h& perda de intensidade.
Portanto, neste caso a frequéncia w da onda estd longe o bastante de wy,
de modo que o valor de v é irrelevante e entao o coeficiente de absorgao é
desprezivel.

Tendo estudado o fendmeno da dispersao de um meio com a hipotese sim-
plificadora de que ele é isotropico, passamos agora a descri¢ao da anisotropia
de um meio dispersivo. A anisotropia pode ser estudada supondo o meio
nao dispersivo 9] e é apresentada em diversos niveis em livros de otica (Cf.,
e.g., [25]). Julgamos ttil o esbogo tedrico apresentado a seguir e baseado em
uma selecao de idéias fundamentais que iniciam o tratamento avancado do
tratado de Landau e Lifshitz [11] (capitulo XI). Continuamos a considerar o
meio como homogéneo e linear com a polarizagao determinada pelo campo
elétrico e a magnetizagao, pelo magnético. No caso da polarizagao, se o meio
é anisotropico ha direcoes definidas por ele no espaco, além da direcao defi-
nida pelo proprio campo elétrico. Consequentemente, a polarizacao nao tem,
necessariamente, a direcao do campo elétrico que a causa. Portanto, a equa-
¢ao (2.117) que relaciona campo elétrico com polarizagao no caso isotropico

deve ser substituida pela equacao

P(r,t) = /_ T dleo xo(t — ) (B(r, 1)) (2.195)

[e.9]

na qual agora x.(t — t’) ndo é mais um namero, mas um operador que age

sobre o vetor campo elétrico e produz um vetor com direcao que depende da
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anisotropia do meio. No caso da magnetizacdo, a equacao (2.119) deve ser

substituida pela equacao

M(r,t) = / dt' xm(t —t")(H(r,t")), (2.196)
—00

na qual agora x.,,(t —t') ndo é mais um nimero, mas um operador que age

sobre o vetor campo magnético e produz um vetor com direcao que depende

da anisotropia do meio. Como consequéncia, as equagoes em (2.121) devem

ser substituidas por

Dir,f) = / de(t — 1) Er ) e Brt) = / At — ) (H(r, ¢)) |

) ) (2.197)
nas quais agora e(t — t') e u(t — t') sdo operadores. E ttil considerar as
transformadas de Fourier temporais dessas equacoes para obter as equacoes

1n0 espago reciproco
D(r,w) = ¢(w) (E(r,w)) e B(r,w)=pw)(H(r,w)), (2.198)

onde €(w) e u(w) sdo operadores. E comum escolher alguma base (ortonor-
mal) e substituir as equagoes vetoriais (2.197) e (2.198) por equagoes dos

componentes, isto é, por

Di(r,t) = /OO dt'e;j(t —t"E;(r,t'), Bi(r,t) = /Oo dt' i (t —t") Hj(r,t') ,
- - (2.199)
Di(r,w) = €;(w) E;(r,w) e Bi(r,w) = u;(w) H;(r,w), (2.200)

onde €;(t —t'), pi;(t —t), €j(w) e p;j(w) sao as respectivas matrizes dos
operadores €(t — t'), p(t —t'), e(w) e u(w). As equagdes constitutivas na
forma (2.200) sdo as mais apropriadas para os calculos da teoria dos meios
anistropicos. Podemos chamar €;;(w) e j;;(w), matriz de permissividade
e matriz de permeabilidade, respectivamente.

Consideremos o caso que nos interessa de ondas em meio transparente,

em que nao ocorre magnetizagao, isto é, p;;(w) = podi;, € ndo ha absorgao
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de energia. Nesse caso €;;(w) ¢ uma matriz simétrica e real [11]. Diagona-
lizando a matriz obtemos os chamados eixos principais dielétricos, que
denotamos por OX, OY e OZ e os correspondentes autovalores, €., €, e
€., que definem trés indices de refracao para ondas polarizadas ao longo dos
respectivos eixos principais. Os eixos principais e os indices de refragao ca-
racterizam a anisotropia 6ptica do meio. Se os trés indices forem iguais o
meio ¢é isotropico. Quando os indices nao sao iguais eles dao origem a feno-
menos gerados pela anisotropia, sendo o mais notével a birrefrigéncia da
luz que penetra o meio [12|, que consiste no raio incidente no meio dar origem
a dois raios refratados. A birrefringéncia e demais fenomenos decorrentes da
anisotropia, constituem-se em um assunto extenso, a 6tica de cristais, mas
as nocgoes apresentadas até aqui sao suficientes para nosso proposito de con-
textualizar a atividade optica natural e o efeito Faraday. Veremos que em
ambos 0s casos a anisotropia é expressa por uma matriz de permissividade

que nao ¢ miultipla da identidade.
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O efeito Faraday

Neste capitulo apresentamos a formulacao tedrica do efeito Faraday trazendo
inicialmente uma discussao sobre a atividade dptica natural. Seguindo esta
sequéncia, o conceito fisico aqui tratado é construido de forma gradual e,
portanto, eficaz do ponto de vista da sua compreensao. A saber, o con-
ceito referido trata-se da rotacao do plano de polarizagao de um feixe de luz
monocromatica ao atravessar determinados materiais dielétricos; fenoméno
conhecido como atividade 6ptica. H& meios que permitem a realizacao da
atividade optica de forma natural, dai o nome anteriormente mencionado.
Em outros meios, no entanto, o fenomeno s6 pode ser observado se induzido

magneticamente e, neste caso, ele é chamado efeito Faraday.

3.1 Atividade 6ptica natural

A atividade optica [13] foi observada pela primeira vez em 1811 pelo fisico
francés Francois Jean Dominique Arago [14]; ele fez passar luz linearmente
polarizada através de cristal de quartzo paralelamente ao seu eixo 6ptico .
Posteriormente Jean Baptiste Biot relatou a observacao de atividade optica
em certos liquidos e vapores de substancias organicas, tais como terebintina,

e também em cristais de quartzo |15, 16, 17, 18|. Em 1849 Pasteur, que

'Eixo éptico de um cristal é um eixo ao longo do qual um raio de luz nao sofre birre-
frigéncia.
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havia sido aluno de Biot, resolveu o problema da natureza do 4cido tartarico
|19, 20]. Ele descobriu que esse composto, quando de origem biologica (es-
pecificamente, de borras de vinho) apresentava atividade otica, ao passo que
o mesmo acido sintetizado artificialmente, nao apresentava. Pasteur notou
que os cristais do acido se apresentavam em duas formas, uma como imagem
especular da outra. Uma rodava o plano de polarizacao em um sentido e a
outra, no sentido oposto. Além disso, uma mistura de partes iguais das duas
formas nao rodava o plano de polarizacao. Finalmente, verificou que o acido
tartarico natural tinha cristais de uma tnica forma enquanto o artificial, uma
mistura em partes iguais das duas formas. Essas duas formas, ditas quirais,
serao mencionadas novamente mais adiante, apds um tratamento meramente
descritivo da atividade Otica.

Para uma compreensao efetiva do formalismo quantitativo do fenémeno,
convém, antes de qualquer coisa, descrever o que nele é diretamente observado
[21]. Para isso, usa-se o arranjo experimental ilustrado na figura 3.1, no
qual um raio de luz monocromética se propaga ao longo de uma direcao bem
definida, atravessando consecutivamente um polarizador P, um tubo fechado
em suas extremidades por vidros planos paralelos e um segundo polarizador
A, o analisador de polarizacao.

Considerando que inicialmente apenas os polarizadores P e A estejam
presentes ao longo da trajetoria do raio de luz, ao fixar o eixo de transmissao
de P em uma orientacao, por exemplo, vertical, uma rotacao no analisa-
dor mostra que a intensidade da luz varia de um valor maximo até a sua
extinc¢ao, que ocorre quando o eixo de transmissao de A encontra-se perpen-
dicularmente orientado em relacao ao de P. Com isso, se verifica que a luz sai
do polarizador P linearmente polarizada. Fixando a orientagao do analisador
de modo a nao permitir a transmissao de nenhuma intensidade luminosa, se
estabelece a situacao inicial de referéncia para a observacao do fenomeno.

A seguir, introduzindo um volume de agua pura na trajetoria do raio de
luz (entre o polarizador P e o analisador A), nao se verifica altera¢ao alguma
em relacao a situacao inical de referéncia, ou seja, o analisador continua
nao transmitindo a luz que sobre ele incide. Portanto, introducao da agua

pura na trajetoria da luz nao muda sua polarizacao, isto é, a 4gua pura nao
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Figura 3.1: Aparato para observacao de atividade 6ptica em meio material
contido na regiao V. A luz torna-se linearmente polarizada ao passar pelo
polarizador a esquerda (P), sofre atividade Optica ao atravessar a regiao e
tem seu desvio angular § da polarizagao medido no polarizador a direita, o
analisador (A).

exerce atividade sobre a polarizacao da luz. Em contrapartida, trocando a
agua pura por solucao de agiicar em agua, uma intensidade luminosa passa
a ser transmitida pelo analisador. Portanto, a introducao da solucao na
trajetoria da luz muda sua polarizacao, mostrando que a solugao de acticar
exerce atividade sobre a polarizacao da luz. Girando novamente o analisador,
a intensidade luminosa que o atravessa volta a se anular para uma dada
orientacao do eixo de transmissao, indicando que a luz incidente sobre A
encontra-se linearmente polarizada em uma direcao perpendicular & nova
orientacao do eixo de transmissao. Portanto, o efeito que a solugao de acucar
realizou sobre o raio de luz foi alterar a sua polariarizagao linear. Em resumo,

a atividade da solucao consite em girar o plano de polarizacgao linear do raio
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de luz que a atravessa. O angulo de giro depende, como sera discutido mais
adiante, da concentracao de acucar, do comprimento atravessado pela luz na
solucao e do comprimento de onda da luz incidente.

As substancias como agura pura, que nao provocam rotagao no plano de
polarizacao linear da luz, sao chamadas 6ticamente inativas. As substan-
cias como solucao de acticar em agua, que provocam rotagao no plano de
polarizacao linear da luz, sao chamadas 6ticamente ativas. O giro da pola-
rizacao linear da luz ao atravessar sustancias oticamente ativas pode ocorrer
no sentido horério ou anti-horario para quem observa o raio chegando. Essas
substancias sao chamadas de dextrégiras ou levégiras ?, respectivamente.

Passando da mera descricao de propriedades observadas nas substancias
Oticamente ativas para um modelo simples da atividade 6ptica, proposto por
Fresnel em 1825 [22|, torna-se possivel compreender a origem da rota¢ao do
plano de polarizacao da luz a partir de uma avaliacao quantitativa do feno-
meno. Esse modelo se baseia no fato de que toda onda linearmente polarizada
pode ser pensada como a superposi¢ao de duas ondas circularmente polariza-
das (uma esquerda e outra direita) e na hipotese de que, no meio oticamente
ativo, essas duas ondas tém indices de refracao diferentes. Com isso, ao dei-
xarem o meio oticamente ativo, as projecoes circulares se combinam em uma
onda com polarizagao linear diferente daquela que havia antes de penetrar
no meio.

Sendo E(z,t) = Ey ek0*=“x a representacio do campo elétrico da onda
antes de entrar no meio oticamente ativo (i.e., em z < 0), ao passar para a

base de polarizacao circular, escrevemos

E(Z’t) — ﬂ e’i(kOZ*wt)é+ + E ei(koszt)»\

V2 V2 N

Pela hipotese de Fresnel, quando a onda penetra no meio opticamente ativo,

(3.1)

em z = 0, seus componentes circulares apresentam indices de refracao di-
ferentes: n, para a polarizacao esquerda e n_ para a polarizacao direita.
Decorre disso que os nimeros de onda dos componentes circulares do campo

elétrico serao k. = ny kg e k- = n_ky. Desse modo, para z > 0, o campo é

2Também chamadas dextrorotatdrias ou levorotatérias.
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dado por
Ey Ey .
E(z,t) = 7% elhra—tly 4 7% eilh-z—wtlg (3.2)
Sendo . .
ny =n-+ §5n e n_=mn-— §6n, (3.3)

onde usamos as definicoes de indice de refracao médio e de diferenca

entre indices de refragao, respectivamente,
n=Mny+n_)/2 e n=(ny—n_). (3.4)
Entao, para z > 0,

E(Z,t) _ &ei((ﬁ—kéén)koz—wt)é + Eei((ﬁ—%&z)koz—wt)é_ (35)

V2 V2

E. . . .
E(Z,t) _ _Oez(nkoz—wt) (ezéénk’ozé_i_ + e_l%(snkﬂzé_) . (36)

V2

Retornando para a base cartesiana usando as defini¢oes

o campo elétrico toma a forma

By im 1, 1
B(z,t) = —gelThomet) |___eiatnhoz (g 4 jg) 4 — 20k (x —ig) | (3.7)

2 V2 V2
Segue que
EO i(mkoz—wt) itonkoz —ilonkoz\g | i, i%dnkoz —itdnkoz\ 4
E(z,t) = 5 € 0 [(e720mh0% e 120mR02) R j(e2R07 — e T2 9] (3.8)

e, por fim,

. 1 1
E(z,1) = Eye!hoz=wh {cos <§5nk0z)§c — sin <§(5nkoz) y} : (3.9)

Esta equacao mostra que a polarizagao da onda que se propaga pelo meio
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oticamente ativo sofre uma deflexao angular que varia em funcao de z. Isto
é, para z < 0, por construcao, o campo elétrico oscila na direcao do vetor
unitario X, para z > 0 ( ja no interior do meio opticamente ativo) este mesmo
campo também apresenta componente na direcao do vetor unitario y. De
(3.9) vemos que para o angulo 6 de deflexdo angular da polarizagio vale a
relacao

tanf = — tan (%571/{02) . (3.10)

Entdo, evidentemente o angulo de deflexao ¢ dado por?

O(on, A, z) = —C%nkoz. (3.11)

Portanto, é necessario que ny e n_ sejam diferentes (i.e, on # 0) para que
o fendmeno ocorra; e ele serd tao mais intenso quanto maior for a diferenca.
O sinal negativo na expressao para o angulo de deflexao mostra ainda que
se ny > n_ (i.e, on > 0), a rotagao do campo elétrico acontece no sentido
horario para o observador que se coloca de frente para a propagacao e, neste
caso, o0 meio é dextrogiro. Se n, < n_, a rotagao acontece no sentido con-
trario e, entao, o meio é levogiro. Finalmente, a formula (3.11) mostra que
a deflexao 6 é proporcional a z, isto é, a deflexdo aumenta paulatinamente
com a distancia que a onda percorre no meio.

Se a regiao onde ha o material oticamente ativo tiver um comprimento

L, a onda deixara este meio em z = L com a sua polarizacao girada de
(L) = —(0n/2)koL, (3.12)

e tornara a se propagar com uma polarizacao linear fixa.

As ondas com polarizacoes esquerda e direita se propagam, de fato, com
velocidades diferentes em um material 6ticamente ativo e, por isso, apresen-
tam valores distintos para o indice de refracao. A essa propriedade da-se

o nome de birefringéncia circular, e ela tem origem na estrutura quiral

3Usando ko = 27/)\g, onde \¢ é o comprimento de onda no vacuo da luz que sofre o
efeito de rotacao do plano de polarizagio linear, a formula mostra que o angulo de rotagao
é inversamente proporcional ao comprimento de onda.
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das moléculas que formam o material. A quiralidade é uma caracteristica de
simetria em que um objeto ou figura geométrica nao é idéntico por sobrepo-
sicao a sua imagem especular; aquela produzida por um espelho plano. Por
exemplo, as moléculas de DNA sao quirais. Dessa mesma maneira, as formas
helicoidais apresentadas por estruturas moleculares de materiais oticamente
ativos sao também quirais (para mais detalhes, cf., e.g., [23] e [24]).

O formalismo que mostra a origem da atividade 6tica na assimetria qui-
ral das moléculas, ou nas assimetrias cristalinas, ¢ muito avancado para ser
apresentado nesta dissertacao e é desenvolvido detalhadamente no tratado de
Landau e Lifshitz [11] (capitulo XII). No entanto, é util um esbogo teorico
baseado em uma selecao de idéias fundamentais que iniciam o tratamento
avancado de Landau e Lifshitz. Esse esboco tem por objetivo mostrar que a
origem da atividade oOtica é o fendmeno de dispersao espacial que ocorre
no meio.

Ja sabemos que a dispersao temporal de um meio é a propriedade pela
qual sua polarizacao em um dado instante depende dos valores do campo
eletromagnético nesse instante e em instantes anteriores. De um modo geral,
em principio, a polarizagao em um ponto depende nao somente dos valores do
campo nesse ponto como também de seus valores em pontos vizinhos. Essa
dependéncia em pontos vizinhos é chamada dispersao espacial do meio.
Para levar em conta essa dispersao espacial, escrevemos a seguinte relagao

constitutiva, que generaliza a primeira relacao em (2.199),
D;(r,t) = /d3r’/ dt'e;j(r — ', t — ) E;(x', 1), (3.13)

onde a dependéncia de ¢;; em r —r’ descreve a dispersao espacial do meio, do
mesmo modo que sua dependéncia em t — t’ descreve a dispersao temporal.
A segunda relagao em (2.199) pode ser ignorada supondo, por simplicidade,
que o meio nao seja magnético. Usando o teorema da convolucao escrevemos

(3.13) na forma equivalente

Di(k,w) = €;;(k, w) E; (k,w) , (3.14)
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onde a dependéncia de €;; em k descreve a dispersao espacial do meio, do
mesmo modo que sua dependéncia em w descreve a dispersao temporal. Pelo
principio termodinamico de Onsager e pela hipotese de auséncia de absorcao

no meio [11], valem as respectivas condi¢oes sobre a permissividade
Eij(—k, (A)) = eji(k,w) (S Eij(k, (A)) = €j7;<k,w>* . (315)

Normalmente a dispersao espacial é muito menos importante que a tem-
poral, pois a permissividade €;;(r —r’,t — ') em (3.13) cai rapidamente com
distancias grandes em comparagao com a escala atomica a. Como considera-
mos campos macroscopicos, que sao promediados sobre essas distancias, eles
assumem um valor constante na regido do integrando em que €;;(r —r’, t —t')
nao é desprezivel, de modo que E;(r',t") = E;(r,t’). substituindo essa con-
digao em (3.13) ela se reduz a uma relagao da forma (2.199), em que nao ha
dispersao espacial (levando em conta que os meios que consideramos sdo ma-
croscopicamente homogéneos). Para observar a dispersio espacial devemos
considerar correcoes a situacao que acabamos de descrever.

No caso de um campo ondulatorio de comprimento de onda A, sua carac-

terizacao como campo macroscopico é dada pela condicao A >> a, i.e.,
ka <1. (3.16)

Como uma primeira correcao a auséncia completa de dispersao espacial, con-

sideramos a expansao da permissividade apenas até a primeira ordem em ka,

e obtemos Do (ko)
€\ K, W
Eij(k, w) = eij(O,w) + k:na 5k—na o . (317)
Definimos as quantidades
Oe;i (k,
D) = e5(0.0) ¢ qunlw) = —i 2Ll (3.18)
! Okn o

A primeira descreve a aproximacao de ordem zero, é a permissividade sem
dispersao espacial. A segunda mede a contribuicao de primeira ordem da

dispersao espacial (nela, o fator —i foi introduzido apenas por conveniéncia).
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Usando essas defini¢oes em (3.17), obtemos para a matriz de permissividade,

€ij(k,w) = 55?)(&1) + 1Yijn(W)ky - (3.19)

(0)
tj
Yijn(w) € real e antissimétrica nos dois primeiros indices,

As condicoes (3.15) sobre essa matriz sdo de que ¢;.'(w) é real e simétrica e

W) =W =) e W) =Ynw) = —Ym(w) . (3.20)

Essa antissimetria permite escrever ¥;jn(w) = €ijp(EpgmYgmn(w)/2). Usando

essa identidade e a defini¢ao do vetor g(k,w), de componentes

1
gp(ka W) = égpqm’)/qmn<w)kn s (3.21)

obtemos a identidade v;jn(w)k, = €i;p9,(k, w). Levando essa identidade em
(3.19), obtemos
eij(k,w) = e (w) + icijpgp(k,w) . (3.22)

ij
Substituindo esse resultado em (3.14), chegamos em
D(k,w) = ¢(w)(E(k,w)) +iE(k,w) x g(k,w) , (3.23)
(0)

(]
é responsavel pela anisotropia macroscopica cristalina do meio. J& o termo

Nessa equacio € (w) é o operador de permissividade cuja matriz é €, (w); ele
envolvendo o produto vetorial do campo elétrico pelo vetor g(k, w), chamado
vetor de giracao, é responséavel pela anisotropia em escala atomica e se
anula se h& simetria quiral nessa escala [11|. Vemos pelo formalismo que
essa anisotropia quiral se apresenta como uma dispersao espacial do meio e
caracteriza sua atividade 6tica natural.

No caso de um meio macroscopicamente isotropico o operador e (w) se
reduz a simples multiplicacao por um ntmero que podemos neste paragrafo
representar pelo mesmo simbolo € (w) ou, simplesmente, por €. O vetor
g(k,w) tem a dire¢do de k e um modulo que diferencia os indices de refra-
¢ao n4, usados na descrigao elementar que apresentamos da atividade otica

natural. Os indices sdo dados por n2 = n2 + g/eo, onde n2 = ¢ /¢, [11].
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A atividade Optica apresenta algumas aplicacoes interessantes. Uma des-
sas aplicacoes ¢ o sacarimetro, instrumento usado para medir a concentracao
de sacarose da cana de acucar em solucao. Essa medi¢ao tem por objetivo
conhecer a qualidade produtiva da cana, ou seja, o quanto de acucar ela é
capaz de produzir. Os aglicares, assim como outras moléculas organicas, sao
quirais, e quando dissolvidas em agua, as solucoes obtidas tornam-se meios
opticamente ativos. Experimentalmente, se verifica que o angulo de rotacao
da polarizacao linear da onda que atravessa uma solucao dessas é proporcio-
nal a concentragao da substancia. Outros fatores que influenciam o resultado
observado para o angulo de rotagao da polarizagao sao a temperatura em que
se encontra a solugao e o comprimento de onda da luz que por ela se propaga.
Com isso, se obtém a expressao
m

Qza()\,T)V

L, (3.24)
onde # é angulo de rotacao da polarizacao linear, L é o comprimento percor-
rido pela onda na solucdo, a razao m/V é uma medida da concentragao da
substancia na solugao, m é a massa da substancia e V' é o volume da solucao,
e (A, T) é uma quantidade dependente da temperatura 7" da solucao e do
comprimento de onda A da luz que sofre o efeito de rotacao da polarizacao;
como o angulo # depende dessas quantidades, essa dependéncia é expressa
pela quantidade a(\, T), cujos valores encontram-se tabelados. Desse modo,
conhecida a substancia, a temperatura da solucao e o comprimento de onda,
o valor de o é dado. Entao, se o angulo # e o comprimento L forem me-
didos, se determina de imediato a concentracao da substancia. Portanto, o
sacarimetro se vale desse principio para medir a concentracao de sacarose em
solucao de cana de agucar. Evidentemente, no caso do sacarimetro, os valores
usados para a sao aqueles conhecidos para a sacarose, levando-se em conta os
valores das varidveis A e T'. Para medir a atividade otica de meios materiais
também sao usados outros parametros como, por exemplo, o chamado poder

rotatorio de um cristal ou de uma solugao [25].

A atividade o6ptica pode ocorrer também em materiais opticamente ina-
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tivos, como a agua pura. Neste caso é necessario que se aplique um campo
magnético no material para que nele seja induzida a rotagao da polarizacao
linear da luz. Essa atividade optica induzida é o efeito Faraday, que é o
tema da proxima secao. Em materiais opticamente ativos, como cristais de
quartzo ou solucoes de acucares, a atividade 6ptica observada nao depende de
nenhuma influéncia externa e, por isso, é chamada atividade 6ptica natural

do material.

3.2 Efeito Faraday

O fenomeno de natureza o6ptico-magnético descoberto por Faraday em
1845 consiste na rotacao do plano de polarizacao de um feixe de luz mono-
cromatica e linearmente polarizada que atravessa um meio dielétrico sobre o
qual aplica-se um campo magnético constante.

A influéncia da magnetizagao do meio na interacao entre os campos ele-
tromagnéticos da onda luminosa com os elétrons da rede formada pela es-
trutura molecular resulta em valores diferentes para os indices de refracao
dos componentes dextrogiro e levogiro da onda. Essa condicao da origem ao
fenomeno de atividade 6ptica induzida magneticamente, que em homenagem
ao cientista que o descobriu, é conhecido como efeito Faraday.

O objetivo fundamental da discussao tedrica do efeito Faraday é obter, a
partir do modelo cléssico da estrutura molecular do dielétrico, os indices de
refracao dextrogiro e levogiro em funcao da frequéncia da onda propagante e,
em seguida, obter a chamada constante de Verdet, quantidade fundamental
para determinacao do desvio angular da polarizacao da onda.

A discussao teodrica é apresentada de trés formas. A primeira, mais de-
talhada, nos moldes do livro de 6tica de Sommerfeld [26], é ttil para quem
deseja prosseguir no estudo do efeito (cf. também [27]). Nela, sdo usadas
livcemente varidveis complexas e analise; acrescentamos a consideracao ini-
cial da forca de amortecimento do elétron 6ptico no estado estacionério, em
geral descartada de inicio nos formalismos usuais. A segunda é uma versao

resumida ao maximo [3] (cf. também [25]) da anterior, util para entender ra-
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pidamente as idéias basicas que descrevem o efeito apelando para um minimo
de ferramentas tedricas. Finalmente, hi uma discussao elementar nos mol-
des de Rossi [21] e Matveev [28], que tenta responder ao desafio de explicar
teoricamente o efeito Faraday no ensino médio; evita-se o uso de derivadas
e numeros complexos e substituem-se dedugoes por dados fenomenolégicos

para a realizagao certas passagens.

3.3 Formalismo geral

Experimentalmente é possivel observar que o desvio angular sofrido pela
polarizacao linear da onda luminosa ¢é causado pela aplicacao do campo mag-
nético ao meio dielétrico na direcao de propagacao. Sendo a propagacao da
onda orientada na mesma direcao e sentido do vetor unitario Z de um sis-
tema de coordenadas inercial, em relacao ao qual o meio dielétrico esta em
repouso, e adequadamente adotado para o estudo desse efeito, obtemos que
0 campo constante aplicado ao meio é da forma B = Bz.

A forca de ligacao do elétron na estrura do material dielétrico, tal como
discutido no estudo da dispersao, é da forma F; = —ks (com k constante),
sendo s o vetor posicao do elétron em relagao a seu ponto de equilibrio, isto é,
S = r—r(, onde rq e r sao respectivamente as posicoes do ponto de equilibrio
e instantanea do elétron em relacao a origem do sistema de coordenadas
adotado para o estudo do fenomeno.

A acao do campo eletromagnético da onda propagante sobre cada elétron

do meio, também ja discutida anteriormente, se reduz a aplicacao da forca
F; = —cE, (3.25)

onde —e é a carga do elétron. A contribui¢cao do campo magnético da onda
para a forca Fy se mostra desprezivel por ser proporcional & razao entre o
modulo |$| da velocidade de oscilagao do elétron em torno do seu ponto de
equilibrio e a velocidade v de propagagao da onda no meio, sendo |$| < v.

O campo magnético externo, B = BZ, que penetra no meio dielétrico,
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aplica sobre cada elétron vibrante uma forca
F3; = —e(s x B). (3.26)

Héa ainda sobre cada um dos elétrons a forca de amortecimento proporci-

onal a velocidade de oscilacao,
F,=—0s, (3.27)

onde b é uma constante positiva. Essa for¢a de amortecimento tem origem
no fato de que particulas aceleradas perdem energia na forma de radiacao.
Sendo assim, a segunda lei de Newton fornece para um elétron de massa

m da rede a equacao de movimento
ms=F, (3.28)

onde

é a forca resultante que nele atua. Substituindo as expressoes dessas forcas

que acabamos de obter, essa equacao toma a forma
mS§ = —ks —cE —e(s x B) — b$ (3.30)

ou
m8+bs+ks=—e(E+$xB). (3.31)

A equacao de movimento para um elétron do meio dielétrico é, portanto, a
equacao de um oscilador harménico amortecido e forcado, e a sua solucao é
discutida na sequéncia do texto.

Quando a onda incide ortogonalmente & superficie do meio dielétrico,
em z = 0, o campo elétrico oscilante estd, por construcao, na direcao do
vetor unitério X do sistema de coordenadas adotado, e tem a forma E(0,¢) =
E(0,t)%, onde E(0,t) = Epcos(wt) e Ey > 0. Na regiao interna ao meio,

dada a rotacao observada, o campo elétrico apresenta componentes em X e
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y, isto é, tem a forma E(z,t) = E,(z,t)Xx + E,(2,1)y.

Na equacao (3.31), as forgas aplicadas pelos campos E e B sobre o elé-
tron s6 apresentam componentes no plano gerado pelos vetores unitarios X
e y. Entao, o componente em Z do vetor posicao s realiza um movimento
harmoénico amortecido cuja solu¢ao nao apresenta interesse no estudo aqui
realizado. Basta determinar o comportamento dos demais componentes sob
a acao dos campos. Por esse motivo, o vetor posicao é escrito na forma
s(z,t) = su(2, )X + s,(z, 1)y, onde a dependéncia em z e ¢ vem do fato de
que o vetor s é obtido como resposta do meio a4 acao do campo elétrico da
onda, que por sua vez ¢ funcao de z e .

Substituindo s = s,X + 5,5, E = E,Xx + E,;§ e B = Bz em (3.31), a

equacao toma a forma

m(8,X + 8,5) + b(8,X + 5,§) + k(s.X + 5,¥) = (3.32)

—e(E,% + B,) — el(3.:% + 5,9) x B, |
isto é,

m(8,X + 8,§) + b(5,X + $,§) + k(s,X + 5,§) =

(3.33)
—e(E, %+ E,y) + e[(5.B)y — (5,B)X].

Essa equagao vetorial, separada em seus componentes cartesianos, da lugar

ao sistema de equagoes escalares

{ Mé, + b, + ks, = —e(E, + §,B) (3.30

mé&, + bs, + ks, = —e(E, — 5, B).

Nesse sistema, as equacoes estao acopladas nas variaveis s, e s,. Uma forma
de obter equagoes desacopladas a partir de (3.33) consiste em substituir a
base cartesiana formada pelos unitarios X e ¥ pela base da polarizacao cir-
cular formada pelos unitarios é, e €_, que correspondem, respectivamente,
as polarizacoes esquerda e direita. As expressoes que fornecem os vetores da

base cartesiana como func¢oes dos vetores da base circular sao

= (6, 46) e y=_t(a,—5). (3.35)

N
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Substituindo essas expressdes na equagao (3.33), vem

(M&y + béy + ksy) (84 +8_) — —=(m&, + bs, + ks, ) (&, — &_) =

TR
(B, 5,.B)(&, —8.),

Sl Sl

—e—=(E; + $,B)(é; +é_) + eﬁ
(3.36)
isto é,

1 L : S s

E[m(sw +1i8,) + (b —ieB) (5, + 18y) + k(s; + isy)]é_+
1 . : L A

E[m(sr —i8y) + (b+ ieB) (8 — i$y) + k(s. — isy)]é4 = (3.37)
1 1

E, +iE,)é_ —e—(E, —iE,)é., .

! NG

Separando nessa equacao os componentes €_ e €,, se obtem as equacgoes

escalares
(8, +18,) + (v — iQ) (8, + i8,) + wo (s, +is,) = _E(Ex +iE,),
(3.38)
(30 — i8,) + (7 + Q) (35 — i8,) + wo2(sy — is,) = —%(Ex —iE,),
onde usamos que wy = \/k/m, v =b/me Q = eB/m sao a frequéncia natural

de oscilacao do elétron no entorno do seu ponto de equilibrio, a constante de
amortecimento e a chamada frequéncia ciclotron, respectivamente.

No ponto em que se encontra o desenvolvimento deste estudo, convém
ressaltar que ao passar os componentes da equacdo vetorial (3.33) para a
base de polarizagao circular, os componentes £, e E, do campo elétrico da
onda, bem como as variéveis s, e s,, devem ser tratados como representagoes
complexas. Isso se deve, como ja foi discutido anteriormente, & forma como
os vetores da base circular sao construidos.

Usando as quatidades convenientemente definidas por

si(z,t) =s, Fisy, e Ei(z,t)=E, Fik,, (3.39)
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as equagoes em (3.38) podem ser reescritas de forma mais simplificada por

S (7 — iQ)Et wols, = —%E, :
(3.40)

<§+ + (7 + ZQ)S++ (A)()2S+ = —EE_F .

Essas novas equacoes nao sao acopladas e a obtencao de suas variaveis s_
e s; leva & obtengao das variaveis s, e s, a partir das defini¢des em (3.39).
Determinar as solugoes para as equagoes em (3.40) requer, no entanto, que
as fungoes Fi(z,t) sejam conhecidas. Essas fungoes correspondem, na base
de polarizacao circular, aos componentes do campo elétrico E(z,¢) da onda

que atravessa o meio dielétrico. A equacdo (2.79) mostra que

%EJF(Z, t)ey + %E_(z, t)e_. (3.41)

Como Ej é a amplitude do campo elétrico da onda e w é a sua frequéncia,

E(z,t) =

entao, no interior do meio dielétrico,
Ey(z,t) = Ege'* 9 o E_(2,t) = Eye'k-*=1 (3.42)

As amplitudes iguais para as duas funcoes assegura que em z = 0 a pola-
rizacao da onda permaneca na direcao de X. Além disso, o desvio angular
observado para a polarizacao justifica diferir os simbolos ki dos nimeros
de onda para os componentes dextrogiros e levogiros. Se fossem iguais, as
funcoes seriam idénticas e, como resultado disso, a onda atravessaria o meio
dielétrico sem que sua polarizagao linear original sofresse qualquer alteragao.
Substituindo em (3.40) as fungoes F.(z,t), o par de equagoes toma a
forma
5.4 (7 —iQ)é_+ wels_ = —%Eoei(k—z’”t) :
(3.43)
e (7 i)t wolsy = —%Eoei<k+z—wt> .

A solucao geral de cada uma delas é dada pela soma da solugao geral da

7



Capitulo 3. O efeito Faraday

equacao homogénea associada com uma solugao particular. No entanto, no
regime estacionario, onde se concentra o interesse deste trabalho, o termo
que corresponde & equacao homogénea na solugao geral torna-se desprezivel,
de modo que essa solucao geral é reduzida a solucao particular. As equagoes
homogéneas associadas as equacoes em (3.43) sao tratadas no apéndice C.

Uma solucao particular para a primeira equacao é
s_(z,t) = so_ e'k=7wt) (3.44)

Substituindo (3.44) na primeira equagao de (3.43), obtemos

so_(—w? — dw(y — i) + we?) ek = —%Eoei(k*’z_wt) ) (3.45)
isto é,
so_(—w? — w(Q+ i) + wp?) = —%EO (3.46)
ou
so_ = —e/m Ey. (3.47)

wo? — w? — w) — iwy
Como 7 é muito pequeno em relacao as demais grandezas de mesma dimensao
na expressio da constante* sy_, o que se justifica pelo fato de o meio ser
transparente e nao haver perdas significativas na intensidade da onda que o

atravessa, entao o termo imaginario w7y pode ser desprezado, resultando em

—e/m

S —
w2 — w? — w

Ey . (3.48)

Com isso, a solugao particular e, portanto, a solu¢ao geral no regime estaci-

onario, toma a forma

- —e/m i(k_z—wt
s_(z,t) = I wQEoe ( ) (3.49)
ou
st = ——I" By, (3.50)

wo? — w? — w2

4s9_ é constante no tempo. No entanto, seu valor depende da frequéncia w da onda
que atravessa o meio e da intensidade B do campo magético aplicado, porque Q = eB/m.
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Para a segunda equagdo em (3.43) se obtém da mesma forma a solucao

—e/m
(A)()2 — w? 4+ w2

si(z,t) = E (z,t), (3.51)

no regime estacionario.

De posse da solugao para a equagao de movimento de um elétron ligado,
dada pelas representacoes dos componentes do vetor s na base de polarizacao
circular, se definem, nessa mesma base, as representacoes para os componetes

do momento de dipolo elétrico por
pe(z,t) = —esi(z,t), (3.52)
isto é,

e?/m
w2 — w? £+ w2

pi(Z,t) = Ei(Z,t) . (353)

Sendo N o numero de dipolos por unidade de volume no meio, as represen-
tagoes para os componentes do vetor polarizacao do meio dielétrico na base
circular sao
Pi(z,t) = Np+(z,t), (3.54)
isto é,
Ne?/m
wo? — w? + w2

Pi(z,t) = Ei(z,t) . (355)

Escrevendo os componentes do vetor polarizacao por
Py(z,t) = eoxer F(2,1), (3.56)

onde X., sao as susceptibilidades elétricas do meio para os componentes

circulares da onda monocromética propagante, se obtém

Ne?/egm
wo? — w2+ w)’

Xe+ = (357)

Essas expressoes das susceptibilidades na base circular sao fundamentais para
compreender a deflexao angular sofrida pela polarizacao da onda que atra-

vessa o meio dielétrico. A diferenca entre os valores de x., e x._ é decorrente
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da aplicagao do campo magnético ao meio e d& origem a diferenca entre os
indices de refracao ny e n_ para os componentes levogiro e dextrogiro da
onda. Nesse caso, onde ha diferenca entre os indices de refragao na base cir-
cular, o campo elétrico da onda no interior do meio apresenta comportamento
semelhante ao que ocorre na atividade Optica natural e a sua representacao

complexa na base cartesiana é dada também pela equacgao (3.9), isto é,

L 1 1
E(z,t) = Eye'(thoz—wt) {cos (5571]602) X — sin (5571]{:03) y} , (3.58)

onde @ = (ny +n_)/2 e dn = ny —n_, lembrando que ny = ki /ky.
Avaliando a representacao para o campo elétrico na base cartesiana, se
verifica que a deflexao angular da polarizagao da onda no meio dielétrico é
dada por
0(z) = —%(Mkoz. (3.59)
Essa expressao mostra de que forma o angulo 6 depende da variavel z de
acordo com um observador de frente para a propagacao da onda. Resta
determinar a diferenca on entre os indices de refracao. Para isso, observamos
que as susceptibilidades elétricas x.,, para a projecao esquerda da onda, e
Xe_, para a projecao direita, dadas em (3.57), estao relacionadas aos indices

de refragao ny e n_ por n2 =1+ y.,.. Consequentemente,

Ne?/egm
2 =1 0 3.60
= +w02—w2in’ (3.60)
donde o(Ne? 0

n? —n? = _— (Ve /eom)w (3.61)

T (wo? — w?)?2 — w22
Na situacao que nos interessa, estamos suficientemente longe da ressonancia
e o campo magnético é suficientemente fraco para que |[wQ|/|we? — W?| <
< 1. Por isso passamos a reter termos apenas até a primeira ordem em ).
Portanto, podemos escrever
5 5 —2(Ne?*/egm)w

n, —n’ = , 3.62
+ (w02 _ w2)2 ( )
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isto é,
—2(Ne?/egm)wS
(ny —n_)(ny+n_)= o —w?2 (3.63)
Como dn =ny —n_en = (ny +n_)/2, se obtém, finalmente,
—(Ne?/egm)ws
on = 3.64
" (we? —w?)? (3.64)
onde, desprezando termos de segunda ordem em §2,
_ Ne2/egm
Substituindo em (3.59) o valor obtido em (3.64) para dn, vem
Ne? Q
o(z) = e eom)e? (3.66)

—2m(we? — w?)?

Usando Q2 = eB/m e kg = w/c, resulta que o angulo de deflexao da polariza-

¢ao da onda ao atravessar o meio dielétrico é dado em funcao de z por
0(z) =VBz, (3.67)

onde
Ne?/egm?)w?
2

b,

27c(we? — w?)

(3.68)

é uma caracteristica do meio e da frequéncia da onda incidente conhecida
como constante de Verdet.
O resultado (3.67) mostra que se o meio dielétrico tiver um comprimento
L, a onda deixard o meio em z = L com uma nova polarizagao linear girada
de um angulo
(L) =VBL, (3.69)

em relacao a polarizacao em z = 0.
Para um dado meio a constante de Verdet depende da frequéncia da
onda que nele se propaga. Portanto, as luzes vermelha e verde, por exemplo,

estarao submetidas a valores diferentes para a constante de Verdet ao se
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Figura 3.2: Atividade 6ptica em meio magnetizado: efeito faraday.

propagarem em um mesmo material. A Tabela 3.3 a seguir mostra alguns

valores dessa constante para luz com 589,3 nm de comprimento de onda.

T(°C) V(min/Gem) V(rad/Tm)

Substancia
Agua 20 0,0131 3,8108
Vidro Flint LF 18 0,0317 9,2215
Vidro Flint EDF 18 0,0442 12,8578

Tabela 3.1: Constantes de Verdet de algumas substancias para A = 5893

O resultado obtido em (3.67) mostra ainda que, para um observador co-
locado de frente para a propagacao da onda, o desvio angular sofrido pela
polarizacao linear acontece no sentido anti-horario na medida em que a va-
riavel z aumenta, ja que a constante de Verdet é positiva. Se houver uma
reflexdo e a onda retornar no sentido contrario, o campo magnético aplicado
ao meio estara, nesse caso, contrario a propagacao da onda, o que corres-

ponde a alterar a expressao em (3.67) acrescentando nela um sinal negativo.
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Como consequéncia dessa alteracao, o desvio angular na polarizagao linear
da onda refletida ocorre no sentido horario de acordo com um observador
de frente para a propagacao dessa onda refletida. Portanto, o desvio angu-
lar da polarizacao depois da reflexao adiciona-se ao desvio angular ocorrido
antes da reflexao; a reflexao intensifica o desvio angular. Ja na atividade 6p-
tica natural, havendo reflexao da onda no meio opticamente ativo, o desvio
angular depois da reflexao ocorre de tal forma a eliminar o ocorrido antes
e, com isso, enquanto a onda refletida se propaga, a sua polarizacao linear
tende a retornar para a configuracao que apresentava ao penetrar no meio, o
que caracteriza uma invariancia sob reversao temporal. Essa diferenca entre
o fendomeno de atividade Optica induzido magneticamente, conhecido como
efeito Faraday, e o fenomeno da atividade Optica natural mostra que se deve
ter cuidado ao chamar de meio opticamente ativo aquele sobre o qual se
faz necessario a aplicacao do campo magnético para que a rotagao da po-
larizacao linear da onda propagante aconteca. Para alguns autores, o meio
opticamente ativo é aquele que realiza a atividade 6ptica natural, porém, nao
h& nenhum problema em usar o mesmo termo para denominar o meio mag-
netizado no qual se realiza o efeito Faraday, desde de que as peculiaridades
de cada fenomeno sejam conhecidas.

Vale ressaltar que o efeito Faraday nao é o tinico efeito magneto-optico.
Héa véarios outros, como por exemplo o Cotton-Mouton e o Voigt. O efeio
Cotton-Mouton consiste na birrefringéncia de um liquido induzida por um
campo magnético perpendicular a propagacao da onda luminosa polarizada.
Esse efeito leva esse nome porque Aimé Cotton e Henri Mouton foram os
primeiros a investigd-lo com bastante detalhe entre 1905 e 1907 |29], muito
embora Kerr [30], em 1901, tivesse observado uma fraca birrefingéncia em
uma suspensao de Fe3O, em dgua sob a acao de um campo magnético e Ma-
jorana [31] tivesse observado o mesmo comportamento em 1902 em solugoes
coloidais de ferro. No entanto, em contraste com o efeito Faraday, o efeito
Cotton-Mouton é de segunda ordem no campo magnético (An é proporcional
a B?). Esse efeito, quando observado em gases, ¢ conhecido pelo nome de
efeito Voigt.

Para relacionar o efeito Faraday com o formalismo de meios anisotropicos
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apresentado na secao 2.7 e, principalmente, com o formalismo de meios opti-
camente ativos apresentado na secao 3.1, demonstra-se que o efeito Faraday

é descrito por uma relagao constitutiva da forma
D(k,w) = €(0)E(k,w) + iE(k,w) x g(B), (3.70)

a ser comparada com (3.23), na qual, porém, o vetor de giracao g(B) nao é
mais determinado pela assimetria quiral microscopica do meio com atividade
Otica natural, mas pelo campo magnético externo B aplicado ao meio sem
atividade otica natural, e ¢(0) é a parte da permissividade que independe
do campo magnético externo. A demonstracao pode ser feita usando-se as
suscetibilidades y.+ obtidas em (3.57) no formalismo geral e transformando
as expressoes dos campos em base circular de volta para as expressoes em

base cartesiana. Obtemos assim que na relagao constitutiva (3.70)

Ne?2/m
7 2
w —w

(Ne?/m)w eB

€(0) = e + (w% —w?)2 m

g(B) = (3.71)

3.4 Formalismo resumido

Apos apresentar o formalismo geral do efeito Faraday, e antes de passar
ao seu formalismo elementar, de objetivos didaticos, apresentamos agora um
formalismo resumido [3|, no qual é usado um minimo necessario para se
chegar ao efeito a partir do modelo molecular classico.

Novamente, o ponto de partida é a segunda lei de Newton para o életron
ligado,

mS+ ks =—eE —e$ x B, (3.72)

na qual o campo magnético é constante e aplicado ao longo do eixo z de
propagacao da luz, e os vetores campo elétrico E e deslocamento s estao no
plano ortogonal a propagagao. Decompondo essa equagao nos eixos x e y, se

obtém
(& e e e
mY 0 m Y m 07y mY (8.73)
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Essas equagoes sao acopladas, mas é possivel eliminar o acoplamento com a

substituicao das varidveis reais s, e s, pela complexa s, +1s,. Efetuando essa

substituigao, o par de equagoes em (3.73) é equivalente & equagao complexa
d? eB d

. . . € .
ﬁ(sgg +isy) — zﬁa(sx +isy,) + wo(sz +is,) = _E<Ex +iE,). (3.74)

Por hipotese, a luz é linearmente polarizada ao longo do eixo x antes de
penetrar no meio dielétrico, isto é, em z < 0. Entao ela pode ser escrita

como a superposicao das ondas circularmente polarizadas em que
E, = Eycos(koz —wt) e E, = =£Esin(koz — wt), (3.75)

onde ky é o numero de onda no vicuo e os sinais mais ou menos se referem 4
polarizacao circular direita ou esquerda, respectivamente. Seguindo a idéia
de Fresnel, ao penetrar no meio a onda continua uma superposicao de ondas
circularmente polarizadas, agora porém com indices de refracao diferentes; n.
e n_ para as polarizacoes direita e esquerda, respectivamente. Assim, a onda
no meio dielétrico, isto é, em z > 0, pode ser escrita como a superposicao

das ondas circularmente polarizadas em que

E, = Eycos(nikoz —wt) e E, = =+FEysin(nikoz — wt). (3.76)
Neste caso, o membro direito da equagao (3.74) ¢ da forma

E, +iE, = Bye*'*o*=) oy B, +iFE, = Eyet!(ntho=wt), (3.77)

se z < 0 ou se z > 0, respectivamente. Portanto, supondo que a solucao de

(3.74) apresenta a forma
8y s, = sgeTi(nERozTwh) (3.78)

no interior do meio dielétrico (z > 0), por substituicdo em (3.74), resulta

e/m
w2 —w?FeBw/m "

(3.79)

Sop — —
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Portanto,

s=— e/m E. (3.80)

wi —w? F eBw/m

Como a onda propagante é monocromatica, entao valem as igualdades

D =cE=¢E+P =¢E+ N(—es)

7’L2:€/€0.

Dessa forma, os indices de refracao para as projecoes circulares da onda de

frequéncia w que atravessa o meio dielétrico sao dados por

(3.81)

Esse resultado é o mesmo obtido anteriormente no caso do formalismo geral,

porém chegou-se a ele por procedimento muito mais econémico. A partir

dos valores para n, e n_ chega-se a constante de Verdet substituindo-os na
+

expressao (3.59), como foi feito anteriormente.

3.5 Um formalismo elementar

Agora passamos ao que chamamos formalismo elementar do efeito Fara-
day. Por elementar entendemos que nele nao se usam ntimeros complexos e,
para tratar a Segunda Lei de Newton, nao sao usadas derivadas, mas ape-
nas conhecimentos basicos sobre a cinematica e dindmica dos movimentos
circulares uniformes. Nao esperamos que o formalismo, tal qual proposto
nessa secao, possa ser diretamente apresentado ao estudante tipico do ensino
médio, mas que possa ser Gtil ao professor do ensino médio que pretenda en-
frentar o desafio de apresentar algum fundamento teorico do efeito Faraday
a seus estudantes.

Considere inicialmente duas ondas circularmente polarizadas de mesma,

frequéncia e se propagando no vacuo em sentidos opostos. Os campos elétri-
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cos das ondas dextrogira e levogira sao dados, respectivamente, por

Ep = Eycos(kz —wt + 6p)X + Egsin(kz — wt 4+ 6p)y,
(3.82)
E; = Eycos(kz — wt + 01)% — Egsin(kz — wt + 01y,

onde k é um numero de onda e dp e d; sao constantes de fase. Embora
esses campos possam ser representados em notagao complexa, as expressoes
em (3.82) sao suficientes e convenientes para o propésito de apresentar um

formalismo elementar do efeito Faraday. Definindo as quantidades
QD:kZ+5D, 0L2k2+5L, (I)DZQD—wt [§] CIDL:—(HL—wt), (383)

ao substitui-las em (3.82), as expressoes para os campos elétricos das ondas

com polarizagoes dextrogira e levogira sao reescritas na forma

ED = EO COS((I)D))A( + E() sin(@D)y s
(3.84)
E; = Eycos(Pr)x + Eysin(Pr)y,

que deixa explicito que ®p é o angulo que Ep faz com o eixo z e ¢, o0 angulo
que E; faz com o mesmo eixo, como mostra a figura 3.3.

Como esses campos tém o mesmo modulo, |Ep| = |EL| = Ej, eles formam
angulos simétricos em relacao ao campo resultante. Denotando por 6 o angulo

que a superposicao faz com o eixo x, entao

O, —0=0—3p, (3.85)
isto é,
Oy +
ez—ﬂg—i. (3.86)

Usando as definigoes de ®p e ®f, escritas em (3.83), resulta

o %(9,3 —01) . (3.87)
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/
1

Figura 3.3: A resultante de vetores de mesmo modulo estd na bissetriz do
angulo entre os vetores: &y — 60 =6 — dp

Uma vez que esse angulo nao depende do tempo, a superposi¢ao das duas
ondas polarizacoes circulares opostas, e com defasagem constante, ¢ uma
onda linearmente polarizada cujo campo elétrico tem a dire¢ao na bissetriz
do angulo formado pelos campos elétricos de cada onda. Naturalmente, a
amplitude da onda resultante ¢ o dobro da amplitude das ondas circulares
superpostas. Na obtencao desse resultado, também fica claro que é sem-
pre possivel escrever uma onda linearmente polarizada como a superposicao
de duas ondas de mesma frequéncia, com polarizacoes circulares opostas e
defasagem constante.

Em um meio opticamente ativo, como os indices de refracao sao diferentes
para ondas dextrogiras e levogiras, eles sao expressos respectivamente por np

e nr. Nesse caso,
QD :nDk02+5D e 9L :nLk02+5L, (388)
onde kg é o numero de onda no vacuo. Tomando ép = 0 e d;, = 0, o que
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equivale a supor que em z = 0 a superposicao das duas ondas encontra-se na

direc¢@o do eixo z, resulta de (3.87) que
1

ou, usando on = ny, — np (definigdo analoga ao do formalismo geral),

5
0= —7”/{0,2. (3.90)

Este resultado é o mesmo ja obtido anteriormente. Nele, se vé que o angulo 6
varia em fun¢ao da coordenada z. Portanto, em um meio opticamente ativo,
ocorre desvio angular no plano de polarizagao linear da onda que o atravessa.

Agora, resta obter np e ny no caso do meio com atividade 6tica induzida
por campo magnético, isto é, no caso do efeito Faraday. Usando o modelo
classico para a estrutura molecular do meio, sabe-se que o elétron da molécula

obedece a segunda lei de Newton na forma
ma = F1 +F2 +F3 (391)

onde Fq, Fs e F3 sao a forca elastica restauradora da molécula sobre o elétron,
a forca exercida pelo campo elétrico da onda incidente e a forca magnética
exercida pelo campo magnético externo na direcao e sentido de propagacao da
onda. Como ja foi discutido, o efeito do campo magnético da onda incidente
é desprezivel para as velocidades do elétron envolvidas; também é pequena
a forca de amortecimento do movimento do elétron, porque a frequéncia da
onda incidente estd muito afastada das bandas de absorcao. Além disso, se
supoOe que o regime estacionario ja tenha sido atingido. As forcas em (3.91)

sao dadas por
Fi=—-ks, Fy=—€eE e F3=—evxB. (3.92)

Como ha interesse em obter os indices de refracao para as ondas cir-
cularmente polarizadas, em cada uma delas o campo elétrico é um vetor de

modulo constante que gira com velocidade angular igual & frequéncia angular
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w. Se conjecturarmos que o elétron realiza um movimento circular uniforme,

258, as trés forcas

com velocidade v de modulo v = ws e aceleragao a = —w
presentes serao radiais. As forcgas elastica e elétrica teriam as formas respec-
tivas F; = —ks = —ksS e Fy = —eE = —eF'§, e a forca magnética seria da
forma F3 = —ev X B = FevB§, onde o duplo sinal leva em conta o sentido
levogiro ou dextrogiro da onda circularmenete polarizada, respectivamente.
Resta saber se essa conjectura é verdadeira, i.e., se esse movimento circular

conjecturado satisfaz a segunda lei de Newton (3.91), ou seja, se
—mw?s8§ = —ks8 — eE§ + FewsBS§. (3.93)

E féacil ver que a segunda lei de Newton é satisfeita para o movimento circular

uniforme de raio
e/m

wi —w?+eBw/m "’

(3.94)

S =

onde wy é a frequéncia angular natural de oscilagao do elétron na molécula,
i.e., wo = \/k/m, e o duplo sinal leva em conta o sentido levogiro ou dextro-

giro da onda circularmenete polarizada. Portanto,

e/m

s=—
wi —w? + eBw/m

(3.95)

Dessa forma, a expressaio P = N(—es) para a polarizagdo do meio fica

2
b= wa — c]u\gei/;an/m ’ (3.96)
de modo que
D=cE+P= (50 + i\;ei/:;w/m) E (3.97)
Usando o fato de que D = ¢E, obtemos
ez eyt Ne/m (3.98)

wa —w?+eBw/m’
Finalmente, pela relacao geral n?> = /gy entre indice de refracao n e permis-
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sividade € do meio, se obtém

Ne?/egm )

4 Ne?/egm
e np=
wi —w? + eBw/m b

2
=1
' * wi —w? — eBw/m

(3.99)

para os indices de refracao levogiro e dextrogiro. Como esse resultado mos-
tra que é o campo magnético B aplicado ao meio dielétrico o responsavel
pela diferenca entre ny e np, diferenca esta que da origem a rotacao do
plano de polarizacao da luz ao atravessar o meio conforme se vé na equacao
(3.90), entao, com isso, o fenomeno do efeito Faraday fica compreendido por
completo.

As trés explicacoes e demonstracoes apresentadas anteriormente para se
entender o efeito Faraday foram feitas no contexto da fisica classica, com o
auxilio das leis de Newton e das equagoes de Maxwell. Embora os resulta-
dos obtidos por métodos classicos sejam muito satisfatorios e em muito bom
acordo com os experimentos, como por exemplo a expressao para a constante
de Verdet, um estudo mais rigoroso do efeito Faraday requer a utilizacao da
mecanica quantica. No entanto, explicar esse efeito a partir da mecanica
quantica foge ao escopo dessa dissertacao, de modo que sugerimos ao lei-
tor interessado em aprender um tratamento quantico desse efeito o trabalho
de P.R. Berman [32]. Em seu artigo, além de uma demonstracao cléssica,
Berman apresenta duas demonstracoes quanticas, uma delas baseada nas
equagoes de Heisenberg e a outra, na equacao de Schrédinger.

A rotacao do plano de polarizacao da luz através do efeito Faraday é
uma das mais diretas e importantes manifestacoes do uso do magnetismo na
quebra da simetria de inversao temporal. A observacao do efeito é comum-
mente realizada quando uma onda luminosa atravessa um meio transparente
de dimensoes macroscopicas no qual se aplica um campo magnético de forma
apropriada. No entetanto, esse mesmo efeito de rotacao do plano de polariza-
¢ao pode ser observado também fazendo uma onda luminosa atravessar uma
unica camada atomica de carbono, o grafeno. A realizacao do efeito Faraday
através do grafeno, além de surpreendente, em razao da dimensao nanosco-
pica da estrutura atravessada pela luz, é também passivel de aplicagoes em

comunicagao 6ptica, armazenamento de dados e computagao. Essas aplica-
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¢oOes estao relacionadas ao uso do grafeno em dispositivos magneto-6pticos

modernos |33].
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Capitulo 4
Efeito Faraday: experimento

Neste capitulo apresentaremos um experimento de baixo custo projetado para
a verificagao do efeito Faraday. Como a sua construcgao é realizada de forma
artesanal, iniciamos o capitulo discutindo os precedimentos de montagem do
aparato experimental e, a0 mesmo tempo, informando a funcao das partes
que o compoem. Em seguida, daremos a instrucao de como realizar o experi-
mento e medir o angulo de desvio da polarizacao do feixe de luz que atravessa
o meio dielétrico. Essa instrucao é realizada em quatro passos, sendo os trés
primeiros sulficientes para a verificacao do efeito e o quarto necessario para
a obtencao da medida do angulo de desvio da polarizacao. Ha ainda, ao
final do capitulo, uma discussao sobre a estimativa do angulo de desvio da

polarizacao levando em conta os dados conhecidos sobre o experimento.

4.1 Construcao do experimento

A montagem do aparato experimental para a realizacao do efeito Faraday
é constituido pelos cinco elementos a seguir.
01. Fonte de luz (laser) e seu suporte.
02. Polarizador com eixo de transmissao fixo e seu suporte.
03. Bobina e seu suporte.

04. Polarizador com eixo de transmissao variavel (analisador) e seu suporte.

93



Capitulo 4. Efeito Faraday: experimento

05. Anteparo.
Esses elementos em conjunto e dispostos de maneira que se verifique o feno-

meno pretendido estao ilustrados na figura abaixo.

Os elementos que compoem o aparato e que foram identificados na figura an-
terior desempenham funcoes especificas na realizagao do experimento. Além
disso, a construcao de cada um deles apresenta um detalhamento técnico
consideravel. Por essa razao, cada elemento sera descrito separadamente a
seguir, levando em conta aspectos tanto do ponto de vista da sua fungao no
fenomeno quanto do ponto de vista da sua construcao.

As trés imagens a seguir mostram o aparato completo por angulos dife-

rentes.
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1. Fonte de luz (laser) e seu suporte.

Usa-se uma caneta (ou apontador) laser como fonte da luz que estara

presente na realizacao do experimento. A luz proveniente da caneta é do

tipo natural, isto é, nao apresenta polarizacao definida. Os detalhes para a

montagem deste elemento estao apresentados na figura abaixo.

08

Legenda da figura:

1.

SR A

elas).
7.

Parafuso (manipulo) M4.

Rosca M4 (nos trés furos).

Caneta LASER.

Canaleta de aluminio em forma de "U"com 16 mm interno.
Parafuso de 1/4"fixado na canaleta (cortar a cabega do parafuso).

Porca de 1/4"e porca borboleta de 1/4"(a chapa de metal fica entre

mecanismo de fixacado na base com trés parafusos para madeira de 15

mm (cabeca panela).

8.

Chapa de metal de 85 mm por 50 mm. Fazer dobra a 15 mm da

lateral, paralelamente ao lado menor. Fazer rasgo oblongo com 7 mm de

espessura ao longo da extensao da peca. Serve para regular a altura do laser.
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9. Base de madeira de 100 mm por 100 mm por 20 mm.

10. Parafuso que aciona o botao de ligar a caneta.

As trés imagens a seguir mostram a caneta laser em seu suporte por an-

gulos diferentes.
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Este manipulo voi acionar o bot&o de ligar
o LASER.

Nao é demais prevenir os alunos que as fontes de luz intensa, como o laser,
ao serem manuseadas nunca devem ser direcionadas aos olhos de qualquer

um dos presentes.
2. Polarizador com eixo de transmissao fixo e seu suporte.
O filtro polarizador com eixo de transmissao fixo transforma a luz nao

polarizada emitida pela caneta em luz polarizada linearmente ao atravessa-lo.

A figura a seguir mostra em detalhes a montagem desse elemento.
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al
06
w -
05
/03
04

—

Legenda da figura:

1. Chapa de aco de 70 mm por 85 mm por 0,75 mm. Fazer dobra a 15
mm da lateral, paralelamente ao lado menor. Fazer um furo no centro com
35 mm de diametro.

2. Coluna de madeira de 30 mm por 30 mm por 40 mm. Fazer rosca
de 1/4 na lateral e furo com 10 mm de diametro no centro para encaixar a
barra.

3. Parafuso (manipulo) de 1/4".

4. Base de madeira de 100 mm por 100 mm por 20 mm. Fazer furo com
10 mm de diametro no centro.

5. Barra cilindrica de ago de 3/8"com 60 mm de comprimento. Soldar
na chapa com estanho.

6. Polarizador. Fixar com resina epdxi ou fita crepe.

As proximas duas imagens mostram por angulos diferentes o polarizador

fixo em seu suporte.
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3. Bobina e seu suporte.

Ao deixar o polarizador fixo, a luz, agora linearmente polarizada, penetra
no meio dielétrico contido no interior do tubo de aco sobre o qual a bobina
estd apoiada. Ao ligar a bobina em uma fonte de tensao, a corrente elétrica
nela gerada serd responsavel pelo surgimento de um campo magnético no
meio dielétrico. Esse campo magnético tem a direcao do eixo da regiao
cilindrica formada pela bobina, seu apoio de aco e o material nele contido,
isto é, a direcao desse campo é a mesma da propagacao do feixe de luz. Essa

¢ uma condicao necessaria para a maximizacao do efeito de rotacao gradual
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da polarizacao linear da luz, conforme ela avanca pelo material dielétrico que

estd submetido a acao do campo magnético. O material usado para ocupar o

volume do tubo pode ser agua, 6leo, azeite ou qualquer outro que permita que

o feixe de luz o atravesse. A figura a seguir mostra os detalhes da montagem

deste elemento.

03

04

05

Legenda da figura:

1.

SIS A

7.

Bobina de fio de cobre AWG20 (quatro camadas de 256 espiras).
Porca de 1/4 soldada com estanho (uma em cada ponta do tubo).
Adaptador 25 x 3/4.

Tampa de vidro com 35 mm de diametro.

Luva 25 x 3/4.

Bases de madeira de 80 mm por 85 mm por 20 mm.

Travessas de madeira de 270 mm por 25 mm por 3 mm (servem para

sustentar as bases da bobina).

8.
9.

Tampa de vidro com 35 mm de diametro.

Tubo de ago com 27 mm de diametro externo e 300 mm de compri-

mento. Esse tubo contém um furo a 15 mm de cada ponta e com 7 mm de

diametro para botar as porcas de 1/4. As porcas devem ser soldadas com

estanho.
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10. Boner vermelho e boner preto para ligar a bobina a fonte de tensao

(podem ser colocados em qualquer uma das duas bases).

Confeccao das bases da bobina.

Para confeccionar as duas bases deve-se primeiramente dispor de uma
madeira com as medidas de 80 mm por 170 mm por 20 mm. Depois deve-se
fazer um furo no meio da madeira com 35 mm de diamentro e com profundi-
dade de 10 mm. Em seguida continua-se o furo, mas com novo diametro de
27 mm até atravessar a espessura da madeira. Por fim, corta-se a madeira
ao meio, obtendo assim as duas bases nas medidas ja apresentadas. Segue

uma imagem ilustrativa de uma das bases.

& 27 mm

Para fozer os ducs boses deve-se primeirro
dispor da madeira nos medidas de 80 x 170 mm.
Faz-se a marca no meio redlizands um fura com
35 mm e com profundicode de 10 mm.
Continuar o furo com @ 27 mm possante.

Apds, bosta cortar o maodeira no meio e
obten-se as cucs baoses.

OSOF 58

As préximas trés imagens mostram a bobina em seu suporte.
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4. Polarizador com eixo de transmissao variavel (analisador) e seu
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suporte.

Ao deixar o meio dielétrico sob a acao do campo magnético, a luz volta
a se propagar no ar, mas com sua polarizacao linear desviada de um angulo
0 cujo valor é obtido com o auxilio do polarizador com eixo de transmissao
variavel (analisador). O colar graduado (transferidor) presente no suporte
desse polarizador permite medir o angulo desviado. A maneira como se deve
proceder para a obtencao dessa medida sera apresentada de forma minunciosa

mais adiante. A préxima figura apresenta a montagem deste elemento.

e
C

01
08
02
-\]O

Legenda da figura:

1. Tira de ago de 10 mm por 30 mm (serve de referéncia para medidas
de angulos pelo colar graduado).

2. Tubo de ago de 11/8"com 30 mm de comprimento. Soldar no disco de
aco com estanho.

3. Tira de ago de 10 mm por 30 mm para girar o conjunto.

4. Polarizador fixado com resina epoxi ou fita crepe.

5. Colar graduado (transferidor).

6. Disco de aco com diametro de 70 mm e espessura de 0,75 mm. Deve
ser feito um furo no centro desse disco com 35 mm de diametro.

7. Parafuso (manipulo) de 1/4".

8. Cilindro com 32 mm de diametro interno e 30 mm de comprimento.
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Pode ser feito com um tubo de aco nessas dimensoes ou com uma chapa
de ago fina enrolada em um tubo de 11/8"e com as pontas soldadas com
estanho.

9. Barra de aco de 3/8"com 60 mm de comprimento. Essa base deve ser
soldada no cilindro com estanho.

10. Coluna de madeira de 30 mm por 30 mm por 40 mm. Uma rosca de
1/4 na lateral e um furo com 10 mm de didmetro no centro devem ser feitos
para encaixar a barra.

11. Base de madeira de 100 mm por 100 mm por 20 mm. Deve ser feito

um furo com 10 mm de didmetro no centro dessa base.

As proximas trés imagens mostram o polarizador mével em seu suporte.
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5. Anteparo.

Sobre o anteparo é projetada a luz submetida ao fenémeno em discussao.
Esse elemento desempenha duas fungoes: uma é observar a ocorréncia do
efeito através da intensidade de luz projetada sobre ele, e a outra ¢ auxiliar
o polarizador mével na medida do angulo de deflexdo da polarizacao linear

da luz. A sua montagem é apresentada na proxima figura.
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Legenda:
1. Placa de PS ou acrilico com 100 mm de largura por 200 mm de altura.
2. Cantoneira de aluminio (fixar com parafuso de 4 mm nabase de ma-
deira).

3. Base de madeira de 100 mm por 100 mm por 20 mm.

As duas imagens a seguir mostram o anteparo por angulos diferentes.
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4.2 Medida do desvio angular da polarizacao

Para medir o angulo 6 de desvio da polarizacao linear da luz, deve-se proce-

der de acordo com os seguintes passos:

Passo 1. Deixar a luz que se torna linearmente polarizada no polarizador
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fixo atravessar o meio dielétrico no interior da bobina conectada a fonte de
tensao desligada, de modo que nao haja corrente elétrica para induzir campo
magnético no meio. Nao havendo campo magnético gerado pela bobina, nao
havera efeito Faraday, ou seja, a luz passara pelo material no interior da bo-

bina sem sofrer alteracao na direcao de sua polarizacao linear.

Passo 2. A luz que emerge do meio dielétrico volta a se propagar no ar
e encontra o polarizador mével. Deve-se, entao, girar o polarizador moével
até que este nao permita a passagem de nenhuma intensidade luminosa, o
que se percebe pela nao incidéncia da luz sobre o anteparo. Nesse caso, os
filtros dos polarizadores fixo e mdvel terao seus eixos de transmissao perpen-

diculares entre si.

Passo 3. Ligar a fonte de tensao para que a corrente elétrica gerada na
bobina crie um campo magnético no meio dielétrico. Havera entao efeito
Faraday no feixe de luz que nele se propaga, ou seja, havera rotacao da pola-
rizacao linear da luz que se propaga na regiao interna a bobina. Essa rotacao
é percebida pela incidéncia de uma intensidade luminosa no anteparo apos
o feixe de luz atravessar o polarizador mével, cujo filtro encontra-se per-
pendicularmente posicionado em relagao ao do polarizador fixo. O fato de
que mesmo passando por dois polarizadores perpendiculares entre si alguma
intensidade de luz chega ao anteparo, significa que houve rotagao da polari-

zacao linear da luz entre os dois polarizadores.

Passo 4. Ainda com a bobina conectada a fonte de tensao ligada, girar
novamente o polarizador moével até que nenhuma intensidade luminosa che-
gue ao anteparo. O angulo correspondente a esse tultimo giro do polarizador
movel é o valor de € para o desvio experimentado pela polarizacao linear da

luz ao sofrer o efeito Faraday.

E importante observar que dadas as condigoes sob as quais esse experimento
é realizado, o colar graduado do suporte do polarizador mdvel deve ser ca-

paz de medir angulos da ordem de 1,0° ou 1,5° pelo menos, uma vez que
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estima-se um valor aproximadamente igual a 2,0° para o angulo de desvio

da polarizacao da luz, como mostraremos a seguir.

4.3 Estimativa do desvio angular

O valor do angulo 8 de desvio da polarizagao linear da luz ao sofrer o efeito
Faraday pode ser estimado levando-se em conta o resultado obtido no desen-

volvimento tedrico do fenomeno. Usamos a equagao (3.69),
0 =VBL, (4.1)

onde V é a constante de Verdet, B é a intensidade do campo magnético no
meio dielétrico e L, o comprimento da bobina. Como a expressao conhecida
para a intensidade do campo magnético gerado pela bobina em seu interior
é dado por

B=puyni, (4.2)

onde 7 é a corrente elétrica no fio e n é o niimero de espiras por unidade de
comprimento, isto é, n = N/L, sendo N o ntumero total de espiras na bobina,

entao o angulo de desvio da polarizagao da luz pode ser reescrito na forma

A bobina do aparato experimental usado para a verificacao do efeito foi
construida com N = 1024. A corrente elétrica usada foi i = 6,04. O
material usado como meio dielétrico no qual a luz sofre o efeito foi a 4gua, cuja
constante de Verdet a 20°C e para luz verde com 589, 3 nm de comprimento
de onda é V = 3,8108 rad/Tm. A permeabilidade magnética do vacuo
conhecida é pp = 1,2566 x 107 T'm/A. Usando esses valores na expresao

para o angulo de desvio, resulta

0 =0,03 rad (4.4)
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ou seja,
0 =1,68°. (4.5)

Para obtermos valores mais expressivos para o angulo # podemos aumentar o
numero de espiras na bobina, o que resultard em um campo magnético mais
intenso no meio dielétrico. Outra medida que pode ser tomada no sentido de
aumentar a intensidade do campo magnético é elevar a corrente elétrica. Essa
medida, no entanto, exige muita cautela, porque de acordo com o fabricante,
o fio AWG20 usado na confeccao da bobina suporta, no maximo, a corrente
de 9,0A sem afetar seu funcionamento ou oferecer risco de choque elétrico.
Nota-se que, embora dentro desse limite a corrente nessa bobina nao ofereca
perigo, por cautela, a bobina ativa deve ser manipulada apenas pelo professor

ou sob sua atenta supervisao.
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Consideracoes finais

Com a realizacao deste trabalho buscamos oferecer aos professores, em
especial os do ensino médio, uma alternativa de intervencao didatica funda-
mentada na necessidade de revisao nos métodos de ensino, que ainda hoje sao
aplicados quase que de forma unanime ao modo expositivo tradicional. Nesse
sentido, elaboramos uma metodologia atenta as demandas da atualidade que,
resumidamente, exige cada vez mais da educagao formal a construcao de um
carater critico e criativo nos individuos em formacao. Atentos ainda a di-
versidade socio-econOmica no territorio nacional, buscamos desenvolver uma
estratégia de intervencao acessivel a todos os quadros sociais, sendo factivel
tanto no ensino privado como no piiblico e em todas as regioes do pais.

A escolha do efeito Faraday como tema se deu por diversas razoes. O
proprio valor historico do fenomeno, de ter sido o primeiro onde se observou
a relacao entre 6ptica e magnetismo, ja justifica o esforco. Mas, além disso,
a riqueza de assuntos que podem ser introduzidos a partir da observagao
do efeito foi também um forte fator motivacional para a escolha. Apenas a
possibilidade de levar ao conhecimento dos alunos a natureza ondulatéria da
luz e sua polarizacao transversa de forma simples e surpreendente ja foi um
dos motivos que nos conduziram ao tema.

Apo6s um primeiro capitulo de carater introdutorio,no segundo capitulo

da dissertacao buscamos tratar com o maior nivel de detalhamento possivel
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os fundamentos tedricos aplicados na discussao do tema central do trabalho,
a ser feita no capitulo seguinte. Naturalmente nao esperamos que os assuntos
tratados no segundo capitulo, a exemplo da obten¢ao da equacao de onda a
partir das equacgoes de Maxwell, ou mesmo a obtencao da solucao de onda
plana, sejam levados literalmente ao ensino médio, mas acreditamos que fa-
vorece a sOlida formacao do professor, o que contribui enormemente para a
melhoria do ensino como um todo. Dessa forma, supomos que ao professor é
desejavel que se ofereca um nivel de formacao mais aprofundado que aquele
que ele mesmo deve oferecer aos seus alunos.

No terceiro capitulo desenvolvemos teoricamente o tema da dissertacao.
Nele, o estudo foi iniciado pelo tratamento da atividade 6ptica natural por
razao de conveniéncia didatica. Dessa forma, o leitor fica familiarizado com
o efeito de rotacao do plano de polarizagao da luz em meio opticamente ativo
e entao compreende de forma natural o efeito induzido magneticamente em
meio nao opticamente ativo; o conhecido efeito Faraday. Como no segundo
capitulo, ha discussoes tedricas que vao muito além do que se espera para o
ensino médio. Novamente, o objetivo dessas discussoes é oferecer ao professor
uma formacao soélida sobre o tema tratado. Portanto, de toda a discussao
teorica realizada, esperamos que apenas o formalismo elementar seja levado
diretamente ao ensino médio e, claro, com a devida orientagao. O formalismo
geral foi pensado como um instrumento de motivacao ao leitor que tiver maior
interesse pelo assunto. No entanto, o formalismo resumido leva aos mesmos
resultados que os obtidos pelos formalismos mais rigorosos, porém, de uma
forma bem mais economica.

No quarto capitulo desenvolvemos um manual de construcao do aparato
experimental para a verificacao do efeito Faraday, onde também oferecemos
todas as informagoes necessarias para a realizacao do experimento. Vale des-
tacar que a confeccao artesanal do aparato apresenta uma grande vantagem
em termos de custo em detrimento dos similares industrializados. Este fator
é de extrema relevancia para a prosposta do trabalho, que busca ser acessivel
a diversas as realidades financeiras.

No material instrucional, o produto da dissertacao, organizamos um ro-

teiro de trés aulas onde buscamos oferecer ao professor a percepcao de que o
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processo de ensino-aprendizagem deve contar com a participacao mais ativa
do aluno. Neste sentido, aliada a pequenas intervencoes expositivas por parte
do professor, sugerimos a proposi¢ao de algumas atividades préticas simples
nas quais os alunos sao motivados a investigar os fenémenos tratados.

O material instrucional da dissertacao foi aplicado em turmas de segunda
série do ensino médio do Instituto Federal Fluminense Campus Itaperuna.
A sequéncia de aulas foi realizada no quarto bimestre do ano letivo de 2017.
As atividades praticas das aulas despertaram muito interesse nos alunos, so-
bretudo aquelas em que se utilizava luz. A aplicagao do material instrucional
nos confirmou algo que ja suspeitavamos: a realizacao de atividades prati-
cas por parte dos alunos e a estratégia didatica de, na medida do possivel,
deixa-los investigar fenomenos desconhecidos de forma autonoma, estimulam
a curiosidade tao necessaria para desparetar a vontade de aprender.

Como perspectiva pretendemos redimencionar o aparato experimental do
efeito Faraday para que possamos realizar um estudo quantitativo do feno-
meno. Desse modo, esperamos encontrar a conhecida relagao entre o angulo
de desvio da polarizacao da luz, o comprimento do meio e a intensidade do
campo magnético aplicado sobre ele a partir da anélise do experimento. Em
outras palavras, pretendemos ser capazes de determinar experimentalmente
a constante de Verdet dos meios utilizados no experimento.

Uma outra continuacao natural deste trabalho consiste na producao de
programas computacionais, com interfaces graficas, para estudar o efeito Fa-
raday. Um exemplo é dado por setas rotatorias, que descrevem polarizagoes
circulares, compondo-se em polarizacoes lineares e, mais geralmente, em po-
larizacoes elipticas. Tal programa seria uma versao grafica, acessivel a alunos
do ensino médio, do teorema dado pela equacao (2.78), de que qualquer onda
de polarizacao eliptica pode ser escrita como superposicao de duas ondas de

polarizacao circular.
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Por fim, do ponto de vista pedagogico, esperamos ter despertado no leitor
os sentimentos muito bem expressos pelos seguintes pensamentos de Paulo

Freire:

“Ensinar nao é transferir conhecimentos, mas criar as possibilida-

des para a sua producao ou a sua construcgao.”

“Sem a curiosidade que me move, que me inquieta, que me insere

na busca, nao aprendo nem ensino.”
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Apéndice A

Equacoes de Maxwell e ondas

planas

As equagbes de Maxwell no vacuo para os campos E(£) e B(§) de ondas

eletromagnéticas, onde £ =k -r — ¢t, sao

V.E() =0, (A.1a)
V-B(¢) =0, (A.1b)
V xE(§) = —%B(ﬁ) e (A.lc)
¥ x BE) = pioro o B(E). (A1d)

Essas equagoes podem ser simplificadas dando lugar as condigoes (2.29) de
acordo com o que é mostrado a seguir.

Usando a convencao de Einstein para a soma, tem-se

~

‘ B o¢ d
V-E() = 5 -E;(¢) = %d—gEj(f)- (A.3)
J J
Como ot
a_xj - kzaz] = hy, (A4)
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entao
B(© - h(4BO) ~k- LEBO. (43

Com isso, a equacao (A.la) pode ser reescrita por

i d

: d—gE(f) = 0. (A.6)

Integrando os dois membros dessa equacao resulta
k- (B(¢) - B(&)) = 0, (A7)

onde &y é um namero fixo arbitrario, de modo que o campo E(&p) é constante.
A validade dessa equacao para qualquer valor assumido pelo campo constante

assegura que a partircular escolha de & tal que E(&) = 0 implica
k-E() =0. (A.8)

A escolha de & que torna nulo o campo elétrico é sempre possivel porque
as solucoes das equacoes de Maxwell sao obtidas a menos da adicao de um
valor constante, entao se uma solu¢ao ¥(¢£) nao se anula em &y, ela pode ser
substituida por W¥(§) — ¥(&,) que, por construgao, se anula quando & = &.
A funcao W representa genericamente os campos E e B que satisfazem as
quatro equacgoes.

A partir da equagao (A.1b), de forma analoga, se obtém
k-B(&)=0. (A.9)

Como a equagao (A.1b) para o campo magnético é idéntica a (A.la) para
o campo elétrico, o desenvolvimento realizado até a forma (A.9) é o mesmo
daquele mostrado anteriormente que resultou em (A.8), exceto, é claro, pela
substituicao de E por B.

Na equagao (A.1c) ha o rotacional do campo elétrico que, em notagao
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indicial, é dado por

0
isto é, o d
Usando (A.4), segue que
V X E(£) = €, A-k‘dE = €1 €k; dE A2
(5) = €ijk ©; ]d_f k(g) = €ijk €iK; (d_f (g))ka ( . )
ou seja,
V x E(€) = k x iE(g). (A.13)
dg
Por outro lado, ainda na mesma equacao,
Oy dgiey_ _ .4
aB(f) =5 ng(f) = cng(f). (A.14)

Portanto, a equacao (A.lc) pode ser reescrita por

. d d
kx 26BlE) = c2B(O) (A.15)

Integrando os dois membros resulta
k x (B() — B(%)) = c(B(&) — B(%)). (A.16)

Como os campos elétrico e magnético podem sempre ser escolhidos de modo
que E(&) =0 e B(&) = 0, entao

k x E(¢) = ¢B(). (A.17)

Por fim, na equagao (A.1d), verifica-se que

V x B(§) =k x d%B(g) (A.18)
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0 B 10¢ d B _li
M0€0§E<§> = c_QEd_fE(g) = cd§E<§>‘ (A.19)

Com isso, a equagao (A.1d) pode ser reescrita na forma

~ d 1d
k x —=B(&) = ———E(¢). A2
< 5EBIO) =~ LB (4.20)
Integrando os dois membros observando que os campos constantes que resul-

tam da integracao sao irrelevantes em nossa discussao, entao

k x B(¢&) = —lE(g). (A.21)

c
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Apéndice B

Angulo de inclinacao da elipse de

polarizacao

Neste apéndice discutiremos o angulo de inclinagao do eixo principal da elipse
descrita pela extremidade do vetor campo elétrico de uma onda eletromag-
nética no caso mais geral de polarizacao.

A equagao cartesiana da elipse de polarizacao na figura 2.2 é dada pela

equagao (2.51), que pode ser reescrita por

Ey2 E, E; cosé E,?

Ey,2sin? 6 Ey, Eo,sin®?d  Ey,2sin?d
Oy Yy 0x

1. (B.1)

Em um novo sistema de coordenadas, obtido pela rotacao de um angulo ¥ no

sentido anti-horario no sistema de coordenadas original da figura, a equacao

El 2 E/ 2
Y z =1. B.2
(E) *(Eaz) (B:2)

E um resultado conhecido da algebra linear que as coordenadas E’, e E, de

da elipse toma a forma

um ponto da elipse na nova base estao relacionadas as coordenadas £, e E,
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do mesmo ponto na base original pela equagao matricial

(EfC):( co§¢ Sin@b).(Em). (B.3)
E, —sinYy cosvy E,

Com isso, a equacao (B.2) pode ser escrita na forma

(—E,siny + E, cos)? N (E;cost + Eysin)? _
Ey,* E,’

1 (B.4)

ou

2 2 1 1
cos ;p+81n ;/) El 4+ | = — = | 2E,E, sin ¢ cos ¢+

» , (B.5)
E()y EO:B
Comparando as equagoes (B.1) e (B.5), temos
cos?y  sine 1
;2 ;2 2 - 2 (B-G)
Eq, Ey, Ey,”sin® 6
) 2y cos’y
sin Cos 1
;2 ;2 2 . 20 (B-7)
Eoy Eq, Ey,“sin® ¢
entao
cos?yp  sin®vy  sin®1y  cos? 1 1 1
2 = 2 2 = 2 = 2 2 NN (B-S)
E(’]y E(’]y El, El, Ey, Ey,” ) sin® o
isto é,
cos 2 Cos 2 1 1 1
/y_ /;ﬂ:( 2 2)‘2 (B9)
ou

1_1:1(1 1)1 (B.10)

;2 ;2 2 2 S 2 ¢
Ey, El, cos 29 \ E, Eo.” ) sin®d
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Ainda comparando (B.1) e (B.5), temos

1 1 2 cosd
— —— | 2sin¢YcostY) = ————+————. B.11
(Eg]f E()y?) Yooy Eq, Eoy sin® 6 (B.11)
Usando (B.10) em (B.11), ficamos com
1 1 1 in 2 2 o
- 2 2 Sl-nzw = C-OSQ g (B.12)
cos 29 \ Ej, Eo, sin” Eoy Eoy sin® o
o que resulta na expressao (2.52),
2By, E
tan 2y = % cosd , (B.13)
EOm — Loy

que relaciona, no sistema de coordenadas da figura (2.2), o angulo de in-
clinacao v da elipse de polarizacao geral com as amplitudes FEy, e Ey, dos
componentes do campo elétrico da onda polarizada e a diferenca de fase o

entre esses componentes.
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Apéndice C

Solucao do oscilador harmoénico

amortecido

Neste apéndice faremos uma discussao sobre as equacoes homogeneas associa-
das as equagoes (3.43). Nosso propoésito é mostrar que no regime estacionario
as solugoes das equagoes homogeneas sao despreziveis.

As equagbes homogéneas associadas as equagoes em (3.43) sdo as equagoes

de oscilador harmonico amosrtecido
54+ (y—i)s_ +wPls. =0 e EF 4+ (y+iQ)s, +w?sy =0. (C.1)

A solugao para a primeira delas é do tipo s_(t) = e“~'. Entdo, substituindo

esta solucao, vem
w_ 2t + (v — iQ)w_e? " + wy?er ! = 0. (C.2)
Segue que a frequéncia w_ deve satisfazer a equacao caracteristica

w2+ (v = iQw_ +we? =0, (C.3)
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cujas solugoes sao

— (7 —iQ) + /72 — 2i7Q — Q2 — 4w;?

Wwo, = 5 e
(C4)
—(y — i) — /7% = 2iyQ — Q2 — 4w,?
w_ =
2 2
ou, como mostra a observagao ao final deste apéndice,
y vaz+b+a (2 Va2t +b —a
wa=— s+ ————|+i|z+—=—] ¢
2 2 2 2
(C.5)

- (7 \/m+a)+i<9 m_a>

2 2

onde a = (v/2)? — (£2/2)? —w? e b = —yQ/2.

Portanto, s_(t) = e“~1" e s_,(t) = e“~2" sdo solugdes para a primeira equa-
¢ao homogénea em (C.1), de modo que a solu¢do geral para essa equagio é
uma combinacao linear a coeficientes complexos desses dois resultados, isto
éa

s_(t) = Cre? 1" + Cye 2" (0,04 € C). (C.6)

Substituindo os valores obtidos para w_, e w_, fazendo

Vaz+bv2+a Vaz+b2—a
o= — e (= — (C.7)

a solucao geral fica

5 () = Crel- G348l | Cpel-(Gati At

= Che~ G348 | Cpe=(G-alteil3 =)t (C.8)
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isto é,
Q Q
s_(t) = Cre~GFot [cos (5 + 5) + isin (5 + 6)]
o Q Q
+Che~ (2 [cos <§ — 5) + i sin (5 — 5)}
Para a segunda equagdo homogénea em (C.1), procedendo da mesma
forma, se obtém a solucao geral

(1) = Cue~ 39 [cos (5 — 8) —isin (5 — )]

(C.10)

+Cye~ (3t [cos <% + B) — isin <% + 6)} .
Como v/2 > «, as exponenciais em (C.9) e (C.10) sao decrescentes. Essas ex-
pressoes tornam-se, portanto, despreziveis nas solucoes gerais das equagoes
em (3.43) em um intervalo de tempo consideravelmente curto para efeitos
praticos no estudo aqui realizado. Chama-se regime transiente o periodo na
evolugao temporal das soluges gerais de (3.43) em que a contribuicao de
(C.9) e (C.10) apresentam relevancia. Quando essas contribui¢es se tornam
irrelevantes, se diz, entao, que essa solucao atingiu o regime estacionario.
Neste trabalho ha interesse apenas no regime estacionario na evolucao tem-

poral das solugbes gerais das equagdes em (3.43).

Observacao.

Uma solucao para a equacgao caracteristica da primeira equacao homoge-

nea é
—(vy —1iQ2 2 — 2y — Q2 — 4wy?
e )+ : i o’ ©.11)
que pode ser reescrita por
v, .4 1\2 82 Y
ou Q
w_, = —%+z‘§+\/§, (C.13)

com Z = a+ ib, onde a = (7/2)* — (Q/2)? — wp?® e b= —§2/2.
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Segue que

Q |
W, = —g +i5 +V1Z[e", (C.14)

onde cost = a/|Z| e sinf = b/|Z],

ou ainda

Q )
w_, = SR L |Z\elg

2 2
Q 0 0
:—%4—@'54— |Z\(cos§+isin§). (C.15)

Como a e b sao negativos (7 < wp), entdo m < 6 < 3w/2. Logo 7/2 < 0/2 <

3m/4 e, nesse caso, cos(6/2) = —/(1 + cos)/2 e sin(0/2) = /(1 — cos0)/2.

Desse modo, temos

0 14 cosf {2 1 —cosf
=== I —— — W ——
w_, 5 T |Z| 5 >+z<2+ |Z| 5
v L+a/lZ]\ (0 1—a/|Z]
=—| = ) —— — ) ————
5 T |Z| 5 il 5+ |Z| 5
Y Zl+a) . (2 2] - a
=—| = Z — + |z ) 1

Portanto

wlz—<%+\/|z|%>+z’<g+ |Z|2_a). (C.17)

Como |Z] = va? + b?, resulta finalmente que

2+ 2

2 2

w_1:—<7 \/a?~|—l)2+a>_H,<QjL \/a2+b2—a)' (C.18)

Desenvolvendo da mesma forma a solucao w_, da aquagao caracteristica,
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resulta

(7 \/m+a> <Q
wo=—lgm\ T |t

—Vaz‘;bQ_a> . (C.19)

lembrando que a = (v/2)? — (2/2)? —we? e b = —yQ/2.

Para a equagao caracteristica da segunda equacao homogénea deste apén-

dice, as solugoes ficam

B v Va2 + b +a {2
wn=—|g-\Tg )

2

2

B v Va2 +b®+a {2
Wiy = — 5—1- # — | =+

com a = (7/2)* — (Q/2)? —wp? e b =~Q/2.
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2
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