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Capitulo 1

Orbitas e precessao usando o
Modellus

1.1 Introducao

O Modellus ¢ uma ferramenta que pode ser usada tanto pelo professor quanto
pelo aluno, no processo de ensino-aprendizagem de Fisica. Muito simples de usar

e ndo requer nenhum conhecimento prévio de programacao.

No site do programa, http://modellus.co/index.php?lang=pt, € pos-
sivel entender o seu propdsito, que é estimular a aprendizagem, utilizando a mate-
matica para criar ou explorar modelos de forma interativa. Para isso, basta que os
usudrios insiram equacdes matematicas (e as suas condi¢des iniciais). Ao clicar
no play, o programa é capaz de realizar simula¢Ges, gréificos e tabelas. Veja o

exemplo abaixo:


http://modellus.co/index.php?lang=pt
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Figura 1.1: antes da encontro.

Nesse exemplo temos dois mdveis, A e B, que estdo na mesma reta horizontal e
seus movimentos possuem o mesmo sentido. Suas equagdes de movimento estao
escritas no canto superior esquerdo, no Modelo Matematico. Com o auxilio do
programa, os alunos poderao visualizar os movimentos dos moveis, podendo ex-
plorar melhor a Fisica que o problema aborda: posi¢do a cada instante de tempo
de cada modvel, velocidade a cada instante de tempo, tempo de encontro e outras

informacgdes.

Tudo isso € possivel ver com o auxilio da animagao e da tabela. Além disso, cons-
truir graficos no Modellus é extremamente simples, basta clicar no icone graficos
e escolher a grandeza correspondente a cada eixo. O grafico feito na simulacao

anterior corresponde a posicao x tempo de cada mével. € possivel construir velo-
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cidade x tempo também, por exemplo.
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Figura 1.2: depois do encontro.

De modo geral, alunos de Ensino Médio, especialmente os da 1* série, apresen-
tam bastante dificuldade em interpretar e contruir graficos. Um erro muito comum
nesse tipo de exercicio quando hd um grafico velocidade x tempo € achar que, o
instante de tempo em que as retas se encontram € o instante de tempo de encontro
dos méveis. Basta o aluno comparar os graficos posi¢ao x tempo e velocidade x

tempo que poderd ver que essa afirmativa € falsa.

Realizei essa pratica em dezembro de 2015 com 36 alunos ( 21 de 25 daturma A e
23 de 25 daturma D ) da 1 ? série do Instituto Federal Fluminense, campus Santo
Antonio de Paddua. Distribui aos alunos um papel com a seguinte tarefa: Dois

moveis, A e B, estdo na mesma horizontal, sendo que o B estd 10 m na frente de
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A. A velocidade inicial de A é nula e a sua acaleragio é constante igual a 2m /s?,
ambas em relacdo ao solo. J4 o mével B realiza um deslocamento constante de 72

Km a cada hora, em relac@o ao solo. Usando o Modellus:

1. Escreva o Modelo Matemdtico desse exercicio, ou seja, escreva as equacoes

de movimento dos dois moveis;
2. Vié ao icone Tabela e peca para informar t,va,vb;

3. Vi ao icone Grifico e faca o gréfico velocidade x tempo dos méveis e diga
se os moveis se encontram. Caso se encontrem, informe o instante que o

encontro ocorre;

4. Viaoicone animacdo e crie duas particulas, correspondentes a A e a B. Faca
a animacgdo e veja novamente se as particulas se encontram, informando,

caso sim, o instante que ocorre. A resposta foi igual ao item anterior ?

5. Véaoicone Gréfico e construa o grafico posi¢do x tempo dos méveis. Antes
de clicar no play, vd também ao icone Tabela e acrescente xa e xb. Os
moveis se encontram? Caso sim, sua resposta coincicdiu com os dois itens

anteriores ?

Durante a tarefa, fui de mesa em mesa auxiliando os alunos quando surgiam algu-
mas dificuldades, tanto na Fisica do problema quanto no uso do programa. Grande
parte dos alunos (32 dos 36 alunos) achou, apds a observagao do gréfico veloci-
dade x tempo, que quando as retas se encontram, os moéveis também se encon-
travam. Usando a tabela, os estudantes falaram que os mdveis se encontravam
quando ¢ = 10s. Quando olharam para a animagdo e para a nova tabela [I.3]
perceberam que os mdveis se encontram um pouco depois dos 20 s. Quando fi-
zeram o ultimo item, perceberam que o tempo de encontro era entre t = 20,40s e
t = 20,50s.



Capitulo 1. Orbitas e precessio usando o Modellus

Grafico Tabela
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Figura 1.3: passo 0.1.

Perguntei aos alunos como fazer para melhorar a precisdo do tempo de encon-
tro. Um, mesmo que baixinho, disse: alterar a marcac¢do do tempo. Ou seja, o
Modellus estava programado para calcular, a cada intervalo de 0.1s, as posicdes e
velocidades dos mdveis, mas esse intervalo pode ser menor, para aumentar a pre-
cisdo. Mudando para 0.01s de intervalo, por exemplo, descobrimos que o encontro

acontece entre t = 20.48s e t = 20.49s, conforme a tabela [I.4] nos informa.
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Figura 1.4: passo 0.01.

Ap6s descobrirmos o tempo de encontro, perguntei aos alunos o que significa
aquele tempo em que as retas do grifico velocidade x tempo se encontram e o
porqué € diferente do tempo no grafico posicao x tempo quando a pardbola (A)
encontra a reta (B). O objetivo dessa pergunta era saber se, de fato, os alunos en-

tenderam a esséncia do problema e ajudé-los a interpretar graficos.

Encerrada a discuss@o do problema fomos para a dltima etapa. Sem o uso do pro-
grama, como podemos descobrir o tempo de encontro? Como haviamos discutido
bastante, quase todos os alunos responderam: igualando as equacdes. Sendo as-
sim, ¢ = 10 + 20t. Com o uso de uma calculadora cientifica (de celular), obtive-

mos que ¢ = 20.488088482s, ou seja, t ~ 20.49s, que € dentrodo esperado.

Essa atividade durou 2h de aula e é apenas um dos inimeros meios de se utilizar

0 Modellus como ferramenta didatica.
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1.2 Usando o Modellus no problema de Kepler

Nessa sec¢do nos dedicaremos a aplicagdo do Modellus em uma aula de 6rbitas de
planetas para alunos do Ensino Médio. Essa aula foi aplicada em trés turmas da 1?
série do Ensino Médio do IFFluminense campus Santo Antonio de Padua, em Ou-
tubro de 2016. O assunto trabalhado ap6s recesso de Agosto (més das Olimpiadas
do Rio de Janeiro) foi dindmica em trajetorias curvilineas e, dando continuidade

ao cronograma, iniciamos os estudos de Gravitagao.

Cada aula teve duas horas de duragdo. Na 1? aula de Gravitagdo foi feita uma breve
abordagem historica, que perpassa pela origem da palavra planeta, remetendo a
relacdo que os gregos tinham com o céu até a Lei da Gravitagao Universal, do sir.
Isaac Newton.

Na 2 # aula levei os alunos para o micrédomo da escola. Cada turma possui, em
média, 25 alunos e o campus possui dois microdomos, cada um com um quadro
branco e 25 computadores, um por aluno. Realizei todas as atividades dessa secao
nas turmas B, C e D, no dia 11 de outubro de 2016.

Tabela 1.1: Aulas.

turma B \ turma C \ turma D
8:00- 10:00 h \ 10:30-12:30 h \ 14:00 - 16:00 h

Os alunos ja conheciam o Modellus. Os alunos sdo apresentados ao programa
logo no 1° trimestre, no estudo de grificos de M.U. e M.U.V., porém essa aula
pode ser feita independente de os alunos conhecerem ou nio o programa. Como €
bem simples de usar, com um ou dois exemplos os alunos ja conseguirdo realizar
as atividades propostas. Talvez ndo seja possivel fazer tudo em uma aula, o que
nio € um problema. Caso a turma tenha mais alunos que computadores, ndo hd

prejuizo algum se fizerem as atividades em dupla.

A aula foi dividida nas seguintes etapas :

Etapa 1: A primeira parte da atividade consistiu em relembrar a Lei da Gravitagdao

Universal:
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_GMm

2

F = . (1.1)

r

Etapa 2: Na segunda etapa desenhei o plano cartesiano com o Sol no centro, para

facilitar, e um planeta em um ponto arbitrério (X,y):

e

Figura 1.5: Planeta orbitando ao redor redor de um Sol fixo, centrado na origem.

Aqui vale a pena mostrar aos alunos a relacdo matematica entre X, y e 1:

r? = 2 4+ 92 (1.2)

Etapa 3: Proximo passo € decompor a forca F'. Para isso, vale a pena aproveitar

o desenho anterior para mostrar as decomposi¢des e deixar os alunos

tentarem chegar as expressoes abaixo:

m A A
e F,=-F—" .9 (13

F,=-F—— & N
(22 +y?) (2 +57)

onde F' = |F|.



Capitulo 1. Orbitas e precessio usando o Modellus

tard

Figura 1.6: decomposi¢do da for¢ca F'em F, ¢ F),.

Etapa 4: Substituindo (1.2) e (I.I) em (I.3)), obteremos as equacdes das decom-
posicoes F e F:

x
F, = —GMm ———sn® e Fy=—-GMm Wny)WQ

(1.4)
O sinal negativo ndo deve passar despercebido. Nas turmas que apli-
quei as atividades, nenhum aluno lembrou de colocar o sinal negativo.
Usando a figura anterior, mostre que F}, aponta para o sentido negativo
do eixo x e F), aponta para o sentido negativo do eixo y. Como estamos
trabalhando com forga, que é uma grandeza vetorial, temos que analisar

direcdo e sentido.

Nos exercicios que fizemos anteriormente, em outros assuntos, envol-
vendo velocidade, por exemplo, os alunos puderam perceber que, se nao
se atentarem ao uso corretos dos sinais, o programa vai calcular algo
totalmente diferente que o desejado. Lembrando, mais uma vez, que os

alunos j4 estdo familiarizados com Modellus.
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Etapa 5: Agora que j4 temos as expressoes de cada forga, vamos ao programa. Ao
abri-lo aparecerd uma aba escrito modelo matemético. E nesse espaco

que devemos colocar as equagdes que regem 0 nosso sistema, conforme

mostra a figura [[.7]
Modelo Matematico
dx o
ar = WX
d f JER—
de
dwx -y(-1.5
dt ="”["f—+i"‘]( )
dvy . o (-15
a2y 2))

dt

Figura 1.7: Modelo matematico. O objetivo dessa atividade é que aluno veja a
orbita de um planeta sujeito apenas a atuag¢do da forga gravitacional excercida
sobre ele pelo Sol. E uma atividade qualitativa, portanto, ao escrever as equagdes
com os alunos, o professor pode fazer GM é numericamente igual al, explicando
0 motivo aos alunos. Até porque esse programa apresenta limitacdes e ndo roda
os valores reais das constantes G' e M nem tio pouco as distancias astrondmicas.

Aqui, caso seja a primeira vez que os alunos estejam usando o programa,

vale a pena comentar que o termo matematico % mede a variacdo de

uma grandeza em funcdo do tempo. Assim, ‘fl—f ¢ a variacdo de r em

relagdo ao tempo ¢, ou seja, € a medida da velocidade da componente

. . ~ Vg .
horizontal. Assim, a aceleragdo nessa componente vale e Com isso,

F, sera escrito, no modelo, como mdd%f. Entdo:
T dv
F,=-GMm——— — T — g2+
(a2 + y2)*? dt )

onde, por simplicidade, podemos considerar que GM numericamente
igual a 1, uma vez que estamos trabalhando com os alunos uma ana-

lise qualitativa da 1? lei de Kepler, buscando apenas observar como ¢é

10
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a orbita de um planeta ao redor do Sol (sem perturbacdes de quaisquer

tipos), sem uma preocupagao com medidas.

ApOs escrever as equacdes conforme mostra a figura (1.7)), peca aos alu-

nos para apertarem o item interpretar. Tanto o item interpretar quanto

0 Z—f, correspondente a taxa de variacdo, encontram-se na aba superior
do programa (ver figura[I.8)):
@] Modellus - Novo Documento
Inicio Varidvel Independente Modele Grafico Tabela Animagdo Motas
1 =7 dx ) (TR (R Mai Mot a Mumber
=] > xn B Ax o Xi  lasto)
) . T Pl
Copiar Interpretar || Poténcia Raiz Delta  Taxa de Indice  Ultimo Comentaric  Condigdo
imagern Quadrada Variagdo € e
Modelo Elementos Valores

Figura 1.8: aba superior.

Etapa 6: Para fiinalizar essa primeira atividade, basta escolher as condicdes inici-

ais e apertar o play:

| Cordigbes Iniciziz

O Cazol M Czzo2 O Casol

ez K= 1.00 0.00 0.00
gus VX = 0.00 0.00 0.00
5-= ¥= 0.00 0.00 0.00
ez W= 1.10 0.00 0.00

Figura 1.9: condi¢des iniciais.

11
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Grafico Tabela
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19,60 -0.05 -0.91 122 D15 W

Figura 1.10: trajetdria.

e Dica 01: Para os alunos visualizarem a trajetdria acima eles devem
ir a aba superior, clicar no item Grafico, construir X = y e apertar
no botdo Auto Escala:

@] Modellus - Novo Documento

Inicio Variavel Independente Modelo Grafico Tabela Animagio Notas

X v y v w w - % Auto Escala Pontos 1‘{ Zoom =9
[ Casol v | |||@ Azul + | M Roxo w ||M Vermelho v ||M Cinzento E# Escalas Iguais |Espessura |1 v -

Copiar
O Casol ~ | @ Caso2 ~ || @ Caso2 ~ | |E Caso2 v @ Ver v Imagem
Horizontal Eixo Eixo Vertical Opgoes Modo Transferén...

Figura 1.11: grafico.

e Dica 02: Para os alunos visualizarem a tabela com os valores de
T, Y, Uy € vy, por exemplo, devem clicar no item Tabela e escrever
0 que querem que a tabela apresente. Na figura abaixo estdo as

grandezas mencionadas:

@ Modellus - Nove Documento

Inicic Varidvel Independente Modelo Grafico Tabela Animagao Motas
Meostrar cada (passos) [ 1.0 t w|x w || v ||y v [ vy " B
Barras H Azul ~ |l Vermelhe » ||H Cinzento  ||H Cinzente ||l Preto w C;;r
Escalas Iguais O Casol v | Casol v | |0 Casol w | |0 Casol w | |0 Casol w Tabela

Opcies Tabela Transfer...

Figura 1.12: Criando tabela com Modellus.
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Etapa 7:

Com essa atividade os alunos poderdo ver que a trajetria de um planeta
ao redor do Sol € eliptica quando consideramos que a forca atuante €
do tipo F = —k/r?# (considerando que a sua velocidade orbital seja

sempre inferior a velocidade de escape).

Agora seguiremos para a segunda atividade da aula: a 6rbita de Mer-
curio. Os planetas sofrem, além da forga gravitacional, a acdo de uma

forca perturbativa f(r), também central:

GML?

——
mric?

flr) = -3

sendo L a intensidade da componente do momento angular ortogonal ao

(1.5)

plano da orbita, constante durante a trajetoria e ¢, a velocidade da luz
no vacuo. A priori, o professor pode apenas forcar esse termo adicional
para a realizacdo dessa atividade. Depois que os alunos obervarem o
que aconterd com a trajetdria, o professor podera explicar a origem da

perturbacdo e a sua importﬁncia

Sendo assim, a for¢a que atua em Mercurio pode ser representada como:

GM GMIL?
F—— ™3 '3 (1.6)
r2 mrd c?
ou ainda, fazendo k = GMme v = 307%52’ onde k e v sdo constantes,

podemos reescrever a equacao anterior de uma forma mais simples:

F:—(k+7>ﬁ. (1.7)

7"2 7«4
Seguindo 0 mesmo raciocinio da atividade anterior, escreveremos entao

as componentes da forca que atua em Mercurio:

x x .
n- (e ) 09

€

'No capitulo Precessdo desse trabalho h4 um texto com essas informagdes. Caso o professor
queira, também pode recorrer as referéncias [2,4L|5], por exemplo.

13
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_( Y
Fy—( k(x2+y2)3/2

) N
Rt 09

No Modellus, as equacdes que representardo a trajetéria de Mercurio

estao na figura[I.13}
dx
dr = WX
d r — ks
dt =¥y
dvx [
AL 5BV
ar X X )
ddr cyx(x24y2)

y(-1.5
.][ )

-0.1 xxx[/\f:+}=:](_1'€]
[_1'51—11.1><}-'><[x3+:r.-3]|:_3'€]

Figura 1.13: Como estamos preocupados com a parte qualitativa — o aluno obser-
var que a Orbita ndo fecha — o professor pode explicar aos aluno que, ao colocar
as equagdes no programa, a forga perturbativa deve ter médulo bem menor que a
gravitacional e, para garantir que isso aconteca, multiplicou o termo perturbativo
por 0.1. O professor pode mostrar que, para cada valor que escolher multiplicar
esse termo, a Orbita serd diferente e que, para valores muito pequenos, a Orbita

parece que é fechada.

Etapa 8: Uma vez escritas as equagdes no programa, basta apertar o botdo inter-

pretar, colocar as mesmas condigdes inicias da primeira atividade (I.9)

a mandar rodar.
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Capitulo 1. Orbitas e precessio usando o Modellus

L1000

050

-1.00 -0.50 0,00 0.50 1,00
1 1 1

w=-0 :1:- ----------- 2

=050

J-1.0n

Figura 1.14: Orbita com precessio.

Etapa 9: Pede-se para os alunos interpretarem a trajetdria calculada pelo pro-
grama. O objetivo € que percebam que continua sendo uma elipse, mas
que nao fecha. Entdo, apds essa conclusdo, o professor explica que essa

perturbacdo causa uma precessao na Orbita.

e Para o professor e para o aluno Precessdo: Dizemos que uma
orbita precessa quando o periélio muda de posi¢do com o tempo.
Assim, a Orbita ndo fecha. Todos os planetas apresentam preces-
sdo, um mais, outros menos, pois ndo sofrem acdo apenas da forca
graviatcional planeta - Sol. No caso do Mercurio, por exemplo,
ele sofre for¢a dos outros planetas, do seu satélite e o fato de o
Sol ndo ser perfeitamente esférico também influencia. A tabela[l.2]

mostra detalhadamente os fatores que influenciam a precessao de

Merciirio:
Precessao (segundos de arco por século) Origem
531,4 efeito gravitacional dos demais planetas
0,0254 o fato de o Sol ser oblato
43 relatividade geral

Tabela 1.2: Origens da precessao do periélio de Mercurio.

15



Capitulo 1. Orbitas e precessio usando o Modellus

Etapa 10: As principais atividades foram feitas. Essa ultima € apenas mais um
exemplo de precessdo, onde o professor pode sugerir mudar o parametro
0.1 para 0.01. Assim o efeito fica quase que imperceptivel. O impor-
tante € manter o segundo termo muito menor que o primeiro. A trajeto-

ria, nesse caso, apresentard uma preccessdo menos acentuada, conforme
mostra a figura [[.15}

—+1.00

=0.50

-1,00 -0.50 0.00 0.50 1,00
] ]

y=-0, 05 - -4

050

J-1.00

Figura 1.15: O fator multiplicativo 0.01 garante que a perturbagao seja bem pe-
quena, parecendo que a dorbita € limitada e fechada. Apds pedir para que os alunos
facam esse exemplo, o professor pode comentar que, de fato, a precessdo causada
pelo efeito relativistico é bem pequena e, mesmo em Merctrio, planeta que, pela
proximidade com o Sol, sofre mais com esse efeito, a precessao € de aproximada-
mente 43 segundos de arco (vale a pena explicar a relagdo entre segundo de arco
e grau para os alunos) a cada cem anos.

Usando a ferramenta zoom € possivel ver com mais clareza que, apds
algumas voltas, o planeta nao retorna ao ponto inicial, ou seja, que a

orbita ndo fecha, como mostra a figura[I.16}
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Capitulo 1. Orbitas e precessio usando o Modellus

Figura 1.16: A figura representa uma ampliacdo de parte da trajetéria da figura
[I.T5] mostrando uma pequena perturbagio nessa Orbita.

Assim, usando o Modellus, o professor poderd trabalhar a 1* lei de Ke-
pler e o fendmeno da precessdo com seus alunos de uma maneira nao
tradicional (uma aula menos expositiva), dando maior liberdade aos alu-

nos, tornando-0s menos passivos € mais participativos na sala de aula.
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Capitulo 2

Um argumento de plausibilidade

para a gravitacao universal

Hé duas maneiras bem testadas de introduzir a lei da gravitagdo universal aos
alunos: 1) comecando com a lei de Newton da gravitacdo universal, descrevendo
como ela foi descoberta e como ele funciona, e depois discutir algumas de suas
implicacdes e, posteriormente, trabalhar as trés leis de Kepler; ii) seguir a "ordem
cronoldgica”, comecando com as leis de Kepler do movimento planetdrio como

empiricas e prosseguir com a discussao da lei de Newton da gravitacdo universal.

Em ambas as abordagens, em algum momento apds a introducdo qualitativa, a
expressao matematica da magnitude da lei da gravitacdo universal de Newton é
apresentada e suas principais caracteristicas sao discutidas. Entretanto, indepen-
dentemente da ordem escolhida pelo professor, ao introduzir esta lei fundamental
da natureza aos alunos argumentando com exemplos de plausibilidade apropria-
dos pode propiciar uma maior possibilidade de compreensao dos alunos sobre este

importante tema da Fisica.
Argumentos de plausibilidade para a lei de gravitacdo universal podem ser encon-

trados em alguns livros didaticos de nivel universitario como, por exemplo, em [2]

e [[27]], mas no nivel médio é mais dificil de encontrar.
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Capitulo 2. Um argumento de plausibilidade para a gravitacdo universal

No que se segue, analisamos alguns exemplos de plausibilidade que podem faci-
litar a introducdo da lei de Newton da gravitacdo universal na sala de aula. Dessa
forma, esse apéndice dedica-se a apresentacao de um roteiro para o professor que
queira apresentar argumentos de plausibilidade para a Lei da gravitagdao universal
em sala de aula. Para facilitar, foram elaboradas etapas, sugestdes de sequéncia
de raciocinio a apresentar aos alunos. O texto escrito a seguir, nesse capitulo, deu

origem ao trabalho [1]].

ETAPA 1: Ao iniciar a aula o professor pode perguntar aos alunos como é o mo-
vimento da Lua em relag¢do ao planeta Terra. Esse serd o nosso ponto
de partida. A Lua realiza um movimento aproximadamente circular
(consideraremos circular) ao redor da Terra. Apds essa conclusdo, a
proxima pergunta serd: se a Lua estd realizando uma trajetoria circu-

lar, qual é o médulo da sua aceleragdo?

A expectativa € que os alunos relembrem que, em um movimento
circular com médulo da velocidade constante, 0 médulo da aceleracao

(centripeta) a é:

a=—, 2.1)
T

Aplicando a equacdo acima ao problema Terra - Lua, v corresponde
ao modulo da velocidade orbital da Lua e r a distancia entre os astros

(raio orbital), conforme mostra a figura a seguir:
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Lua

TERRA

Figura 2.1: Sistema Terra - Lua.

Podemos ainda relacionar a velocidade v com o periodo orbital 7™:

2
v = %r. 2.2)

Substituindo na equacdo (2.1]), temos o médulo da acelera¢do da Lua

em funcdode 7" e 7:

a= (%)2 7. (2.3)

Para 0 nosso problema, r = 3,8.105me T = 2,4.10% s. Entdo;

a=2,6.10"3m/s?.
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Capitulo 2. Um argumento de plausibilidade para a gravitacdo universal

ETAPA 2: Calculada a aceleracdo que a Lua estd submetida, iremos relaciond -
la com o valor da gravidade na superficie terrestre:
T (2.4)
g 98 T ‘
Por outro lado essa distancia r € cerca de 60 vezes o raio R da Terra,
como Newton ja sabia. Assim:
R? R?
72~ (60R)2 3600

Observando os valores encontrados nas duas relagdes, podemos infe-

=2.8.107% (2.5)

rir que:
a R?
5 ~ 2 (2.6)
ou ainda:
R2
a = gT—Q. 2.7

Segue entdo da 2% Lei de Newton que:

RQ
ma = mgr—z, (2.8)

onde m € a massa da Lua. Concluimos que a forca F' a qual a Lua

estd submetida € dada por:

F=mg— (2.9)
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Capitulo 2. Um argumento de plausibilidade para a gravitacdo universal

ETAPA 3: A partir daqui faremos duas hipdteses importantes:

1: F deve obedecer a 3* Lei de Newton. Analisando a equagdo (2.9)
sob a dtica desse ponto, podemos escrever que g deve ser propor-

cional a M

ga M.

2: Terra comporta-se como um ponto massivo. Com isso o termo
R? que diz respeito 2 geometria de Terra ndo deve aparecer no
resultado final. Combinando isto com a hipétese anterior, temos

que:

M
— —=g=CG

90 7 (2.10)

Ea

onde G é uma constante de proporcionalidade cuja dimensao é:

m kg 3
i i = ) 2.11
52 C] m? ~ [G] kg.s? @1
Portanto:
P MRZ_ GMm' (2.12)

=m — =

RZ r2 r2
A atividade acima € um exemplo de como o professor pode trabalhar em sala de
aula determinado tema dentro da gravitacdo. O professor pode fazer com que os
alunos obtenham a Lei da gravitacdo por meio de um método heuristico simples,

preparando um roteiro, de modo que as perguntas conduza-os para o objetivo.

Segue abaixo o roteiro exemplo:

a) Calcule a aceleracdo da Lua em relagdo a Terra. O raio da 6rbita da Lua vale

3,8.10% m e o periodo de translagdo da Lua ao redor da Terra vale 27,3 dias.

b) Calcule a razio ., onde g=9.8m/s>
g
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Capitulo 2. Um argumento de plausibilidade para a gravitacdo universal

c) Newton sabia que o raio da drbita da Lua em relagdo a Terra é aproximada-

mente 60 vezes o raio da Terra, i.e.: » = 60R. Mostre que:

(2.13)

~
~

R2
r2’

SSNIES

d) Mostre que a forca que a Terra exerce sobre a Lua é dada, em mdédulo, por:

2
F=mg-—, (2.14)
r

onde m é a massa da Lua.

e) Mostre que:

e [ deve obedecer a terceira Lei de Newton (a¢do e reacdo);

e A Terra deve ser tratada como um ponto, o que leva a relagao de propor-

cionalidade abaixo:

M
9 pse (2.15)
onde M € a massa da Terra.
M
f) ApOs as conclusdes até aqui, mostre que F' « ;’n
r

Para transformar a proporcionalidade (« ) em igualdade (=) precisamos de uma

constante que vocé pode indicar por GG. Segue entdo que:

GMm

F= 2

) (2.16)

Calcule também qual a dimensdo de G .
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Capitulo 3
Nibiru

O objetivo dessa atividade € mostrar como funciona a 3* Lei de Kepler e escrevé-la

sob a forma admensional.

EXERCICIO 1. Enuncie a 3* lei de Kepler.
Resolucao

A 3% lei de Kepler nos mostra que a razdo entre o quadrado do
periodo orbital de uma planeta qualquer do Sistema Solar 72 e

o cubo do semi-eixo maior de sua 6rbita a® é constante, ou seja:

Z;j = constante, 3.1)
4 2
GM

neta do Sistema Solar. Podemos, ainda, escrever a 32 lei sob éa

forma adimensional, uma vez que podemos igualar a razao Z?’

sendo essa constante igual a e vélida para qualquer pla-

de um planeta qualquer do Sistema Solar com a da Terra:

9 2
I _Z (3.2)

3 3
a a
5

ou ainda, reorganizando:
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Capitulo 3. Nibiru

T2

~ 1. (3.3)

O&v‘ gw‘oﬁo‘

Fazendo T%/T% = p* e a’/a} = ¢, a equagdo anterior pode

ser reescrita sob uma forma mais simples:

— =1 (3.4)

Essa razdo, como veremos na tabela (3.2)), € valida para todos

os planetas do Sistema Solar.

EXERCICIO 2. A energia mecdnica do sistema Sol-planeta Mostre que para
uma Orbita circular de raio R, a energia mecanica do sistema

Sol — planeta é dada por

_GM{;m

E:
2R

(3.5)

Resoluciao:

Primeiramente comegaremos com a equacao da energia meca-
nica:
1 GM{}m
E=-my — ———.
2 R

Para orbitas circulares, teremos que a forga gravitacional € jus-

(3.6)

tamente a resultante centripeta do movimento. Logo:

2

VO GM{}M N )2 GM{}

R R? R’
onde v € o médulo da velocidade orbital do planeta nessas con-
di¢des. Substituindo a equagio (3.7)) na (3.6) concluiremos que

a energia mecanica do sistema Sol - planeta vale:

(3.7)
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Capitulo 3. Nibiru

o lmGM{} _ GM{}m _ _G’M{}m'

2 R R 2R (5-8)

Um célculo da energia total que leva em conta o fato da 6rbita
de um planeta em torno do Sol ser na verdade uma elipse nos
mostra que o raio da Orbita circular deve ser substitui do pelo

semi-eixo maior a, resultando em (2?).

EXERCICIO 3. A Tabela mostra os valores para 0os semi-eixos maiores €
periodos em anos terrestres dos oito planetas do Sistema Solar.
A dltima linha diz respeito a um planeta hipotético que discu-
tiremos no proximo exercicio. Complete a dltima coluna da
tabela.

Planeta a/as T/Ts p*/¢®

Mercurio 0,387 0,241
Vénus 0,723 0,615
Terra 1,000 1,000
Marte 1,524 1,881
Japiter 5,204 11,862
Saturno 9,582 29,457
Urano 19,201 84,011
Netuno 30,047 164,79
Nibiru ? ?

N e R I e "I R I R ]

Tabela 3.1: A terceira lei de Kepler e o Sistema Solar ( [8]).

Resolucao:

Para resolvermos esse exercicio basta realizarmos a operagao
p?/q® para cada planeta. E de se esperar, conforme vimos no 1°
exercicio, que essa razdo seja igual a 1 (ou bem préxima de 1)

para qualquer planeta do Sistema Solar. Vejamos:
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Planeta  a/ay T/Ts /¢
Mercurio 0,387 0,241 1,002
Vénus 0,723 0,615 1,000
Terra 1,000 1,000 1,000
Marte 1,524 1,881 0,999
Japiter 5,204 11,862 0,998
Saturno 9,582 29,457 0,986
Urano 19,201 84,011 0,997
Netuno 30,047 164,79 1,001
Nibiru ? ? ?

Tabela 3.2: Razdo p?/¢* dos planetas.

EXERCICIO 4. Use os dados da Tabelae faca um gréfico em escala log-log

no qual no eixo horizontal sdo representados os valores de p? e

no eixo vertical os valores ¢>. Identifique cada ponto do gréifico

com o planeta correspondente.

Resoluciao:

Para identificarmos cada planeta, vamos acrescentar a tabela os

valores de log ¢? e log p? correspondentes:
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Capitulo 3. Nibiru

Planeta a/as T/Ts p*/q® log ¢® log p?

Mercurio 0,387 0,241 1,002 -1,237 -1,236

Vénus 0,723 0,615 1,000 -0,423 -0,422

Terra 1,000 1,000 1,000 0 0
Marte 1,524 1,881 0,999 0,549 0,549
Jupiter 5,204 11,862 0,998 2,149 2,148
Saturno 9,582 29,457 0,986 2,944 2938
Urano 19,201 84,011 0,997 3,849 3,849
Netuno 30,047 164,79 1,001 4,433 4,434
Nibiru ? ? ?

Tabela 3.3: log p* e log ¢ dos planetas.

A partir dos valores acima, podemos plotar o grifico log ¢° e

log p?:

et

/

# Sériel
Linear (Sériel)

Log p*

Figura 3.1: Grifico log ¢> x log p?.

Outro gréfico interessante para que os alunos construam é o
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Capitulo 3. Nibiru

log g x logp. A partir desse grafico, os alunos podem extrair

a 3% lei de Kepler. Veja o resultado na figura abaixo [3.2}

30 | | | | | ] || | 1 |

N
| |
20+ = -
.
1.0 - -
. | |
0.0} = -
||
-
-1.0 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1
06 0.2 0.2 0.6 1.0 1.4

Figura 3.2: Gréfico log ¢ X log p é uma reta cuja tangente vale %, comprovando a
3% lei de Kepler Z—z = constante.

EXERCICIO 5. Nibiru ou o Planeta X De acordo com uma tradugio e interpre-
tacdo peculiares do escritor e estudioso amador, Zecharia Sit-
chin (1920-2010), os sumérios reconheciam a existéncia de 12
planetas, os atuais oito planetas do Sistema Solar mais Plutao,
0 Sol, a Lua e um décimo segundo planeta chamado Nibiru. De
acordo com Sitchin, o periodo orbital de Nibiru seria de 3 600
anos terrestres e sua massa igual a 10 vezes a massa da Terra.
Ainda de acordo com Sitchin, a drbita eliptica de Nibiru se-
ria muito alongada, isto €, sua excentricidade seria proxima da
unidade. Os estudiosos profissionais da cultura sumeriana e da
escrita cuneiforme descartam como erroneas as traducdes e as
interpretacdes de Sitchin, e os astrondmos descartam a existén-

cia de Nibiru. Suponhamos, porém, que Nibiru seja um planeta
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real.
10—+
-40 -30 -20 -10
1 | ] | N
T I 1 ] NV
10+

Figura 3.3: A 6rbita excéntrica de Nibiru e drbita quase circular da Terra.

(a)

(b)

Calcule o semi-eixo maior da Orbita de Nibiru.
Resolucao:

Conforme vimos anteriormente, no 1° exercicio, todos os

planetas do Sistema Solar obedecem a relacdo (3.2)), entdo:

a3

3 2/3 ~
seoE — % = a=3000" a0y ~234892as.

(3.9)
Observando a figura[5] podemos ver que a menor distancia
entre Nibiru e o Sol é da ordem de um semi-eixo terrestre.

Calcule a excentricidade da orbita de Nibiru e compare-a

com a excentricidade das Orbitas da Terra e de Marte.
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Resolucao:

A resolucdo desse exercicio permassa pelo calculo geomé-
trico da excentricidade ¢ de uma elipse, conforme mostra a

equagdo abaixo:

b2 ag
EZH:J“%OOW =  €=0,999.

(3.10)
Perceba, fazendo uso da figura (5]), que o semi - eixo menor

na oOrbita de Nibiru b é da ordem de semi - eixo maior da
orbita da Terra ag. Assim, podemos considerar, por simpli-
cidade, que b = ay.

Em uma elipse, 0 < ¢ < 1. Para e = 1, a trajetdria é
uma pardbola. Assim, podemos dizer que sua Orbita € quase

parabolica.

(c) Complete a dltima linha da Tabela 1.
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Resolucao:

Planeta  a/as T/Ts p*/¢°

Mercurio 0,387 0,241 1,002
Vénus 0,723 0,615 1,000
Terra 1,000 1,000 1,000
Marte 1,524 1,881 0,999
Jupiter 5,204 11,862 0,998
Saturno 9,582 29,457 0,986
Urano 19,201 84,011 0,997
Netuno 30,047 164,79 1,001
Nibiru 234,892 3600 1,000

Tabela 3.4: Nibiru.

(d) Mostre que a magnitude da velocidade de Nibiru em qual-

quer ponto da 6rbita € dada por

v:\/zGM{;y (1—21>, (3.11)

r a

onde v = ||v|| e r € a distancia radial entre o Sol e o planeta.
Resolucao:

A energia cinética K € dada pela diferenca entre as energias

mecanica £ e potencial U:

K=FE-U. (3.12)

Fazendo uso da equagdo (??) e sabendo-se que:

GM{}m

1
K=-my e U=-—
2 r

(3.13)

podemos reescrever a energia cinética como:
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1 GM GM
St = R (—W> , (3.14)
2a r
entdo:
\/QGM <1 1) (3.15)
v = -——). .
H\r T 24
Calcule v para a menor distancia entre Nibiru e o Sol (o pe-
riastro).
Resolucao:

Usando a relacdo doe exercicio anterior e substituindo 7 por

ag, a menor distancia entre Nibiru e o Sol, teremos que:

JQGM{? (L1 e

ag 2a

onde, conforme calculamos anteriormente, o semi-eixo maior
da 6rbita de Nibiru ao redor do Sol é a = 36002%/3 as. As-

S1um:

1 1 2G My 1
—J2oMy (— = | = -
§ J M <a5 2.36002/3a5> J ax ( 2.36002/3)’

(3.17)
ou ainda:
2G M
v = 0,999 L2 (3.18)
ag
Sendo G = 6,67.107 f}ggf; M =1,989.10° Kge as =

1,521.10° m, a velocidade de Nibiru no ponto quisto é:

v~ 417 Km/s. (3.19)
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Como trata-se do ponto mais proximo do Sol, essa € velo-

cidade orbital maxima de Nibiru.

Figura 3.4: Os sumérios, como quase todos os povos da antiguidade, reconheciam
7 planetas: Utu (o Sol), Nanna (a Lua), Enki (Mercurio), Inanna (Vénus), Gugu-
lanna (Marte), Enlil (Jupiter) e Ninurta (Saturno). Zecharia Sitchin afirma que a
tableta representa os oito planetas do Sistema Solar mais Plutdo, Sol e Lua. O 12°
planeta, mostrado no detalhe, é Nibiru. Na verdade, de acordo com os estudio-
sos, o que estd sendo representado é um grupo de estrelas. A estrela central ndo
representa o Sol.
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