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RESUMO

A gravitacao e a precessio de Mercirio: um texto para
professores do Ensino Médio

Ricardo Fagundes Freitas da Cunha

Orientador: Alexandre Carlos Tort

Resumo da Dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de P6s-Graduagao
em Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro, como parte dos requisitos necessarios a obtencdo do titulo de Mestre em
Ensino de Fisica.

O trabalho consiste no estudo de gravitacdo e tem como publico alvo profes-
sores de Fisica do Ensino Médio.
A primeira etapa € voltada para as trés leis de Kepler: 1) chegamos a equagdo das
conicas, obtendo a 1? lei; ii) através das propriedades de forgas centrais pudemos
obter a 2% lei; iii) fazendo uso da 2? lei associada a geometria eliptica, obtivemos
a 3% lei de Kepler. Porém sabemos que um planeta ndo sofre influéncia apenas
do Sol e que este ndo € perfeitamente esférico. Essas perturbacdes sdo responsa-
veis pelo ndo fechamento das orbitas. A cada volta o periélio sofre uma pequena
variacdo angular. Esse fendmeno € conhecido como precessao.
Merciirio, por estar mais proximo do Sol, sofre maior correcdo da relatividade
geral. A diferenga de aproximadamente 43 segundos de arco por século entre a
precessdo calculada usando a mecanica newtoniana e a observada foi objeto de
nossos estudos.
A segunda etapa sdo os materiais instrucionais, que sdo sugestoes de atividades
para o Ensino Médio. No primeiro material apresentamos um exemplo de aula
usando o Modellus. Com esse programa os alunos poderao visualizar 6rbitas sem
e com perturbacdo. O segundo trata-se de um roteiro para o professor que queira
apresentar argumentos de plausibilidade para a lei da gravitacdo universal e ndo
simplesmente enuncid-la. J4 o nosso ultimo material, Nibiru, foi elaborado para
que o professor trabalhe com seus alunos a 3? lei de Kepler.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Problema de Kepler, Precessdao do Periélio.
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ABSTRACT

Gravitation and precession of Mercury for secondary school
teachers

Ricardo Fagundes Freitas da Cunha

Supervisor: Alexandre Carlos Tort

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Pés-Graduag¢do em Ensino
de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in partial
fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino de Fisica.

This work consists in the study of gravitation and has as a target secondary
school teachers.
After this first stage our studies were directed to Kepler’s three laws: (i) we get at
the equation for the conic sections, obtaining the 1*' law; ii) through the properties
of central forces we were able to obtain 2" law; iii) using the 2" Jaw combined
with elliptic geometry, we obtained the 3™ and last Kepler’s law. As we know
a planet is not influenced only by the Sun and that it is not perfectly spherical.
These and other factors causes small disturbances in its orbit. At each turn the
period suffers a small angular variation (the orbit do not close). This phenomenon
is known as precession.
Mercury is the most affected by relativistic contribution due to its proximity to
the Sun. The difference of 43 secons of arc between experimental and observed
values for the perihelion shift of Mercury was subject of our studies.
The second step is the instructional materials, which are suggestions for activities
for the Secondary School. In the first material we present an example of class
using Modellus. With this program students can view orbits with and without
disturbance. The second is a script for teachers who wants to show plausibility
arguments for universal gravitation and does not simply enunciate it. Our latest
material, Nibiru, was written for teachers to work with his students on Kepler’s
3 law.

Keywords: Physics education, Kepler Problem, Precession of Perihelion.
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Capitulo 1

Introducao

Gravitacdo € um dos assuntos mais fascinantes de Fisica abordados no ensino mé-
dio. Bastam algumas idas a museus de Astronomia e observatdrios para vermos
filas cheias de pessoas de todas as idades querendo conhecer um pouco mais so-
bre estrelas, planetas, cometas, galdxias. O universo € absolutamente intrigante e
impressionante, um verdadeiro laboratorio a céu aberto. Essa mesma busca por

conhecimentos esta nos alunos de Ensino Médio.

A lei de gravitacdo universal de Newton sustenta nossa compreensao de dindmica
do Sistema Solar e de uma boa parte do universo observiavel. No nivel do en-
sino médio, h4d duas maneiras bem testadas de introduzir esta importante lei da
natureza para os nossos alunos. A primeira € comecar com a lei de Newton da
gravita¢do universal, descrevendo como ela foi descoberta e como funciona, e de-
pois discutir algumas de suas implicacdes como o0 peso, a auséncia de peso, as
marés e movimentos de planetas e/ou de satélites. Esta primeira abordagem ter-
mina com uma discussdo sobre as trés leis de Kepler. A outra maneira € seguir a
"ordem cronoldgica", comeg¢ando com as leis de Kepler do movimento planetério
como empiricas e depois seguir para a discussao da lei de Newton da gravitacao

universal.

Nessa dissertacdo apresentamos um caminho ao professor para que consiga explo-

rar o tema com foco no aluno e na sua aprendizagem. Os capitulos 2 e 3 compdem
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o suporte tedrico, um texto para professores de Fisica. Ja o capitulo 4 e os apén-
dices A e B formam o material instrucional, com exemplos de como trabalhar as
leis de Kepler e a lei da gravitagdo universal de Newton em sala.

Iniciamos essa dissertacao trabalhando propriedades de forgas centrais e, a partir
delas, deduziremos as trés leis de Kepler. Apds a leitura, o professor pode recorrer

ao material instrucional e aplicar as atividades relativas a 1* e a 3% leis.

A atividade a ser feita com os alunos relativa a 1* lei se encontra no capitulo
Modellus dessa disserta¢do e estd também no material instrucional. Fazendo uso
do programa computacional Modellus, os alunos poderdao simular 6rbitas dos pla-
netas, podendo ver que quando um corpo € submetido a uma forca central do
tipo F = —|k|/r?f, sua 6rbita serd eliptica, sob a condigio de velocidade orbital
sempre menor que a velocidade de escape (veremos que essa condi¢do estd rela-
cionada com o nivel de energia mecénica do sistema planeta - Sol). Poderdo notar
também que o centro de for¢a ndo esta localizado no centro geométrico da drbita.
Ja a atividade relativa a 3  lei estd no apéndice Niburu e também se encontra no
material instrucional. Essa atividade possibilita que o professor trabalhe mais que
a 3% lei com seus alunos. Conforme o aluno vai realizando as atividades, poderd
aprender sobre a energia mecanica do sistema planeta — Sol, podera relacionar ex-
centricidade com a forma da 6rbita e também a relacdo entre a velocidade orbital

€ 0 raio vetor.

Ap6s o professor ter trabalhado as trés leis de Kepler em sala, pode também falar
sobre um problema que foi objeto de estudos por séculos de varios astronomos: a

precessao das orbitas (ver figura(l.1)).
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Figura 1.1: Precessdo de origem relativistica feita usando o programa Modellus.
No capitulo Modellus encontra-se o passo - a - passo de como o professor e o
aluno podem fazer a mesma simulagdo.

Os planetas nio sofrem apenas a acdo da forca gravitacional exercida pelo Sol.
Nao € um problema simples de dois corpos. Os préprios planetas produzem inte-
racdes uns com os outros, por exemplo, fazendo com que as Orbitas dos planetas

ndo fechem, ou seja, sofram precessao.

Esse fendmeno pode ser trabalhado com alunos de ensino médio, ampliando seus
conhecimentos sobre as Orbitas dos planetas. No capitulo 3, Precessdo, estudare-
mos com mais detalhes e que € precessdo e algumas de suas origens, com énfase
em uma dessas origens, uma pequena perturbacdo na érbita que permaneceu sem

explicacdo por muito tempo, uma forca de origem relativistica.

Pequenas perturbacdes fazem com que o semi eixo da érbita rotacione lentamente.
A velocidade com que o semi eixo rotaciona € a velocidade de precessdo da drbita.
Essas pertubagdes possuem vdrias origens: o fato de o Sol ndo ser perfeitamente
esférico, o de existirem vdrios planetas, fazendo com que uns atraiam os outros
e vice — versa e um fator que serd nosso destaque, o fato de que o Sol deforma
o tecido de espago — tempo, fazendo com que a luz sofra um desvio na regido.

Esse tltimo fator decorre da teoria da relatividade geral criada por Einstein hA;
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aproximadamente um século.

Por que Mercurio? Bom, A proximidade de Mercurio com o Sol faz com que
ele sofra mais com esse efeito relativistico que os outros planetas. Desde as pri-
meiras medidas da precessdo de Mercurio usando a mecanica newtoniana houve
uma pequena discrepancia com o valor observado. Desde meados do século XIX
varios astronomos se debrugaram sobre esse problema da precessao de Mercurio.
Havia uma discrepancia entre os valores tedrico e experimental na precessio de
sua Orbita de aproximadamente 43 segundos de arco por século, que s6 pode ser
explicada com a teoria da relatividade de Einstein. De fato, essa foi a primeira
comprovacao (foram realizados outros testes além desse) de que sua teoria estava

correta.Isso mostra a importancia desse célculo.

Voltando ao capitulo Modellus, o professor encontrard também uma atividade para
realizar com seus alunos, para que possam visualizar, de maneira qualitativa, esse

efeito da precessdo nas orbitas dos planetas.

No apéndice A, o professor encontrard exemplo de como pode trabalhar em sala
argumentos de plausibilidade para a lei da gravitacdo de Sir Isaac Newton. A mai-
oria dos livros didaticos introduzem esse assunto do jeito mais simples possivel,
mostrando a férmula matematica da lei da gravitacdo e algumas de suas aplica-
coes. Nesse apéndice trabalhamos alguns argumentos de plausibilidade, acredi-
tando que possa melhorar a aprendizagem dos estudantes em relacdo a essa lei
vital da natureza. Através de algumas perguntas, o professor pode construir passo
- a - passo essa lei com seus alunos.

Um fruto desse apéndice foi produ¢do de um artigo sobre argumentos de plausi-

bilidade, publicado na revista Physics Education [1].

Espero que a leitura seja agraddvel e que possa auxiliar o professor tanto no su-
porte tedrico quanto na pratica docente, através de exemplos de como trabalhar

certos conteidos da gravitacao universal em sala.



Capitulo 2
O problema de Kepler

A solucdo do problema de Kepler representa um dos grandes triunfos das leis
do movimento e da gravitacdo newtoniana (ver figura[2.1). O problema, no nosso

contexto, consiste em obter as trés leis de Kepler, a saber:

(i) Lei das orbitas: a 6rbita de um planeta em torno do Sol € uma elipse e o Sol

ocupa um dos focos desta elipse;

(i1) Lei das dreas: um segmento de reta que une o Sol ao planeta varre dreas

iguais em tempos iguais;

(iii)) Relacdo entre o periodo e o semi-eixo maior da elipse: para uma Orbita
eliptica, o quadrado do periodo 7' € proporcional ao cubo do comprimento

do semi-eixo maior a, isto é: T%« a;

Entretanto, para entendermos a solu¢do do problema de Kepler é necessario que,
primeiramente, facamos uma revisdo do conceito de forca central e das propri-
edades que a acompanham. No que segue, nossas referéncias principais sio as

referéncias [4-6]].
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Figura 2.1: A esquerda, Johannes Kepler (1571-1630): Astrénomo e matematico
alemdo. Dedicou-se ao estudo do movimento dos planetas. Seu questionamento
sobre o centro das Orbitas planetarias o levou, apds anos de trabalho duro, a corri-
gir a teoria de Copérnico, afirmando que as Orbitas planetdrias ndo sdo circulares,
mas sim elipticas. Mais tarde veio a melhorar seu modelo, obtendo a 1* de suas
trés leis. Kepler publicou as duas primeiras leis no livro Astronomia Nova (1609)
e, em meados de 1618, quase 10 anos depois, apOs varias tentativas, conseguiu
obter a 3% lei, publicando-a no prefacio de seu livio Harmonices Mundi (1619) ;
A direita, Sir Isaac Newton (1643—1727): Fisico, astronomo, matematico e alqui-
mista inglés. Apds se formar em bacharel de humanidades pela universidade de
Cambridge no ano de 1665, refugiou-se na casa de sua mae, onde havia nascido,
em Woolsthorpe, devido a peste negra. Durante seu isolamento, nos anos de 1665
e 1666, fez varias descobertas incriveis, tanto no campo da matematica quanto
da fisica. Entre essas descobertas provou que as Orbitas dos planetas sdo elipticas
porque sofrem a acdo de uma forga central inversamente proporcional ao quadrado
de suas respectivas distancias ao Sol. No final de 1684, anos mais tarde, publicou
essa sua descoberta a cerca da gravitacdo. Um pouco depois, em 1687, publicou o
Principia, uma das obras mais importantes j4 feitas pelo homem. Posteriormente
Newton publicou duas novas edi¢des, com algumas corre¢des. Publicou diversos
outros trabalhos, como, por exemplo, o Opticks, um tratado de 6ptica geométrica.
Foi presidente da casa da moeda, presidente da Royal Society e recebeu o titulo
do cavaleiro sir pela rainha Anne ( [2,3]]). Figuras wikipédia.
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2.1 Forca central

Defini¢do: Um campo de forga, i.e.: uma fun¢do vetorial do vetor posicao r, em
relagdo a um ponto fixo O, denominado centro de forca (ver figura [2.2), ¢ dito
central se for escrita sob a forma

F=F(r)r, (2.1)
onder =|r|ef =r/r.
Exemplos:

(a) um exemplo de forca central € o associado ao oscilador harmdnico isotrépico

para o qual a lei de forca se escreve:

F(r) = —rrt, (2.2)
sendo x uma constante positiva;

(b) outro exemplo é dado pela lei da gravitagdo universal, para a qual

Gmimy

F(r) = — T (2.3)

7’2
sendo GG a constante da gravitagdo universal e m; e ms, as massas dos corpos

no espago que sofrem atracdo gravitacional mutua.
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Figura 2.2: Um exemplo de for¢a central € o caso Terra - Lua. Nesse caso, pode-
mos considerar o centro do for¢a do sistema na Terra, de massa m;, em repouso,
e a Lua, de massa ms, orbitando ao redor da Terra sob acdo de uma forga central -
gravitacional - que depende do inverso do quadrado da distancia. Newton desco-
briu que, um corpo submetido a esse tipo de forca F a;—% T possui uma trajetdria
eliptica, sob a condic¢do de sua velocidade orbital ser menor que a velocidade de
escape. Em se tratando do sistema Terra - Lua, a excentricidade da elipse € tio
pequena que podemos dizer que a Orbita € aproximadamente circular. O mesmo
vale para as 6rbitas dos planetas ao redor do Sol. A que apresenta maior excentri-
cidade (da ordem de 0.2) € a de Mercurio, que serd nosso objeto de estudo mais
adiante.

2.1.1 Duas propriedades importantes de um campo de forca

central

Um campo de forgas central apresenta simetria esférica e pelo menos duas propri-

edades muito importantes. Vejamos cada uma delas em detalhe.

1. O momento angular é uma constante de movimento

O momento angular L de uma particula de massa m, em relagdo a um ponto O,

¢ definido por:
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L=rxp, (2.4)

onde r é o vetor posi¢do da particula em relagdo ao ponto O e p = mdr/dt é
o seu momento linear. A evolu¢do temporal do momento angular € dada pela

expressao abaixo:

dL  dr dp

—_—=— —. 2.5
it dat P 2.5)
Como dr/dt e p sdo colineares, o primeiro termo do lado direito desta equaco

¢ nulo, logo:

dL dp
2 = 2.
a7 ar 2.6
Fazendo uso da 2?2 lei de Newton,
dL
E =T X F(I‘) (27)

O produto vetorial r X F(r) é o torque em relagdo ao ponto O. Se a forca for

central, teremos

— =rx F(r)t =0, (2.8)

ou seja, L ¢ uma contante de movimento em relag¢@o ao ponto O. Este resultado
serd muito importante na discussdo do problema de Kepler. Uma consequéncia
¢ que o movimento de uma particula submetida a acdo de um forca central se

d4 sobre um plano invariavel.

Como o movimento se dd no plano, convém utilizar coordenadas plano-polares:

r=rrt; (2.9)

v=i=7f+1r00; (2.10)
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a—=t-= (f—m'?) £+ (ré+2f9) 0. 2.11)

Considerando a atuacdo exclusiva de forca central e fazendo uso da 2% lei de

Newton, teremos que:

F = F(r)# = m(i — r6?)t, (2.12)

e, substituindo a equacdo (2.10) na equagdo (2.4)), podemos reescrever o mo-

mento linear sob a seguinte forma:

L=rx (mjﬁ) = mrf x (it + r00) = mr*0# x 6. (2.13)

A

Como 7 x 68 = 2, o vetor momento angular pode ser definido como:

L = mr?63. (2.14)

Portanto a componente do momento angular ortogonal ao plano da 6rbita de

uma particula sob acdo de uma forga central pode ser definida como:

L = mr?0. (2.15)

Essa componente, assim como o momento angular, € uma constante de movi-

mento.

Uma forca central é conservativa

Uma forca € dita conservativa quando o trabalho W realizado por ela de um
ponto A até um ponto B qualquer é o mesmo, independentemente do caminho.
Ou seja, depende apenas do ponto de partida e do ponto de chegada. Podemos
dizer também, através do mesmo argumento, que uma forca € conservativa

quando o trabalhado realizado por ela ao longo de uma curva fechada € nulo.

Agora que sabemos a definicdo de for¢a conservativa, verificaremos se uma

forga central se encaixa nessa classificacao:

10
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B
Wap = / F(r)t - ds, (2.16)
A
onde ds € o vetor deslocamento infinitesimal da particula.

O produto escalar T - ds que aparece na equagdo anterior equivale a variacao

infinitesimal dr do médulo do raio vetor r entre os pontos A e B, ou seja:

#.ds = dr. (2.17)

Entdo, voltando a (2.16), teremos que:

Wip = /AB F(r)t-ds = /TB F(r)dr, (2.18)

A
onde r4 € a distancia entre o centro de for¢ca O e a posicdo inicial da parti-
cula A ry = |OA| e rp é a distincia entre O e a posicéo final da particula
B rp = |OBJ|. Assim, podemos concluir que o trabalho realizado por uma
forca central independe do caminho. Entdo toda forca central é conservativa.
Essa propriedade nos diz que a energia mecanica E € mais uma constante de

movimento.

Outro ponto importante € que calcular o trabalho que uma forca conservativa
realiza ao deslocar uma particula de um ponto a outro é 0 mesmo que medir

sua diferenca de energia potencial U entre esses pontos:

Ur—Up=Wip = / " F(r)dr. (2.19)
TA
A consequéncia da relagio acima é que, conhecendo F'(7), podemos calcular

o trabalho dessa forga e assim, a variacao da energia potencial de A até B.

Para o caso de a forca central ser uma forca gravitacional, teremos que:

r d / G G
U(’I“) - U(TO) = +Gm1m2 / % —_ _ Mo + mlmQ’

rog T r To

(2.20)

onde 7y € uma distancia radial a origem de referéncia. Aqui temos que lembrar
que o a (2.19) € capaz de informar ¢ a diferenca de energia potencial AU. Para

obtermos a energia potencial em um ponto r qualquer, U(r), temos que definir

11
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arbitariamente a energia no ponto 7. Nesse caso, o mais comum € escolher o
ponto de referéncia no infinito e tomar a energia potencial nesse ponto como
nula, uma vez que a forca gravitacional depende do inverso do quadrado da
distancia, ou seja, conforme a distancia tende ao infinito, a interagdo gravitaci-
onal tende a zero. Portanto, fazendo ry — oo e escolhendo U(ry — oo0) = 0,

temos:

Gm1 mo

U(r) = (221)

r
Esta expressao representa a energia potencial gravitacional de um sistema de

duas massas puntiformes.

Tomaremos, como exemplo, um objeto de massa m se afastando da superficie
terrestre. Pela (2.21)), podemos ver que, a medida que o objeto se afasta da
Terra, sua energia potencial vai aumentando, conforme mostra a figura[2.3] O
mesmo acontece quando o objeto aumenta sua altura em regides proximas a
superficie. A diferenca entre as duas situagdes € que, no 1° caso, a aceleracdo
da gravidade varia com a distancia, enquanto no 2° caso, a variagao € desprezi-
vel. Até mesmo para objetos abandonados de grandes alturas, como as de voos
comerciais, da ordem de 10km, superiores ao Monte Everest (~ 8km), pode-
mos considerar que gravidade € igual 4 do nivel do mar, uma vez que o raio da
Terra (considerando-a aproximadamente esférica) € de aproximadamente 6370

km. A tabela|2.1|mostra a energia potencial nos dois casos:

12
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————

Figura 2.3: Energia potencial gravitacional em fun¢do de r. A curva comega em
r = R, onde R ¢ o raio da Terra porque a equacdo (2.3) ¢ valida apenas para
regides externas as massas, ou seja, nesse caso, funciona somente para regiao
externa ao planeta Terra.

Objeto préximo a superficie Objeto afastado da superficie terrestre \

GM6m

r

U(h) =mgh ;hg =0eU(hy) =0 | U(r) = ;10 — 00elU(rg) =0

Tabela 2.1: Energia potencial de objetos proximos e afastados da superficie ter-
restre.

Agora vamos supor que o objeto afastado sofra um deslocamento infinitesi-
mal h, conforme mostra a figura Expandindo o potencial no ponto R+ h,
teremos que:

UR+h)=U(R)+U(R)h+ ;U”(R)hz + ... (2.22)

Eliminando os termos de ordem igual ou superiores a 2, teremos que:

M
U(R+h) — U(R) ~ GRQm

h, (2.23)

onde

> — corresponde a acelera¢@o da gravidade g. Logo:
’

U(R+ h) —U(R) = mgh. (2.24)

13
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O resultado acima nos mostra que, para pequenos deslocamentos (h << R),
a gravidade se mantém constante, e a variacdo de energia potencia € dada porl
mgh € a mesma que para casos de variacdes de alturas préximas a superficie

terrestre.

Figura 2.4: Para pequenas variagdes de r, tais que h << R, a energia potencial
varia linearmente com h.

2.1.2 A Segunda Lei de Kepler: a lei das areas

Uma das consequéncias importantes da simetria esférica da forca central e da con-
sequente caracterizacdo do momento angular como uma constante de movimento
em relacdo ao centro de forca € a obtencdo da segunda lei de Kepler ou lei das

areas.

Figura 2.5: A figura representa a drea percorrida pelo raio vetor - que liga o centro
de forca a particula - durante seu deslocamento infinitesimal de P até Q.

14
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A partir da figura[2.5] podemos escrever que:

A= ;r(r + Ar)send. (2.25)

Considerando que o deslocamento da particula de P até Q € muito pequeno, § <<

1, ou ainda, send ~ 6. Entdo:

1 A A
A= =12 <1 + T) 2o (2.26)

2 T T

Logo:

1
A= 5#9. (2.27)
Dividindo por At e tomando o limite At — 0, obtemos

C;f = ;72 Zf. (2.28)

Fazendo uso do momento angular como constante de movimento para rescrever
r?df/dt = L/m, segue que

Ci;;l = an = constante. (2.29)

Portanto, como estamos tratando com uma forga central que, por sua vez, implica

a constancia do momento angular, a velocidade areolar — de um planeta € uma

constante de movimento. Como a lei da Gravitacao Universal € uma forga central,

concluimos que ela satisfaz a segunda lei de Kepler.

2.1.3 A energia potencial efetiva

Conforme vimos anteriormente, for¢as centrais sao conservativas € uma con-
sequéncia € que corpos sujeitos a atuagdo exclusiva de forcas desse tipo € que suas
energias mecanicas E sdo constantes. No caso de corpos submetidos a acao de for-
cas centrais, ndo somente E, mas o momento angular L e,consequentemente, sua
componente ortogonal ao plano da trajetéria L = mr26 sdo também constantes
de movimento. A préxima etapa serd relacionar E e L, a fim de obtermos r em

funcdo de 0. A comegar, seguiremos com a defini¢do de energia mecanica:

15
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"2

E= m; +U(r), (2.30)
onde o termo m;z € a energia cinética 7'. Fazendo uso da equagao (2.10), podemos
obter i%:

i2 =i & = (it + 700) - (it + r69), (2.31)
=
i? = 7% + r20°. (2.32)

Substituindo esse resultado na equagao (2.30), reescreveremos a energia mecanica

sob a forma:
_m . 22
E= 2(7“ +r°0%) + U(r), (2.33)
ou ainda:
mir-2 L?
F=—4+—- 14U 2.34
>t o TUO): 2.34)

relacionando, assim, as constantes E e L.
A conservagdo do momento angular reduz o problema dinamico a um problema

unidimensional para uma particula com uma energia potencial efetiva U, ydefinida

por:
L2
Uet(r) = U(r) + 5. (2.35)
e, consequentemente, a forca efetiva F. s que atua sobre a particula é:
au, L? ou
Fop(r) = -8 = = - 2 2.36
ef<r) 87" mr3 ar ) ( )
=
L2
Efctiva = F(T) + 73 (2.37)
mr

Esta equacgdo € idéntica a uma equag¢do de movimento unidimensional de uma

particula sujeita a atuagdo de uma for¢a F'(r) + L?/mr?. Para L # 0, o termo,
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L?/mr3 é o termo "centrifugo"da equacdo. Essa forca tende a afastar a particula
do centro. Por esse motivo o potencial associado a essa forca é chamado de bar-
reira centrifuga, como mostra a figura[2.6] Somente para L = 0 esta barreira é

inexistente.

Figura 2.6: A curva superior indica a barreira centrifuga, ja a energia potencial
gravitacional estd relacionada com a curva inferior. A combinag¢do das duas curvas
estd em vermelho e representa a energia potencial efetiva.

2.1.4 Obtendo r em funcao de 0 a partir das constantes de mo-

vimento £ e L

Da equagio (2.34), segue que:

dr\? 2 L?
() = (7 g -v00). 239
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mas, como
dr _drds
dt — dodt’
e
ﬁ L
dt — mr?’
temos p J I
r r
5= o) (259)
logo:
dr  dr (mr?

Substituindo a equagdo (2.38) na equagdo acima e, elevando cada lado ao qua-
drado, obteremos:

ar\> 2 L? mr?\ >
<d9> —m(E ‘2mrz‘U<”> (L) 7 241
ou ainda:
1 (dr\®> 2mE 1 2mU(r)
— (=) = B Ay 2.42
w() =T s 2

Esta serd a nossa equacdo-mestre a partir da qual obteremos a primeira lei de
Kepler.

2.1.5 A orbita de um planeta em torno do Sol

Consideremos agora a interacao gravitacional entre o Sol e um planeta de massa
m. De acordo com a lei da gravitagdo universal, a interacdo gravitacional entre os
dois € descrita por:
GMpm
F(r)= ——27 (2.43)

r2

onde G ~ 6,67 - 107''N m*/kg® é a constante de gravitagdo universal, My, ~
2 - 103" kg é a massa do Sol, m é a massa do planeta (para a Terra, por exemplo,

m =~ 6-10** kg ) e r é a distAncia entre o Sol e o planeta.

18
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A tabela@ mostra, entre outras coisas, a massa dos planetas em unidades
de massa solar. Em todos os casos vemos que a massa dos planetas € muito menor
do que a a massa do Sol. O planeta com maior massa, Jupiter, possui aproxima-
damente 1/1000 da massa do Sol. Portanto, € razodvel supor que os planetas estao
orbitando em torno de um Sol fixo. Como veremos mais tarde, a rigor deveriamos

considerar a massa reduzida do sistema definida por
. M It m
r= M{} +m’
Mas como My > m, segue que 1 ~ m. Retornando a equagdo (2.21)), a energia

potencial associada a forca gravitacional entre o Sol e um planeta qualquer do

sistema solar, de massa m, €:

GM;:}m

r

Ur) = (2.44)

Substituindo o potencial gravitacional na equacdo (2.91) e, definindo, por conve-

niéncia, o« = GM{:%m, obtemos

(2.45)

& Iz Rt TE

rd

1 <d7’>2 B 2mE 1 2mao

Observando que:

planeta  excentricidade (¢) massa (x1076 Mygy)  simbolo astrol6gico

Merciurio 0,206 0,17 o
Vénus 0,007 2,08 Q
Terra 0,017 3,00 o)
Marte 0,093 0,32 ot
Jupiter 0,048 954,79 %4
Saturno 0,056 285,89 h
Urano 0,049 43,66 )
Netuno 0,009 51,51 bt

Tabela 2.2: Excentricidade e massa dos planetas em unidades da massa do Sol
Mg (7]
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d(i/r)  1ldr
4 r2dg

du 2 1 /(dr 2
(de) :M(de) ‘ 240

Voltando a equagdo (2.45)) e fazendo uso da substitui¢do u = 1/r definida acima,

podemos concluir que:

(2.46)

e definindo u = 1/r, temos:

du\ 5 2mE  2mua
— | == ) 2.48
(d@) YT T (2:48)
Completando quadrado, obtemos:
du\’ ma\? 2mE ma\ 2
(cl9> ——(u— LQ) + 2 +<L2). (2.49)
Definindo
mao mao 2BL12\"?
F=u——5 e B:L2 <1+ma2> ; (2.50)
chegamos a equacao abaixo:
dz\’ 9
— | =-2"+B 2.51
(d@) z* 4 B, (2.51)
cuja solugdo é:
z = Bcos(d — 0y) + B. (2.52)
Como
_1_ma
Ty
segue que
1 ma mao
;ZF—FZ:F—FBCOS(H—HU), (253)
ou ainda
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1 moa  mo 2FL? 1/2
; = F + ? ( Mo ) COS(@ — 00), (254)
onde
2EL2\"?
€= (1 + " ) (2.55)

¢ a excentricidade da 6rbita. Substituindo ¢, obteremos a equacgado da 6rbita de um
planeta de massa m orbitando ao redor do Sol fixo

I ma
r L2

Por conveniéncia escolhemos ¢, = 0 e escrevemos

[1 4 ecos(f — 6p)]. (2.56)

LQ
r0) = ma(l + ecosf)’ 257)

A escolha y = 7 é também frequentemente utilizada na literatura. A posi¢ao
inicial do planeta em nada altera a nossa discussdo fisica do problema. Neste
caso, cos(f + m) = — cos 6 e a equag@o da Orbita se escreve

LQ

r) = ma(l — ecosf)’ (2.58)

Figura 2.7: Orbita de um planeta ao redor do Sol é uma curva eliptica.
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As equagdes (2.57) ou (2.58) descrevem mais do que a 6rbita de um planeta em
torno do Sol. Elas descrevem uma classe de curvas que recebem o nome de co-
nicas. As cdnicas sdo caracterizadas pelo valor da excentricidade e dividem-se
em quadro familias distintas: elipses, circulos (que sdo casos limites de elipses),
pardbolas e hipérboles. Para comprovar isto convém passar para coordenadas

cartesianas.

2.1.6 As conicas em coordenadas cartesianas

Consideremos a equacdo (2.57) e por conveniéncia introduzamos a definicao

L2
k=—, (2.59)
mao
ou seja:
1 1
— = —(1+4€cos¥), (2.60)

r k

Sy

Figura 2.8: A elipse em coordenadas cartesianas

Introduzindo um sistema de coordenadas cartesianas com origem em um dos focos
da elipse, veja a figura (2.8), vemos que cosf = x/r. Substituindo essa relacdo
na (2.60) e lembrando que r? = 22 + 32, obteremos que:
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22+ = k? — 2eka + €22”. (2.61)
A equacdo (2.61), como veremos a seguir, representa as cOnicas em coordena-
das cartesianas e a partir dela podemos analisar separadamente os quatro casos
mencionados anteriormente.

O circuloe =0

Neste caso, a equacdo (2.61) nos da:

22+t = k2 (2.62)

que descreve um circulo de raio igual a ry = L?/ma. Da equagio (2.55)) vemos

que a energia da Orbita circular pode ser rescrita na forma

GM
mo _ um

E=— ST = . (2.63)
0
Aelipse ) < e <1
Reorganizando a equag@o (2.61)), teremos que:
221 — %) 4 2ekx + y* = k2. (2.64)
k
Fazendo b = o e dividindo a (2.64) por k2, obtemos:
2 2er y?
Completando quadrado, temos:
b\ 1 2 1
€ Y €
| 2 +L =1 = . 2.66
(x—i— (1_62)> b+k2 +1—€2 1 — ¢ (2.66)
b

Multiplicando a equagio acima por 1—¢? e realizando a substitui¢do a =

vV1—¢€2

1 poderemos chegar a equacgdo da 6Orbita eliptica:
—€
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+2 =1, (2.67)

onde

= = —. 2.
- ST ia (269

Esta expressdo nos mostra que o centro geométrico da elipse localiza-se no ponto

ke
(-r550).

Um dos focos da elipse F} localiza-se na origem, (0,0), no nosso caso € onde
)

posicionamos o Sol. A distancia focal, isto €, a distancia entre o centro geométrico

da elipse e a origem € dada pmﬂ

b2
c=va - =a\l-— =ae
a
O outro foco localiza-se no ponto
Fy = (—2¢,0) = (—2a¢, 0).

A equacdo (2.55) pode ser rescrita na forma

2EL*

ma?2

e+ 1)(e—1) = (2.69)

Como 0 < € < 1, vemos que a energia de uma 6rbita eliptica deve ser negativa,
E=—|E|<O.

A parabola e = 1

Agora a equacdo (2.61) nos da:

y* = —2k (:c — ];) . (2.70)

"Para maiores detalhes sobre propriedades geométricas da elipse, o leitor pode consultar o
apéndice A elipse.

24



Capitulo 2. O problema de Kepler

Como ¢ = 1, a equagdo (2.53) ou a (2.69) nos informa que E' = 0 para uma 6rbita

parabdlica.

A hipérbole ¢ > 1

xr—ea)? 2
( - ) -5 =1 @.71)
onde:
k k
- b= ——— . 2.72
a=—5—7 ¢ = (2.72)

Neste caso, a equagéo (2.69) nos diz que E > 0.

A figura[2.9|mostra exemplos das possiveis cOnicas vistas anteriormente:

Hipérbole

T

Hipérbole =

| Circulo
Elipse

+
-2.4

Centro de forca

Parabola

Figura 2.9: As conicas.
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2.1.7 A energia de uma orbita eliptica

A maior aproximacdo do planeta ao centro de forca r,,,, ¢ chamada de pericentro.
Como no nosso caso o Sol se encontra no centro de forga, essa distincia minima
€ chamada periélio. O maior afastamento radial, r,,, € chamado apocentro, no

caso do Sol: afélio.

Para uma 6rbita eliptica, por meio da equacdo (2.57)), podemos calcular facilmente

o pericentro e o apocentro. Os resultados sdo

L2
Tml’n - 9 (2.73)
ma(l +€)
pois, quando r =1, 0 =0, e
L2
Toge = ———————. (2.74)
ma(l —€)

pois, quando 7 = 7, § = 7. Observe que, para e = 0, 7'y = Tmee = L /ma, isto é
quando excentricidade é nula, a trajetéria é circular, com raio igual arg = L?/ma.
Para trajetoria eliptica, 0 < e < 1. Da (2.69), temos que:

B 2FL*

e —1 , (2.75)
mao

e com auxilio da (2.68) e da (2.59)), podemos ver que:

kL 2EL

- = 5= , (2.76)
a amao mao
ou seja, a energia mecanica de um sistema planeta — Sol é:
GM.
_ _im' (2.77)
2a 2a

Este resultado mostra-nos que podemos ter uma familia de Orbitas elipticas com
a mesma energia mecanica, basta para isso que elas possuam o mesmo semi-eixo
maior a, mas diferentes semi-eixos menores b, logo, com diferentes excentricida-
des, veja a figura[2.10]. Esta figura representa trés elipses e um circulo de mesma
energia, porém diferentes excentricidades. O semi-eixo maior vale ¢ = 2 unida-
des de comprimento e a equacao , depois de substituirmos & por 2 (1 — €?)

26



Capitulo 2. O problema de Kepler

e bpor 2+/1 — €2, pode ser expressa em termos de € como

(:1:—1—26)2 N y?
4 11— &)

As curvas da figura [2.10] sdo obtidas escolhendo ¢ = 0;0,25;0,50;0,75. O foco

na origem F' = (0,0) permanece na origem, mas o outro foco move-se para a

=1. (2.78)

esquerda, pois F’' = (—4¢,0). Convém lembrar que como F ndo muda, a forma

das elipses varia porque ¢ depende do valor do momento angular L.

Esta degenerescéncia estd relacionada com uma simetria escondida do pro-
blema de Kepler que por sua vez estd associada como veremos mais adiante com

uma constante de movimento adicional: o vefor de Laplace-Runge-Lenz.

Figura 2.10: Todas as orbitas elipticas com mesmo semi-eixo maior t€m a mesma
energia, porém enquanto o foco na origem permanece fixo, o segundo foco, a es-
querda, desloca-se para a direita, diminuindo sua excentricidade. No caso limite,
o circulo, os focos concidem na origem.

Finalmente, observe que o moédulo da velocidade do planeta em qualquer
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ponto da 6rbita eliptica pode ser obtido da equagao

mu? GM{:;m_ GMﬁm
2 r a 2a

(2.79)

onde v = [|v]|.
A tabela mostra, resumidamente, as caracteristicas de cada c6nica: excen-
tricidade, equagédo e energia. O gréfico [2.1.7] € um complemento dessa tabela,

apresentando a relacdo entre niveis de energia e orbita.

orbita  excentricidade equacgao energia
GMpym
circulo e=0 22 4+ y? = k? E:—%<O
GMpm
elipe  0<e<1 o b po T
a= 17’662
b= 11162
pardbola e=1 y? = —2k (z— %) E=0
hipérbole e>1 (el ¥ —1 E>0
a = 52:—1
b= e2—1
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I}::fcm'n (T)

E>0

Figura 2.11: As linhas horizontais representam os niveis de energia. Perceba
que, para &2 < 0, as Orbitas sdo limitadas. A linha mais abaixo representa uma
trajetoria circular, uma vez que r = 1, = constante. J4 a linha imediatamente
superior representa uma trajetdria eliptica, uma vez que hé dois pontos de retorno,
pontos que a linha corta o grafico. O ponto mais préximo a origem € o periélio e,
o mais afastado, o afélio. Para E >]slant0, as érbitas ndo sdo limitadas.

2.1.8 A terceira lei de Kepler

Para completar a solu¢do do problema de Kepler vejamos agora como obter a
terceira lei que relaciona o periodo com o comprimento do semi-eixo maior. Da
lei das dreas segue que
A= E, (2.80)
2m
onde 7' € o periodo de um planeta que descreve uma Orbita eliptica em torno do

Sol. Por outro lado, a drea de uma elipse é dada por

A =mab = ma®> V1 — €. (2.81)
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Elevando ao quadrado cada uma destas equacdes e igualando os resultados obte-

mos o
2t = ——— 2.82
T e (1—¢€?) (282)
Lembrando que k = L?/m a, e que a = k/(1 — €%), escrevemos
2.3 aT2 . G]\/[g:}T2 (2 83)
ma = = :
ou ainda
T2 472
i 2.84

que € a Terceira Lei de Kepler.

Um modo simples de escrever a equagio (2.84) ¢ primeiro aplicd-la a Terra:

T3 A2
- T (2.85)
e depois escrever:
T2 T%
=== (2.86)
5

Escrevendo o T" = pTy e a = qag, onde p e ¢ sdo nimeros reais nao nulos e

positivos, segue que

2
Pt (2.87)

q
A tabela [2.3 mostra a aplicacdo da equagdo (2.87) aos oito planetas do Sistema

Solar.

Com este resultado completamos a solu¢cdo do problema de Kepler, isto €,

mostramos que as trés leis decorrem da Lei da Gravitacdo Universal.
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Planeta  Semi-eixo maior (em U.A.) Periodo (anos terrestres) p?/¢>

Mercurio 0,387 0,241 1,002
Vénus 0,723 0,615 1,001
Terra 1,000 1,000 1,000
Marte 1,524 1,881 1,000
Japiter 5,204 11,862 0,998
Saturno 9,582 29,457 0,986
Urano 19,201 84,011 0,997
Netuno 30,047 164,79 1,001

Tabela 2.3: A Terceira Lei de Kepler e o Sistema Solar [§] .

2.1.9 O oscilador harmonico isotrépico

Anteriormente estudamos a equacdo da orbita em fun¢do das constantes de mo-
vimento £ e L, para obter a 6rbita de um planeta ao redor do Sol. Como ficou
demonstrado, a orbita do planeta é uma elipse e o Sol ocupa um dos focos (Pri-
meira Lei de Kepler). H4 outra possibilidade de obtermos orbitas elipticas, ou
melhor, hé outra lei de forca central que também leva a uma 6rbita eliptica: a lei

de Hooke particularizada para um oscilador harmonico isotrépico [2].

F(r)=—kr=—rrt ; k>0, (2.88)

onde ~ € a constante eldstica da mola e r, a distancia radial da origem do centro
de forcas. Como se trata de uma forca central, logo, conservativa, sabemos que
podemos associar a esta for¢ca uma energia potencial U (r) que, no caso, serd dada
por:
L s
Ur) = 5 R (2.89)
Sendo assim, voltando a equagdo (2.91)), o movimento de uma particula sob agdo

de uma forga central para o problema do oscilador harmdnico isotrépico sera de-

terminado pela equagdo abaixo:

1 (dr>2 _ omE 1 mm“Q' (2.90)

r \ d z 2 L2
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Definindo u = 1/72, temos

du_dudr __2dr_ dr_ rdu o)
d9  drdf  r3db 9 2do’ '

Substituindo a (2.91) em (2.90), usando a relagdo u = 1/r* e completando qua-

drado, segue que:

1du 2 mEN?  mk mE\?
<2d9> = (v-") - () (252)

De modo anélogo a solucao do problema de Kepler definimos

mE
FTUT T
€ eSCrevemos ) )
ldz 5 (mE kL?
(5) ==+ () (1-oim) 259
Portanto,
dz 9 9
0 = —42° 4+ 4B~, (2.94)
onde:
mkE kL2

Também como antes podemos inferir que a solugdo é dada por
2(0) = Bcos[2(0 — 0y)] + B. (2.96)

Como definimos, anteriormente, z = © — mFE/ L?, vemos que:

u(0) = B eos[2(0 — 6))] + ”Z;E (2.97)
ou ainda, 5 5
u(f) = %fcos 200 — 60)] + % (2.98)
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onde, nesse caso:

kL2
£ = (1 - mE2>. (2.99)

Observe que ao contrario do problema de Kepler, £ ndo é a excentricidade da

6rbita. Rescrevendo a equagdo acima, teremos a equagdo da 6rbita 7(6):

1 mkE

5= ?(1+§COS[2(9—90)]). (2.100)
Escolhendo 6, = 0,
1 mE
5= Iz (14 &cos 26). (2.101)
Definindo: B
m
¢ = ?7

e usando a relagdo

2 2

x Yy

cos 20 = cosf? —senf? = — — L
2 2

)

podemos rescrever a equagdo (2.101)) em coordenadas cartesianas:

1 1 x? 2
7~2:¢<1+i~2_iy2>’ (2.102)
logo:
Lo o9, o 2 2
E(w +y' &t = Ly) =1
ou ainda .
@[(1 +Oa% + (1 -9y’ = 1.
Rearranjando,
ZE2 y2
) + = 1. (2.103)

Podemos ver que a equagdo acima descreve uma trajetdria eliptica, centrada na

*Mais a frente, na ﬁgura e no texto que a antecede, o leitor poderd ver a consequéncia de,
no caso do O.H.I. r depender de cos(20) e, em Kepler, depender de cos(f).
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origem, cujos semi-eixos sdo dados por:

_ Y _

conforme mostra a figura[2.12]

b= |||'II 1 3

Figura 2.12: Orbita eliptica para um oscilador harmdnico isotrépico. Centro de
for¢ca C.F. na origem.

Anteriormente afirmamos que £ ndo € a excentricidade da 6rbita. Vejamos qual é
a relacdo entre a excentricidade e as constantes de movimento £ e L, para o caso
do oscilador harmonico isotropico.

A medida da excentricidade de uma elipse é dada pela razao entre a distancia focal
¢ € 0 semi-eixo maior b. Por meio das equagdes e (2.104)), concluimos que
¢ > 0. Para ¢ = 0, teremos uma 6rbita circular e, para & > 0, eliptica. Recorrendo
ao apéndice A elipse, podemos ver que a excentricidade e da conica é dada por:

e =

—J1-L (2.105)

O
S
™o

Substituindo a (2.104) na equagio da excentricidade acima, obteremos e em fun-
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cdode &:

(1-¢)
(1+¢)’

[ 2¢ / kL2
1+ com & = ey (2.107)

Como e é um nimero real, a equagao ( implica a condicdo

(2.106)

ou ainda:

L2
~ <L (2.108)

A igualdade significa que £ = 0 e, consequentemente, que e = 0, isto é, a Or-
bita € um circulo de raio ro = a = b igual a /mFE/L?, conforme observamos
anteriormente, através das relagdes encontradas na[2.68| Por outro lado, se

kL2
mE? <5

(2.109)

segue que 0 < e < 1, isto €, a Orbita é uma elipse. Embora 6rbitas abertas como
a pardbola e a hipérbole nao sejam admissiveis, ha a possibilidade de um terceiro
tipo de orbita, um segmento de reta que passe pela origem. Isto acontecerd se
o momento angular L for nulo. O mesmo ocorre no problema de Kepler. Neste
caso £ = e = 1. Lembre-se de que uma excentricidade igual a unidade, no caso
da Gravitacdo Universal, implica uma 6rbita parabdlica. Nao é o caso quando o

potencial é quadratico em 7.

2.1.10 Outros métodos de calculo da equacao da orbita

Anteriormente estudamos um método de solugdo da equagdo da érbita r(6) de
uma particula sob acdo de uma forca central. Usando as equacdes de movimento
em coordenadas polares, obtivemos a equagdo da energia meca nica do sistema
que, por sua vez, originou a (2.38). Eliminando o tempo e, com um pouco
de esfor¢co matematico, obtivemos a equac¢do mestre (2.91). Subsituindo o po-

tencial U (r) associado a forca central escolhida, conseguimos obter a equagéo da
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orbita.

Utilizamos esse método para descobrir a equagdo da trajetoria em dois exemplos
de forcas centrais: forca gravitacional (problema de Kepler) e forga eldstica (os-
cilador harmonico isotrépico).

Nessa sess@o nos dedicaremos a demonstrar dois outros métodos de cédlculo da

equacgdo da orbita: Binet e Laplace-Runge-Lenz.

e Equacio de Binet

Conforme discutido acima, podemos também achar as equagdes de movi-
mento através de outra andlise matematica. Comegaremos com a equagao
. Substituindo § em fun¢do da constante L na 2? lei de Newton (2.12)),
poderemos eliminar o tempo, a fim de obtermos r(6):

ot) = —. (2.110)

E, subsequentemente, teremos 7 € 7*:

dr_drd@_ L dr

P T Al it dd @111
e
dr d L dr df d L dr

f==—=————=—— [ —— . 2.112

Tt T dtmrtde  dt do (mr2 d9> (2.112)
Substituindo (2.T10) na equagdo acima, temos que:

) L d L dr

onde

d L dr d L\ dr L d*

Sy R e R 2.114

db <m7’2 d0> df (mr2) db * mr? df?’ ( )
sendo

36



Capitulo 2. O problema de Kepler

d<1;)_d<L>dV{41;W
dd \mr2) dr \mr2) dd " mr3do’

Entao:

s L (_2Ldrdr L &r
 omr2 mr3dfddd  mr?2dh?)’

ou ainda:

L &r 212 [dr\®
T — T 5 1 5 . .
m2r4df?  m2r5 \ df

(2.115)

(2.116)

2.117)

Agora que obtivemos 7 e 7, substituindo (2.10) e (2.11]) na equacdo de mo-

vimento radial (2.12), temos que:
L? & 2L* (dr\® L2
P P LA
mrtdf?  mrd \ db
. . ~ . mr4 .
Multiplicando a equagdo acima por T segue que:

mr3’

ez r

7 =r+—F(r),

2r o 2 (dr\’ mr?
12

e, definindo u = 1:

dr B du dr 1 du

do  dfdu  u2df

e
fr_d a1y 1
a2 do wu2df’  df \u2 u? de?’
sendo:
d<1)__2w
do \u? ud do’
logo:
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2 2 2 1 2
d=r (du) d“u (2.123)

ez~ w3 \do) w2 de*

Substituindo na equagao diferencial da trajetéria (2.119):

9 (du\> 1 d?u 2 1 du\? mr®
Tl e L ) 2.124
u3 <d9> u2df? r ( u? d@) rt L? (), ( )

ou melhor, como r = 1/u, obteremos, a partir da equagao acima:

2 (@ 1du 2 (dYT_ 1 m o
ud A db u? df? o) u  urL? ’

~ 1 d? 1
u m
S ou_Z F
udf?  u utrL? (),
~ 1 d?
U m
. F
u db? u3L? (1),
ou ainda:
u m F<1> (2.125)
— tu=— —. .
df? L2u? U

Essa € a equacdo de Binet. Essa equacdo de movimento pode ser muito
itil, visto que, conhecendo F em func¢do de r, F' = F'(r), podemos obter a

equagdo da 6rbita r(6). Por exemplo, para o caso de Kepler, teremos que:

d*u N mao

[ u _ —

dn? L?
Seguindo os passos realizados a partir da (2.50), podemos obter a equacao

da 6rbita (2.57).

¢ Uma nova constante de movimento: vetor Laplace-Runge-Lenz

= 0. (2.126)

Além de E e L, hé outra constante de movimento, o vetor de Laplace -Runge
- Lenz (LRL), representado por A, definido matematicamente através da

equagao abaixoﬂ

SEm um sistema com n graus de liberdade hd 2n constantes independentes a ele associada.

38



Capitulo 2. O problema de Kepler

A=pxL—-mat. (2.127)

A figura a seguir mostra o vetor LRL na 6rbita de um planeta ao redor do
Sol:

Figura 2.13: Vetor de Laplace - Runge - Lenz. A direcdo de A ¢ a mesma do
eixo de simetria da drbita e seu sentido dependerd do sentido do movimento da
particula. Nesse caso, por exemplo, A aponta para a direita, uma vez que a par-
ticula se movimenta no sentido trigonométrico, assim como fizemos nos métodos
anteriores. Se o movimento ocorresse o sentido horario, o vetor LRL apontaria
para a esquerda. Com isso, podemos dizer que o vetor LRL orienta a Orbita.

Antes de prosseguirmos com um método de cdlculo da 6rbita baseado nessa
nova constante de movimento, vamos verificar se, de fato, o vetor LRL €é

constante ao longo de toda a trajetéria do planeta. Para isso, comegaremos

substituindo (2.4) em (2.127):

A=px(rxp)—mat, (2.128)

Nesse problema, das 7 constantes ( E, Ly, Ly, L., Az, Ay e A.), note que apenas cinco sdo
independentes, devido a duas relagdes, a saber: (2.55) e L - A = 0.
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onde, usando propriedade de produto vetorial, temos que p X (r X p) =

r.(p.p) — p. (p.r). Entdo:

A = m*{r.(i.f) —i.(br)} —mat. (2.129)

Fazendo uso das equacdes de movimento (2.9) e (2.10), obteremos que:

A = m* {7 + r302)8 — (2% + 12700} — mat. (2.130)

Reorganizando a equagdo anterior, fazendo o« = GMm e derivando a res-

peito do tempo, teremos:

dA o[ d s o Ao an
g =" {dt((r 0% — GM)#) dt(r 760) ¢ (2.131)

onde:

jt((r?’é? — GM)#) = (3r*16” + 2r*00)¢ + (r°6° — GM)CZ (2.132)
e
d, o :a i giA goaa o -dO
a(r 700) = 2r7=00 + r*700 + 100 + r 7“9%. (2.133)
Sendo:
df A do A
— =00 — = —00.
dt 7

Substituindo as rela¢des anteriores na (2.131]), obteremos:

‘ZZ‘ — m2 {(3r2r9'2 +2r%00 + 107 + (30> — GMO — 2ri?0 — 1?70 — r27*é)é} :

(2.134)
Como se trata de uma forca central, retornando a (2.11)), temos que r +
270 = 0. Com isso, 2r°00 = —4r2%+62 e r270 = 2r726. Logo:
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dA . A
yr {r*0(r0* — ¥) — GM0}0. (2.135)
Retornado novamente a lb podemos ver que (7 — réQ)f representa a
aceleracdo de uma particula sujeita a acdo de uma forca central que, no caso

M
de Kepler, equivale a ———#. Entao:

r

dA

= (GMT — GMD)O = zero, (2.136)

ou seja, A é constante. Agora que podemos afirmar que o vetor LRL &, de
fato, uma constante de movimento, seguiremos com mais esse método de

célculo da equagdo da orbita.

Fazendo o produto escalar entre os vetores A e r obteremos:

A-r=Arcosf =L*—mar, (2.137)

sendo # o angulo entre os vetores A e r. Logo:

- L?/ma
1+ (A/ma)cosf

r(0) (2.138)

Essa é a equagdo da conica de excentricidade e = A/ma.

Note que, para § = 0, a distancia da particula ao centro de forca serd a

menor possivel (pericentro) e, para § = , serd a maior possivel (apocentro).
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P
r
0=m 0 6=0
0 =2
Figura 2.14: Trajetdria eliptica.
Assim, podemos reescrever o vetor LRL como:
A = (mae)ty, (2.139)

onde i, € um vetor unitdrio que aponta para o periapsis. Para orbitas elip-
ticas, podemos substituir (2.77) e (2.35) em (2.138) e, assim, teremos:

a(l—é?)
" 14ecosh’

7(0) (2.140)

Utilizando coordenadas cartesianas, como fizemos anteriormente, obtere-

mos a equagdo das conicas (2.61)).
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Precessao

3.1 Introducao

Se a interacdo entre o Sol e um planeta (ou mais rigorosamente: entre dois cor-
pos) obedecer a lei da gravitagdo universal, onde a forca depende do inverso do
quadrado da distancia, 6rbita do planeta serd uma elipse com o Sol ocupando um
dos seus focos. Essa afirmativa é vdlida porque a energia mecanica do sistema
planeta — Sol € negativa e, conforme vimos no capitulo anterior, quando £ < 0, a
orbita do planeta sera eliptica ou circular (de fato, a excentricidade das 6rbitas dos
planetas € pequena e, como veremos, podemos considera-las aproximadamente
circulares). As mesmas possibilidades de drbitas sd@o encontradas em interagdes
onde a forca central é diretamente proporcional a distancia ao centro de forca
(O.H.I), excluindo a hipétese de momento angular nulo (para L = 0, a trajetéria
¢ uma linha reta). Se a lei de for¢a ndo for proporcional ao inverso do quadrado ou
diretamente proporcional a distancia entre os dois corpos ndo podemos mais asse-
gurar que a Orbita seja fechada para quaisquer condi¢des iniciais. Este resultado
€ conhecido como Teorema de Bertrand e é um dos mais elegantes da mecanica

cléssicaﬂ As referéncias principais usadas para esse capitulo sdo [9-14].

No capitulo anterior, discutimos as duas leis de forca mencionadas acima supondo

que um planeta particular e o Sol fossem os tinicos corpos em interacdo, isto €,

'Mas adiante, com o auxilio da ﬁgura e do texto que a antecede, o leitor encontrard mais
detalhes sobre o teorema de Bertrand.
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como se o Sistema Solar fosse formado por apenas um planeta e o Sol. Sabemos
que isto ndo é verdade e que o Sistema Solar € um sistema de muitos corpos que
interagem entre si por meio da atragdo gravitacional. Em primeira aproximacao é
vélido considerar apenas a interacio planeta—Sol, mas se fizermos medidas mais
refinadas precisaremos refazer o nosso modelo. Considere por exemplo, um pla-
neta como Mercurio, um planeta-chave para a validacdo experimental da versao
relativistica da gravitacdo newtoniana, a Teoria da Relatividade Geral de Albert
Einstein (1916). A orbita de Mercurio € afetada pelo desvio da esfericidade per-
feita do Sol, a sua oblaticidade, que introduz um termo adicional ao potencial
newtoniano puro que leva ao fendmeno da precessao. Da mesma forma, a influi-
éncia dos demais planetas do Sistema Solar e a pequena mas crucial contribui¢do
da Teoria da Relatividade Geral completam o desvio da gravitacdo newtoniana

pura. Esta tltima serd o foco principal deste capitulo.

Quando ha uma forca perturbativa atuante em uma particula como no caso de

Kepler, por exemplo, a 6rbita ndo fechard, conforme mostra a figura abaixo:

J1.00

=07

-1.00 -0.50 0.8 0.50 1,00
] ] ]

+-0.50

dq.0n

Figura 3.1: Precess@o de uma 6rbita devido acdo de uma forca perturbativa central.
Essa e outras trajetorias que aparecem ao longo desse capitulo foram feitas usando
o programa Modellus. Mais adiante veremos mais detalhes (criacdo de trajetdrias,
gréificos e tabelas) apresentando exemplos de usos desse programa no ensino de
Fisica.

Dizemos, entdo, que a Orbita precessa. A diferenca angular entre o ponto dito
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inicial da primeira volta (o periélio, por exemplo) e o ponto de partida apés uma

volta completa € o angulo correspondente a precessdo dessa Orbita a cada volta.

3.2 A precessao de Merciirio

A histdria da precessdo de Merctrio estd ligada ao nome do astrondnomo francés
Urbain Jean Joseph Le Verrier (1811 — 1877) [15]. Le Verrier, fervoroso defensor
da teoria newtoniana da gravitacdo, a partir de 1839 envolveu-se no célculo da
estabilidade do Sistema Solar e de drbitas planetdrias. Em particular, por volta de
1841 sua atengdo volta-se para o problema da determinacgdo precisa da oOrbita de
Mercirio. Este planeta é o mais préximo do Sol e sua 6rbita tem excentricidade
razoavel e um periodo muito curto. O detalhamento da drbita seguida por Mercu-
rio apresentava-se na época como um teste crucial da Gravitagdo Universal. Em
1845, Le Verrier calcula a precessdo de Merctrio com um erro de 16 segundos de
arco. Insatisfeito com o resultado, deixa de publica-lo e passa a dedicar-se a outro
problema: o retraso do movimento de Urano. Este problema levou-o a descoberta
de Netuno, compartilhada com a astrondmo de Cambridge John Couch Adams.
Netuno foi observado pela primeira vez na posi¢do prevista por ele e Couch pelo
Observatorio de Berlim em 1846. Le Verrier retoma o problema de Mercurio e
em 1859 comeca a examinar os registros dos transitos de Merctrio e conclui que
orbita de Mercurio precessa lentamente o que era perfeitamente natural se a in-
fluéncia dos demais planetas fosse levada em conta. A precessdo observada era
de 565 segundos de arco por século. Le Verriere obtém um valor tedrico de 527
segundos de arco. Seu célculo explica corretamente a mudanca angular do perié-
lio de Mercurio, mas apresenta um déficit de 38 segundos de arco entre os valores
observados e calculados (565 — 527), inexplicéveis dentro do quadro newtoniano.
Posteriormente, este residuo tornou-se um dos primeiros testes observacionais da
versdo de Einstein da gravitagdo. Atualmente temos que a precessao causada pela
influéncia do efeito gravitacional dos outros planetas na orbita de Mercurio vale
53211 e, o valor observado da precessdo de sua 6rbita € de 575//. Focalizaremos,
portanto, em calcular essa diferenca de famosos 43 segundos de arco (575 — 532).
A origem dessa diferenca, que permeneceu sem explica¢do por um longo periodo,

veio com Einstein, que pode comprovar a sua teoria da relatividade, mostrando
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que essa diferenca de se deve aos efeitos da geometria do espaco-tempo em torno
do Sol.

3.3 Meétodos de calculo da precessao de Mercurio

O que calcularemos aqui, usando trés métodos diferentes, € justamente essa dife-
renca de 43 segundos de arco entre os valores observados e o medidos da preces-
sdo da orbita de Mercurio.

Essa discrepancia, conforme abordada anteriormente, pode ser calculada usando
a correc¢ao relativistica a teoria da gravitagao universal de Newton. Quando essa
correcdo € levada em conta, a forca de atracdo gravitacional entre o Sol e um

planeta é melhor descrita utilizando a equagdo abaixo:

3 3.1
r2 + mrd 2 G-

(GMm GML2>A
F=-— T,

onde ¢ € o moédulo da velocidade da luz no viacuo. Assim, o termo perturba-

. . o GML?
tivo é do tipo —14 7, sendo v = 3 ;— constante. Fazendo também que
r c
k = GMm e sabendo que a magnitude dessa perturbagdo é muito pequena, temos
k g
ue — >> —.
que -5 o

Seguiremos, entdo, aos cdlculos de precessdo devido a essa perturbagdo de origem

relativistica.

3.3.1 Um calculo da precessao com base nos periodos orbital e

radial da orbita

Usaremos, nesse método, a razdo entre o periodo orbital e o periodo radial de
uma particula sob agdo de uma forga central F'(r) (para isso, falaremos um pouco
mais sobre teorema de Bertrand e sua consequéncia), considerando sua Orbita
quase circular, obtendo a expressao do angulo apsidal da trajetéria em funcao
de F(r). Substituindo a forca pela gravitacional e conhecendo os valores
das constantes para o caso Mercurio - Sol, calcularemos a precessdo da orbita de

Mercurio devido a perturbacdo de origem relativistica.
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Iniciaremos essa solugdo com a (2.37), resultando na equagdo de movimento:

LQ

R L
mi (r) + —

(3.2)

Como a 6rbita quase circular, podemos calcular o periodo orbita]E] em primeira

aproximacgao supondo #* = (. Com isso, a equacdo acima se reduz a:

L2
mr3’

F(r) = — (33)

Esta equacdo determina o periodo orbital 7,44, uma vez que L = mr3f e

2
Torvital = % Sendo assim:
F(r) = —mrt?, (3.4)
ou seja:
: F
b=y F0) (3.5)
mr

Fazendo uso da relagdo acima, podemos escrever o periodo orbital em fungdo do

raio médio orbital r e da forca central F(r):

[ mr
Torbital = 27, | — ) 3.6
= bital ™ F(r) (3.6)

A fim de calcularmos o periodo orbital (em primeira aproximacao), escreveremos

r =ro+ x, com |x| << ro. Assim, retornando a (3.2), teremos:

= F(ro+ )+L2( + 1) = F(ro+ )+—L2 (1+2)% (37
mi=F(ro+z)+ —(ro+2x) " =F(ro+z —)". .
0 m 0 mr3 To
Expandindo os dois termos, obtemos:

L3
mi = [Flro) + F'(ro)o+.] + ~[1 - 7:: + ., (3.8)

mas como F'(ry) = —L?/(mry?), temos:

ZPeriodo orbital é o tempo necessario para que a particula realize uma volta completa em torno
de centro de forca.
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3
mi = F(ro) + F'(ro) — F(ro)[1 — 7‘? ~ [F'(ro) + %F<7’0>]ZC, (3.9)
ou ainda:
mi + <—3FT<T°> . F'(r0)> z = 0. (3.10)
0

A partir da equagdo acima, podemos ver que, para

3F
3E00) | prir) < 0,
To

a solugdo serd harmonica, com periodo radial dewﬂ bem definido:

_3F(7"0) . F’(T(])'

Tradial = 27 (3.11)

O préximo passo desse método serd discutir angulo apsidal (®) dessa 6rbita. An-
gulo apsidal é o angulo varrido pelo raio vetor entre o ponto de maior aproximacao
(pericentro) e o de maior afastamento (apocentro) subsequente em relagio ao cen-
tro de forga e, por consequéncia, o tempo transcorrido pela particula para varrer
o angulo apsidal é a metade do periodo radial (7}.44ia;/2). Como a 6rbita é quase

circular, temos:

T ..
b= ’““Qd’“’e. (3.12)

Assim, fazendo uso das equacdes [3.5| e [3.11] podemos ver que o angulo apsidal

pode ser descrito como:

3Periodo radial é o tempo necessario para que a particula se locomova de um ponto até outro ao
longo da trajetéria de mesmas distancias 7 até o centro de forca e com a mesma velocidade radial.
No caso de Kepler sem perturbagio, o periodo radial € o tempo que a particula levara para ir, por
exemplo, do periélio até retornar novamente ao periélio. Sendo assim, o angulo varrido durante
esse intervalo de tempo serd 27 rad. Ja no O.H.I., como o centro de forca se localiza no centro
geométrico da 6rbita, seu periodo radial é o tempo necessdrio para a particula ir de um ponto até o
ponto cuja distancia angular entre si vale 7 rad.
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F’(r) —1/2

b=m7|(3 . 3.13

(s E) o

Como F(r) é forga central, para os casos que nos interessam, podemos reescreveé-

la sob a forma F'(r) = —kr" e, consequentemente, F’(r) = —knr"~!. Logo:

F'(r) T

r =n — &= rad. 3.14

F(r) V3+n (3.14)

No caso de Kepler, n = —2, entdo ¢ = 7 rad. Jano OHI, n = 1, ou seja, ¢ = 5

rad. A figura [3.2] ilustra esses dois tipos de forgas centrais e seus respectivos
angulos apsidais. Os pontos A sdo os pericentros das trajetorias e os pontos B, os
apocentros. Note que, na figura da esquerda, o angulo entre os pontos A e B vale

® = 7 rad e, na figura da direita, & = g rad:
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-

Fi
m
:_\/

Figura 3.2: Kepler ® = nrad, OHI @ = Zrad.

ami

Com isso, analisar a 6rbita usando o angulo apsidal € o mesmo que verificar a

radial

relacdo entre os periodos radial e orbital da mesma. No caso de Kepler,

orbital

orbital

Tra ia ~ .
por exemplo, dial e, para O.H.I., essa relacdo vale 1/2. Ou seja, podemos

. Tradial
dizer que ® = ( s ) 7 rad.
orbital

O teorema de Bertrand nos diz que, quando radial

fechada.

€ Q, a orbita sera limitada e
orbital

4Com isso, podemos concluir que, se o periodo orbital for ligeiramente diferente do radial, a
orbita do planeta precessa. Se o periodo orbital for ligeiramente menor que o radial, o preriélio
retrocede. Ja se o periodo orbital foi ligeiramente maior que o radial, o periélio avanca. Ao final
desse capitulo veremos qual a condigdo necessaria para Trqgial > Lorvital 00 Tradial < Torvitals
para forgas do tipo F = —kr™ f.
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A forga central F'(r) a qual Merctirio estd submetido durante a sua drbita ao redor
do Sol, com a corre¢do relativistica, é descrita pela equagado (3.1). Assim, F’(r) é:

2k 4
_2% 4

F(r) = (3.15)

IEET
Substituindo F(r) e F’(r) na equagéo [3.13] podemos descobrir o dngulo apsidal da

trajetéria de Merctirio:

_ 5\ —1/2
(2kr=3 4 4yr=5)] 7
d=r [3 —r ==y , (3.16)
2 -1/2
(1 i /fz)
d=7|3-2 r (3.17)

/y )
14
( + kr2>

9 —-1/2
(14 52) (1= 5s)
d=r|3-2 r r . (3.18)

(1 5) (- 32)

N ~ s Y ~
O termo correspondente a corregdo relativistica, —, trata-se de uma perturbagdo
r
2

a k S )
central, onde 5 << Tgk, € tomaremos 20 0. Logo:

9 -1/2

(3.19)
Entdo, o angulo apsidal correspondente a 6rbita de Mercurio é:
2y Y
O=7|1-— ~r|l+-—|; kyy > 0. 3.20
”[ er] T +kr2]’ 2 (520

Podemos ver que, se v = 0, ou seja, se ndo considerdssemos a perturbacao, te-
riamos uma Orbita fechada, sem precessdo, cujo angulo apsidal seria ® = 7 rad.
Como sabemos, no caso de Kepler sem perturbacao, duas periapsis (ou apoapsis)

consecutivas equivale a uma volta completa, ou seja, m rad. Ou seja, quando a
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orbita fecha, 2& — 27 = 0. No caso de haver perturbacio, o periélio muda angu-
larmente de posi¢do a cada volta. Essa mudanca de posi¢c@o angular € a precessao
A¢. Entdo, para Kepler perturbado, podemos calcular a precessdo como:

A¢p =20 — 2. (3.21)

Aplicando em (3.20)), obteremos que:

_ 21y 67GM

Ao = = 3.22
¢ kr2 rc? ( )
4 2,.3
Fazendo GM = %, obteremos que:
0
247312
W. (3.23)

Consultando a tabela (2.3) podemos ver que o periodo de translagdo de Merctirio
ao redor do Sol € 0,241 vezes o periodo da Terra, 7y = 0,241 .T5 = 7,69.106 s.
Sabendo-se também que o raio médio orbital de Merctrio, 5,79.10' m, podemos

substituir esses valores na equagdo acima:

2473(5,79.1010)2

A¢ = (7,69.106)2(3.108)2

= 4,68.10 "rad, (3.24)

ou seja, a precessdo da érbita de Mercirio € de 4,68.10~7 rad por volta. Em um
) : 100 ) -
século, Mercurio realiza ——— voltas ao redor do Sol. Sendo assim, a precessio

0,241
da orbita em um século é:

100 360
Ap=——46810"7 =194.1074 <1::194104<)36002340”
= Doa1 ’ rad =4 o ’
(3.25)

bem préximo do valor mais preciso calculado, de aproximadamente 43 segundos

de arco por século.
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3.3.2 Um método mais tradicional: equaciao de Binet

Nessa subsec¢do, as referéncias mais usadas foram [13,/14]. Vamos comec¢ar com

a equacao de Binet:

u’ 4+ u=H(u), (3.26)
onde
Hu) = — LZZQF(U>, (3.27)

sendo u = 1/r. Para 6rbita circular u = wug:

~ m(up)? mé?
m2(ug)20%

H(up) =

Para orbitas quase circulares, podemos escrever que u = ug+2A, sendo |(A) /ug| <<

1, e, expandindo, obtemos:

w’ +u = H(ug) + H'(ug)(A) + 02, (3.29)

onde o2 é o termo de ordem 2 da expansdo. Usando a equagdo [3.28| chegaremos
a equacao abaixo:

A” 4+ [1 — H'(ug)]A = o> (3.30)

A solucdo da equagdo anterior para Orbitas circulares estévei{] ou seja, quando
1 — H'(ug) > 0, sera:
A(0) = Acos(ab), (3.31)

onde o = /[1 — H'(up)] e, por simplicidade, consideramos 6, = 0. Note também
que A/uy << 1. Entdo, duas periapsis consecutivas (ou duas apoapsis consecu-

tivas, equivalente a duas vezes o dngulo apsidal ®) apresentardo uma separagao

S6rbitas circulares estdveis, ao sofrerem uma pequena perturbacio, se mantém proximas 2
Orbita anterior. J4 as instdveis, ao sofrerem uma perturbacio, a particula tende a se afastar da
trajetdria anterior.
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angular Af igual a:

2 1
A6 = 2T ~on (1 + 2H’(u0)) L H (ug)| << 1. (332)
o
Perceba que para o problema de Kepler ndo perturbado, & = 1 e nenhuma preces-
$do0 ocorre.
Entao podemos calcular a precessdo da drbita AP apds uma volta como a dife-

renca angular entre 2P e 27, tal como fizemos no método anterior:

Ad = A0 — 27 — 2 (;H’(u0)> (3.33)

e assim a velocidade angular média de precessao €2 é dada por:

A¢ 2w H'(ug) - H'(up)
D= —=— =0 3.34
o 1o 2 2 (3.34)
Voltando a equacdo de Binet (3.27)), temos:
mk  mF(u)
A =73 = T3z (335
logo:
o oom d 2mF (u)
H'(u) = —L%Q%F(u) + T2y (3.36)
dF  dFd 1 dF :
Como = = 2% % o[~ mro26, podemos concluir que a veloci-
du dr du — u?dr
dade de precessdo {2 pode ser representada por:
F(To) F/(T‘()) L
Q =~ -+ = | —. 3.37
(mroe 2mé ) |L| (3-37)

Para calcularmos a precessdo relativa a 6rbita de Mercirio, substituiremos F()
e F'(ro) de acordo com as equagdes (3.1)) e (3.15):

1
o= L| -0y . 3.38
mé /ZZ ] m@rg (338)
Logo:
3GMw*ry  3GM
Q=2 2 (3.39)
wrie Toc
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Assim, a velocidade de precessdo da drbita de Mercurio relacionada a corregcao

relativistica vale:

_ 6rGM
 Tyroc?’

Q (3.40)

. A¢ . :
A relacdo entre a velocidade e o angulo de precessao, () = T escrita anterior-
0
mente nos levard a mesmo resultado do método anterior:

B 6mrGM

roc2

A¢

(3.41)

3.3.3 O método usando o vetor de Laplace-Runge-Lenz

Esse método foi introduzido por Greenberg [17] hd muito tempo para Orbitas
quase circulares. Ele se baseia no fato de que o vetor de LRL ser uma cons-
tante de movimento no problema de Kepler ndo perturbado e que tem a dire¢cdo do
eixo de simetria da Orbita que passa pelo centro de for¢a. Significa que, quando
ha perturbacdo, a taxa de rotagdo desse vetor serd a velocidade de precessdo da
Orbita.

As referéncias para essa subsecdo sdo [[17-25]]. No artigo da referéncia [18], J.
Silvardiere aplica a mesma ideia, porém, para calcula a precessao de drbita com
quaisquer excentricidades. Por simplicidade, trabalharemos apenas com orbitas
quase circulares. O resultado deve coincidir com o de Silvardiere, quando tomar-
mos o limite para pequenas excentricidades.

Iniciaremos esse método com a definicdo de A dada em (2.127):

A=pxL-—mat, (3.42)

onde L é o momento angular da particula, p € o momento linear e T € o vetor radial
unitdrio. Para o potencial de Kepler, conforme verificamos no capitulo anterior,
A € uma constante de movimento. Chamando de ¢ o Angulo entre os vetores A e

r, ao resolver o produto escalar A - r obteremos:

A-rcosh =L*—mar. (3.43)

55



Capitulo 3. Precessdo

Entao:
L?/ma

- 14+ (A/ma)cosf

r(6) (3.44)

Essa é a equagdo da conica de excentricidade ¢ = A/m «. Para § = 0, a distancia
da particula ao centro de forca serd a menor possivel (pericentro), e o vetor RL

pode ser reescrito da seguinte forma:

A = (mae)tp, (3.45)

onde i, € um vetor unitdrio que aponta para o pericentro. Para drbitas elipticas,

podemos usar duas relacdes bem conhecidas:

2L
€=1+"—" (3.46)
mao
) k
E=——. (3.47)
2a

Sendo assim, substituindo na equagao (3.44), teremos a equagdo da 6rbita (2.140):

a(l —€?)
) = ——~.
r(®) 1+ ecosb

Quando a particula estiver submetida a uma for¢a dada pela (3.1) , a drbita nao

(3.48)

serd mais fechada, ou seja, o vetor LRL ndo serd mais constante e € justamente

_— d o . <
essa variagdo desse vetor o que nos levard ao calculo da velocidade de precessao
da 6rbita :

dA  d(pxL—-maf) dp dL dr

i =Py & ma 3.49
dt it gt TP gy T may (349)
Como L & constante, 2¢ é nulo. Definindo F = F(r)f = —% + f(r)F, onde
k= a, f(r) = — e fazendo uso da 2% lei de Newton, %’ = F, teremos que:
dA k A

Usando a equacdo (2.14])), teremos:
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WA K (mr?03) + F(r)f x L — kmfl 6 — hmb0 — bmt0 + f(r)f x L.

dt r?
(3.51)
Entdo a variagdo do vetor LRL em respeito ao tempo pode ser representada pela
expressao abaixo:
dA
Como calcular a velocidade de precessdo da oOrbita € calcular a velocidade de
rotacao do vetor RL, podemos colocar a equacdo acima na forma:
dA

— =Q x A. .
i X (3.53)

Devido a simetria, tomando a média temporal da equagdo anterior ao longo da

orbita nao perturbada, obtemos:

)

Como o vetor L é constante, podemos escrever:

= (f(r)t x L). (3.54)

<dA
dt
Reescrevendo T em coordenadas polares:

) = (f(r)f) x L. (3.55)

= cos 01, + sendy, (3.56)

onde &, € o vetor unitdrio que aponta para o €ixo y. Sob essa ética, podemos

reeescrever (f(r)f) como:

(f(r)t) = (f(r)cos @)t + (f(r)send)y. (3.57)

Como a 6rbita é simétrica em relacdo ao semi-eixo maior, € facil perceber que:

(f(r)send) =0 (3.58)

e ainda:
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(f(r)cos) # 0. (3.59)

Assim, a equagdo (3.54)) pode ser reescrita sob a sequinte forma:

2

ou, ainda, fazendo uso da equagio (3.45)), como:

= (f(r)cosf)t, x L, (3.60)

dA, VF(T) cos 6)

(=) ] A xL. (3.61)

mke

Para uma 6rbita aproximadamente circular, como a de Mercurio, iremos ex-

pandir o termo F'(r) até o termo de primeira ordem ﬂ

f(r) = f(ro) + f'(ro)(r — 7o) (3.62)
Usando a equacio (2.140) e fazendo €2 ~ 0 e a = ry, teremos que:

a(l—¢€) To

"= 1+ecosh 1+ ecosb

~ 19(1 — ecosb), (3.63)

onde usamos o fato de que (1 + ecosf) ™! ~ (1 — ecos ). Logo:

(r —rg) = —rgecosb. (3.64)

Com isso, temos:

f(r) = f(ro) — f'(ro) roe cos . (3.65)
Substituindo a expressdo acima na equagdo (3.61) veremos que:

(O =

®McDonald, Farina e Tort [19] apontaram a existéncia de uma discrepancia entre alguns resul-
tados obtidos usando o método de Laplace - Runge - Lenz [17] e outras técnicas e, devido a essas
discrepancias, questionou a relevancia do vetor LRL na época. Essa discrepancia em relacdo a
outros métodos surge se usarmos esse método considerando que f(r) &~ f(rg), onde r( seria o
raio da trajetéria circular. Esse foi o erro cometido nas referéncias [[17] e [26]. Devemos, entio,
expandir f(r) até o termo de primeira ordem. Fazendo a expansdo, perceberemos que existe uma
contribuicao adicional para a velocidade de precessdo que permanece finita no limite ¢ — 0 [[18]] .

f(ro)cos — f'(ro)roecos® 0) A x L (3.66)
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Agora teremos que tomar a média temporal de cos #,(cos 0) e de cos® 6, (cos® 0)

ao longo da trajetoria:

0+27
1 do
< cos(f) >= — / cos f—, (3.67)
To / 0
. L
uma vez que dt = —. Fazendo § = —, teremos que:
0 mr?
m 0+2m
_m 2
(eos(0)) = 7 / r2(6) cos(8) df. (3.68)
Usando a aproximagao dada pela (3.63)), teremos que:
m 0+2m
(cos(0)) = — / 10%(1 — ecos 6)? cos(#)do, (3.69)
LTy
ou ainda:
o 0427 0+2
mro 1
(cos(0)) = / (1 —2ecosf) cos(0)df = — / (1 —2ecosf) cos(6)db.
LT() . 27 ,
(3.70)
Logo:
1 0+2m 0427
(cos(#)) = 2—{ / s6df — 2 / cos® 0df}. (3.71)
T
b
20) + 1 0+2n
Como cos? 6 = COS<2)+, [ cos?6df = 1 2. Entdo:
9
(cos(6)) = 5 {~27e) = - (372
cos =5 €} = —e. .

Usaremos 0 mesmo raciocinio para calcularmos (cos? 0):
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0427 0427 0-+2m

1 1
(cos? ) = — / (1—2€cosf) cos® 0df) = —{ / cos® 0df —2e s°6db},
2m " 2m y
(3.73)
=
1 1 1
2\ _ _
Agora podemos substituir esses valores obtidos das médias temporais em ([3.66),
obtendo:
dA 1 1,
N = — L xA. .
(G = o (£ + 57 o)) L (375)

Recorrendo a (3.53), podemos concluir que a velocidade de rotagdo associada
ao vetor de Laplace-Runge-Lenz, ou seja, a velocidade de precessdao da Orbita

aproximadamente circular equivale a:

1 £'(ro)r
Q=— L 3.76
onde, para o caso de Kepler com perturbagio, a for¢a perturbativa central de ori-
o . ) - 3GML?
gem relativistica f(ry) € dada pela seguinte expressdo: f(ry) = ———— &€,
mroc
, 12GML? )
consequentemente, temos que f'(rg) = ———-. Ou seja:
mro° ¢
1 3GML* 12GML? 1 [(3GML>
Q=— |- L=—|———|L 3.77
mk ( mrot c2 + 2mro c2 ) mk <mr04 c? ) ’ 3.77)
ou ainda:
Q= CAIm? (mr0402m ro 0 >m’r’ 922379 zZ, (3.78)
.2 ., GM?®
onde § = ill e, 02 = . Fazendo essas substituicdes acima, obteremos a

0 7o
expressao da velocidade de precessdo da orbita :
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B 6nGM |

zZ.
T002T0

Q (3.79)

Perceba que, se a perturbacdo central fosse repulsiva (f (7o) > 0), a velocidade de
precessao teria o seu sentido invertido em relacdo ao calculado. Usando as defi-
nicdes de periodo radial e orbital, podemos escrever, para pequenas perturbagdes,

que:

Torbital ~ Tradial + 5T0Tbital' (380)

Veja que, para 07 ,,pita1 = 0, Torpitat = Tradgia © @ Orbita fecha (Kepler sem per-
turbacdo). Perceba também que, se 67, pitar < 0, Torpitar < Tradial» resultando
em um retrocesso de periélio, conforme discutido anteriomente nesse capitulo. Se
0T prvitar > 0, Torpitar > Tradial, fazendo com que o periélio avance.

Podemos definir entdo que essa mudanga angular do periélio A¢ (precessdo),

avango ou retrocesso, pode ser escrita através da seguinte equacao:

A¢ =0 5T0Tbital (3.81)
e, consequentemente, a velocidade de precessdo pode ser escrita como:

A 5Torbiml

Q=90 (3.82)

Torvital
Observando a equagdo acima, concluimos que, quando 67pirr < 0, €2 < 0 e,
quando 07, pitas > 0, € > 0. Voltando a (3.79), podemos ver que para forga per-
turbativa atrativa, como € caso da correcdo relativistica que estudamos, 2 > 0 —
0T rpitar > 0 — avango do periélio. Ja no caso de a perturbacdo ser repulsiva,
terfamos o sinal da equacéo invertido, isto é, Q < 0 — 07T pita < 0 —
retrocesso do periélio. Entdo € o fato de a forca perturbativa ser atrativa ou repul-

siva que diz se o periélio avanga ou retrocede.

Esse método, além da sua elegincia, € mais poderoso que os outros mostrados
anteriormente, por pelo menos dois seguintes motivos: i) pode ser usado para
calcular a velocidade de precessao de orbitas com qualquer excentricidade ii) pode

ser usado de maneira simples e eficiente em casos onde as corre¢des a forca de
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Kepler nao sejam centrais.
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Capitulo 4

Orbitas e precessao usando o
Modellus

4.1 Introducao

O Modellus ¢ uma ferramenta que pode ser usada tanto pelo professor quanto
pelo aluno, no processo de ensino-aprendizagem de Fisica. Muito simples de usar

e ndo requer nenhum conhecimento prévio de programacao.

No site do programa, http://modellus.co/index.php?lang=pt, € pos-
sivel entender o seu propdsito, que é estimular a aprendizagem, utilizando a mate-
matica para criar ou explorar modelos de forma interativa. Para isso, basta que os
usudrios insiram equacdes matematicas (e as suas condi¢des iniciais). Ao clicar
no play, o programa é capaz de realizar simula¢Ges, gréificos e tabelas. Veja o

exemplo abaixo:
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Inicio Varigvel Independents Medelo Gréifico Tabela Animagio Motas Propriedades

t o xd v | zb W o ) 7} Aute Escala Pontos

L
O Casal & Azul ~ |HVermelho * ||H Vermelho » || Cinzento L4 Escalas lguais Espessura: | 1

@ Casol » |@ Caso?2 w || @ Caso2 w | |@ Caso? v ah Ver v

Heonzontal Eno Enco Vertical Opgoes

Modele Matematico

Grafico

Tabela

=
¥a=t

xb=10+20 =t
va=2uf
vh =3

t
15.40
15.50
15.60
15.70
15.80
15.50
16,00
16.10
1.2
16.30
16,40
16.50
1680

¥a
23718
240,25
243,36
246,45
24364
252,81
256,00
253,21
262,44
265,55
268,56
2725
275,56

xb
318.00
320,00
3zzo0
324.00
326.00
328.00
330,00
33200
3134.00
336.00
338.00
340,00
342,00

v

30,80
31,00
3120
3140
31.e0
31,80
32,00
Rl
3240
32,00
32,80
33,00
33.20

1670 278,89 344.00 3340

10,00 A
X0.00
w00
10.00

20.00
2000
w00
.00

0.00
2000
w000
000 ¥

Figura 4.1: antes da encontro.

Nesse exemplo temos dois mdveis, A e B, que estdo na mesma reta horizontal e
seus movimentos possuem o mesmo sentido. Suas equagdes de movimento estao
escritas no canto superior esquerdo, no Modelo Matematico. Com o auxilio do
programa, os alunos poderao visualizar os movimentos dos moveis, podendo ex-
plorar melhor a Fisica que o problema aborda: posi¢do a cada instante de tempo
de cada modvel, velocidade a cada instante de tempo, tempo de encontro e outras

informacgdes.

Tudo isso € possivel ver com o auxilio da animagao e da tabela. Além disso, cons-
truir graficos no Modellus é extremamente simples, basta clicar no icone graficos
e escolher a grandeza correspondente a cada eixo. O grafico feito na simulacao

anterior corresponde a posicao x tempo de cada mével. € possivel construir velo-
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cidade x tempo também, por exemplo.

Inicio Varidvel Independente Madelo Grifico Tabela Animagdo MNetas

\:“) \ /‘ A ﬁt@ £ — @. :;ﬂ L, T Medigdo de Coord

Medicio de Disténi

i

Particula Vecter Caneta Tecto Indicater  Analégico  Vanavel Imagem Objecto Origem
de Mivel Geametrico
Objectos de Animagdo Medigbes
Modelo Matematico - | Grifico - | Tabela -
3=t 2 -+4730.00 '} £ b vE v
¥a=t
sbh=10+20%t M e 13.70 56152 484.00 4740 2000 A

ra = &25.00

ya =2 mt 2380 56644 48600 4750 20.00
vh = 20 - :._.:-r:.'ﬂ i 2380 57121 48800 47E0 20,00
24.00 576.00 450,00 4800 20,00
.10 GBOUED 452.08 4824  20.00
2420 SES.E4 45400 4840 2000
24.30 530,49 49600 4850 20.00
2440 555,34 456.00 4880 20,00
24.50 60025 500000 43.00 20,00
.60 EDE.1E E02.GO 4520 20.00
2470 81003 SD4L0Q 4540 20.00
2480 E15.04 S06.00 49.50 20.00
2450 £20.01 508.00 4580 20,00
25.00 625.00 S10.00 50000 20,00 v

-5.0f ,-":{; 500 = 10,00 15.00 0.1

T L . -H

Figura 4.2: depois do encontro.

De modo geral, alunos de Ensino Médio, especialmente os da 1* série, apresen-
tam bastante dificuldade em interpretar e contruir graficos. Um erro muito comum
nesse tipo de exercicio quando hd um grafico velocidade x tempo € achar que, o
instante de tempo em que as retas se encontram € o instante de tempo de encontro
dos méveis. Basta o aluno comparar os graficos posi¢ao x tempo e velocidade x

tempo que poderd ver que essa afirmativa € falsa.

Realizei essa pratica em dezembro de 2015 com 36 alunos ( 21 de 25 daturma A e
23 de 25 daturma D ) da 1 ? série do Instituto Federal Fluminense, campus Santo
Antonio de Paddua. Distribui aos alunos um papel com a seguinte tarefa: Dois

moveis, A e B, estdo na mesma horizontal, sendo que o B estd 10 m na frente de
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A. A velocidade inicial de A é nula e a sua acaleragio é constante igual a 2m /s?,
ambas em relacdo ao solo. J4 o mével B realiza um deslocamento constante de 72

Km a cada hora, em relac@o ao solo. Usando o Modellus:

1. Escreva o Modelo Matemdtico desse exercicio, ou seja, escreva as equacoes

de movimento dos dois moveis;
2. Vié ao icone Tabela e peca para informar t,va,vb;

3. Vi ao icone Grifico e faca o gréfico velocidade x tempo dos méveis e diga
se os moveis se encontram. Caso se encontrem, informe o instante que o

encontro ocorre;

4. Viaoicone animacdo e crie duas particulas, correspondentes a A e a B. Faca
a animacgdo e veja novamente se as particulas se encontram, informando,

caso sim, o instante que ocorre. A resposta foi igual ao item anterior ?

5. Véaoicone Gréfico e construa o grafico posi¢do x tempo dos méveis. Antes
de clicar no play, vd também ao icone Tabela e acrescente xa e xb. Os
moveis se encontram? Caso sim, sua resposta coincicdiu com os dois itens

anteriores ?

Durante a tarefa, fui de mesa em mesa auxiliando os alunos quando surgiam algu-
mas dificuldades, tanto na Fisica do problema quanto no uso do programa. Grande
parte dos alunos (32 dos 36 alunos) achou, apds a observagao do gréfico veloci-
dade x tempo, que quando as retas se encontram, os moéveis também se encon-
travam. Usando a tabela, os estudantes falaram que os mdveis se encontravam
quando ¢ = 10s. Quando olharam para a animagdo e para a nova tabela [4.3]
perceberam que os mdveis se encontram um pouco depois dos 20 s. Quando fi-
zeram o ultimo item, perceberam que o tempo de encontro era entre t = 20,40s e
t = 20,50s.
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Grafico Tabela
t X3 xb va vb

wa = GO0 o= " mmmmmmmmmooemeome oo n et e

20,00 400000 410.00 400000  20.00
20,10 404,01 41200 4020 20.00
20,20 40804 41400 4040 20.00
20,30 41205 41600 4080  20.00
2040 41615 41800 4080 20.00
20,50 42025 420.00 4100 20.00
2060 42435 42200 4120 20.00
20,70 42845 42400 4140 20.00
20,80 43284 42600 41800 20.00
20,50 43651 42800 4180 20.00
2100 441.000 430.00 4200 20.00
21,10 44521 43200 4220 20.00
2120 44544 43400 4240 20.00

i e e O o ol s | 1o .00

—+36.00

—+24.00

wh = 20,01

=+12.00

e il

il o 6,00 12,00 18.00 24,00
1 " " 1 " 1 " 1 "
] N N 1 N 1 N 1

!
T +
b= 25,00

—+=-12.00

Figura 4.3: passo 0.1.

Perguntei aos alunos como fazer para melhorar a precisdo do tempo de encon-
tro. Um, mesmo que baixinho, disse: alterar a marcac¢do do tempo. Ou seja, o
Modellus estava programado para calcular, a cada intervalo de 0.1s, as posicdes e
velocidades dos mdveis, mas esse intervalo pode ser menor, para aumentar a pre-
cisdo. Mudando para 0.01s de intervalo, por exemplo, descobrimos que o encontro

acontece entre t = 20.48s e t = 20.49s, conforme a tabela 4.4] nos informa.
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Grafico

Tabela

a = 41,U0g]

r40.00 3 xa xb va vhb
20.41)
20,42
20,43
20,44
20.45
20,45
20,47
20,48
20.4%
20,50
20,51
: b= 20,52
20.53
20,54

416,57
416,38
417.38
417.79
418.20
418.561)
415.03
415.43
415,24
420,25
420,86
421.07
421.48
421,53

418.20
418.40
418.60
418.80
413.00
41%.20
41%.40
4159.60
413.80
420.00
420,20
420,40
420.60
420.80

40,83
40.54
40,85
40.88
40,20
40,32
40,34
40,34
40,38
41.00
41.03
41.04
41.06
41.08

20.00 A
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00
20.00 v

b= 20002658

J10.00

=400 00 4.00 8.00 12.00 16,00 20.0
1 1 1

Figura 4.4: passo 0.01.

Ap6s descobrirmos o tempo de encontro, perguntei aos alunos o que significa
aquele tempo em que as retas do grifico velocidade x tempo se encontram e o
porqué € diferente do tempo no grafico posicao x tempo quando a pardbola (A)
encontra a reta (B). O objetivo dessa pergunta era saber se, de fato, os alunos en-

tenderam a esséncia do problema e ajudé-los a interpretar graficos.

Encerrada a discuss@o do problema fomos para a dltima etapa. Sem o uso do pro-
grama, como podemos descobrir o tempo de encontro? Como haviamos discutido
bastante, quase todos os alunos responderam: igualando as equacdes. Sendo as-
sim, ¢ = 10 + 20t. Com o uso de uma calculadora cientifica (de celular), obtive-

mos que ¢ = 20.488088482s, ou seja, t ~ 20.49s, que € dentrodo esperado.

Essa atividade durou 2h de aula e é apenas um dos inimeros meios de se utilizar

0 Modellus como ferramenta didatica.
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4.2 Usando o Modellus no problema de Kepler

Nessa sec¢do nos dedicaremos a aplicagdo do Modellus em uma aula de 6rbitas de
planetas para alunos do Ensino Médio. Essa aula foi aplicada em trés turmas da 1?
série do Ensino Médio do IFFluminense campus Santo Antonio de Padua, em Ou-
tubro de 2016. O assunto trabalhado ap6s recesso de Agosto (més das Olimpiadas
do Rio de Janeiro) foi dindmica em trajetorias curvilineas e, dando continuidade

ao cronograma, iniciamos os estudos de Gravitagao.

Cada aula teve duas horas de duragdo. Na 1? aula de Gravitagdo foi feita uma breve
abordagem historica, que perpassa pela origem da palavra planeta, remetendo a
relacdo que os gregos tinham com o céu até a Lei da Gravitagao Universal, do sir.
Isaac Newton.

Na 2 # aula levei os alunos para o micrédomo da escola. Cada turma possui, em
média, 25 alunos e o campus possui dois microdomos, cada um com um quadro
branco e 25 computadores, um por aluno. Realizei todas as atividades dessa secao
nas turmas B, C e D, no dia 11 de outubro de 2016.

Tabela 4.1: Aulas.

turma B \ turma C \ turma D
8:00- 10:00 h \ 10:30-12:30 h \ 14:00 - 16:00 h

Os alunos ja conheciam o Modellus. Os alunos sdo apresentados ao programa
logo no 1° trimestre, no estudo de grificos de M.U. e M.U.V., porém essa aula
pode ser feita independente de os alunos conhecerem ou nio o programa. Como €
bem simples de usar, com um ou dois exemplos os alunos ja conseguirdo realizar
as atividades propostas. Talvez ndo seja possivel fazer tudo em uma aula, o que
nio € um problema. Caso a turma tenha mais alunos que computadores, ndo hd

prejuizo algum se fizerem as atividades em dupla.

A aula foi dividida nas seguintes etapas :

Etapa 1: A primeira parte da atividade consistiu em relembrar a Lei da Gravitagdao

Universal:
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_GMm

2

F = . 4.1)

r

Etapa 2: Na segunda etapa desenhei o plano cartesiano com o Sol no centro, para

facilitar, e um planeta em um ponto arbitrério (X,y):

e

Figura 4.5: Planeta orbitando ao redor redor de um Sol fixo, centrado na origem.

Aqui vale a pena mostrar aos alunos a relacdo matematica entre X, y e 1:

r? = 2 4+ 92 4.2)

Etapa 3: Proximo passo € decompor a forca F'. Para isso, vale a pena aproveitar

o desenho anterior para mostrar as decomposi¢des e deixar os alunos

tentarem chegar as expressoes abaixo:

m A A
e F,=-F—" .9 @43

F,=-F—— & N
(22 +y?) (2 +57)

onde F' = |F|.
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tard

Figura 4.6: decomposi¢do da forca F'em F, ¢ F),.

Etapa 4: Substituindo (4.2)) e (4.1) em (.3)), obteremos as equacdes das decom-
posicoes F e F:

x
F, = —GMm ———sn® e Fy=—-GMm Wny)WQ

4.4)
O sinal negativo ndo deve passar despercebido. Nas turmas que apli-
quei as atividades, nenhum aluno lembrou de colocar o sinal negativo.
Usando a figura anterior, mostre que F}, aponta para o sentido negativo
do eixo x e F), aponta para o sentido negativo do eixo y. Como estamos
trabalhando com forga, que é uma grandeza vetorial, temos que analisar

direcdo e sentido.

Nos exercicios que fizemos anteriormente, em outros assuntos, envol-
vendo velocidade, por exemplo, os alunos puderam perceber que, se nao
se atentarem ao uso corretos dos sinais, o programa vai calcular algo
totalmente diferente que o desejado. Lembrando, mais uma vez, que os

alunos j4 estdo familiarizados com Modellus.
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Etapa 5: Agora que j4 temos as expressoes de cada forga, vamos ao programa. Ao
abri-lo aparecerd uma aba escrito modelo matemético. E nesse espaco

que devemos colocar as equagdes que regem 0 nosso sistema, conforme

mostra a figura[d.7]
Modelo Matematico
dx
ar = WX
d r J——
dt = ¥r
dwx >y[-1.5
dt ="”["f—+i"‘]( )
dvy L o4 (-15
9 (24 2)07)

dt

Figura 4.7: Modelo matematico. O objetivo dessa atividade é que aluno veja a
orbita de um planeta sujeito apenas a atuag¢do da forga gravitacional excercida
sobre ele pelo Sol. E uma atividade qualitativa, portanto, ao escrever as equagdes
com os alunos, o professor pode fazer GM é numericamente igual al, explicando
0 motivo aos alunos. Até porque esse programa apresenta limitacdes e ndo roda
os valores reais das constantes G' e M nem tio pouco as distancias astrondmicas.

Aqui, caso seja a primeira vez que os alunos estejam usando o programa,

vale a pena comentar que o termo matematico % mede a variacdo de

uma grandeza em funcdo do tempo. Assim, ‘fl—f ¢ a variacdo de r em

relagdo ao tempo ¢, ou seja, € a medida da velocidade da componente

. . ~ Vg .
horizontal. Assim, a aceleragdo nessa componente vale e Com isso,

F, sera escrito, no modelo, como mdd%f. Entdo:
T dv
F,=-GMm——— — T — g2+
(a2 + y2)*? dt )

onde, por simplicidade, podemos considerar que GM numericamente
igual a 1, uma vez que estamos trabalhando com os alunos uma ana-

lise qualitativa da 1? lei de Kepler, buscando apenas observar como ¢é
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a orbita de um planeta ao redor do Sol (sem perturbacdes de quaisquer

tipos), sem uma preocupagao com medidas.

ApOs escrever as equacdes conforme mostra a figura (4.7)), peca aos alu-

nos para apertarem o item interpretar. Tanto o item interpretar quanto

0 Z—f, correspondente a taxa de variacdo, encontram-se na aba superior
do programa (ver figura [4.8)):
@] Modellus - Novo Documento
Inicio Varidvel Independente Modele Grafico Tabela Animagdo Motas
1 =7 dx ) (TR (R Mai Mot a Mumber
=] > xn B Ax o Xi  lasto)
) . T Pl
Copiar Interpretar || Poténcia Raiz Delta  Taxa de Indice  Ultimo Comentaric  Condigdo
imagern Quadrada Variagdo € e
Modelo Elementos Valores

Figura 4.8: aba superior.

Etapa 6: Para fiinalizar essa primeira atividade, basta escolher as condicdes inici-

ais e apertar o play:

| Cordigbes Iniciziz

O Cazol M Czzo2 O Casol

ez K= 1.00 0.00 0.00
gus VX = 0.00 0.00 0.00
5-= ¥= 0.00 0.00 0.00
ez W= 1.10 0.00 0.00

Figura 4.9: condi¢des iniciais.
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Grafico Tabela
o t K wX ¥ Wy
1830 .52 -0.39 0.43 101 A
1840 .85 -0.47 0.53 057
= 1l:§—1.-‘uu‘- 18.50) 0.83 -0.55 0.63 0.52
: 1860 0.77 -0.62 071 .85
18.70 0.70 -0.68 0.50 0.79
18.80 0.63 -0.74 0.87 072
200 -100 1ho 18,30 .55 078 0.4 D5
' ' x = -.05 15.00 D45 -0.82 1.00 D55
15.10 039 -D.85 106 .51
19.20 031 -0.88 1.10 D43
N 1930 .22 -0.89 114 035
T 19.40 0.13 -0.30 118 0.29
15.50 0.04 -0.91 1.20 .22
19,60 -0.05 -0.91 122 D15 W

Figura 4.10: trajetdria.

e Dica 01: Para os alunos visualizarem a trajetdria acima eles devem
ir a aba superior, clicar no item Grafico, construir X = y e apertar
no botdo Auto Escala:

@] Modellus - Novo Documento

Inicio Variavel Independente Modelo Grafico Tabela Animagio Notas

X v y v w w - % Auto Escala Pontos 1‘{ Zoom =9
[ Casol v | |||@ Azul + | M Roxo w ||M Vermelho v ||M Cinzento E# Escalas Iguais |Espessura |1 v -

Copiar
O Casol ~ | @ Caso2 ~ || @ Caso2 ~ | |E Caso2 v @ Ver v Imagem
Horizontal Eixo Eixo Vertical Opgoes Modo Transferén...

Figura 4.11: grafico.

e Dica 02: Para os alunos visualizarem a tabela com os valores de
T, Y, Uy € vy, por exemplo, devem clicar no item Tabela e escrever
0 que querem que a tabela apresente. Na figura abaixo estdo as

grandezas mencionadas:

@ Modellus - Nove Documento

Inicic Varidvel Independente Modelo Grafico Tabela Animagao Motas
Meostrar cada (passos) [ 1.0 t w|x w || v ||y v [ vy " B
Barras H Azul ~ |l Vermelhe » ||H Cinzento  ||H Cinzente ||l Preto w C;;r
Escalas Iguais O Casol v | Casol v | |0 Casol w | |0 Casol w | |0 Casol w Tabela

Opcies Tabela Transfer...

Figura 4.12: Criando tabela com Modellus.
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Etapa 7:

Com essa atividade os alunos poderdo ver que a trajetria de um planeta
ao redor do Sol € eliptica quando consideramos que a forca atuante €
do tipo F = —k/r?# (considerando que a sua velocidade orbital seja

sempre inferior a velocidade de escape).

Agora seguiremos para a segunda atividade da aula: a 6rbita de Mer-
curio. Os planetas sofrem, além da forga gravitacional, a acdo de uma

forca perturbativa f(r), também central:

GML?

——
mric?

flr) = -3

sendo L a intensidade da componente do momento angular ortogonal ao

4.5)

plano da orbita, constante durante a trajetoria e ¢, a velocidade da luz
no vacuo. A priori, o professor pode apenas forcar esse termo adicional
para a realizacdo dessa atividade. Depois que os alunos obervarem o
que aconterd com a trajetdria, o professor podera explicar a origem da

perturbacdo e a sua importﬁncia

Sendo assim, a for¢a que atua em Mercurio pode ser representada como:

GM GMIL?
F=-— KL 7, (4.6)
r2 mrd c?
ou ainda, fazendo k = GMme v = 3%‘?2, onde k e v sdo constantes,

podemos reescrever a equacao anterior de uma forma mais simples:

F:—(k+7>ﬁ. 4.7)

7"2 7«4
Seguindo 0 mesmo raciocinio da atividade anterior, escreveremos entao

as componentes da forca que atua em Mercurio:

x x .
no (ki ) 69

€

'No capitulo Precessdo desse trabalho h4 um texto com essas informagdes. Caso o professor
queira, também pode recorrer as referéncias [2,4L|5], por exemplo.
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_( Y
Fy—( k(x2+y2)3/2

) N
)t @

No Modellus, as equacdes que representardo a trajetéria de Mercurio

estdo na figurad.13}
dx
dr = WX
d r — ks
dt =¥y
dvx [
AL 5BV
ar X X )
ddr cyx(x24y2)

y(-1.5
.][ )

-0.1 xxx[/\f:+}=:](_1'€]
[_1'51—11.1><}-'><[x3+:r.-3]|:_3'€]

Figura 4.13: Como estamos preocupados com a parte qualitativa — o aluno obser-
var que a Orbita ndo fecha — o professor pode explicar aos aluno que, ao colocar
as equagdes no programa, a forga perturbativa deve ter médulo bem menor que a
gravitacional e, para garantir que isso aconteca, multiplicou o termo perturbativo
por 0.1. O professor pode mostrar que, para cada valor que escolher multiplicar
esse termo, a Orbita serd diferente e que, para valores muito pequenos, a Orbita

parece que é fechada.

Etapa 8: Uma vez escritas as equagdes no programa, basta apertar o botdo inter-

pretar, colocar as mesmas condigdes inicias da primeira atividade (4.9)

a mandar rodar.
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L1000

050

-1.00 -0.50 0,00 0.50 1,00
1 1 1

w=-0 :1:- ----------- 2

=050

J-1.0n

Figura 4.14: Orbita com precessio.

Etapa 9: Pede-se para os alunos interpretarem a trajetdria calculada pelo pro-
grama. O objetivo € que percebam que continua sendo uma elipse, mas
que nao fecha. Entdo, apds essa conclusdo, o professor explica que essa

perturbacdo causa uma precessao na Orbita.

e Para o professor e para o aluno Precessdo: Dizemos que uma
orbita precessa quando o periélio muda de posi¢do com o tempo.
Assim, a Orbita ndo fecha. Todos os planetas apresentam preces-
sdo, um mais, outros menos, pois ndo sofrem acdo apenas da forca
graviatcional planeta - Sol. No caso do Mercurio, por exemplo,
ele sofre for¢a dos outros planetas, do seu satélite e o fato de o
Sol ndo ser perfeitamente esférico também influencia. A tabela[d.2]

mostra detalhadamente os fatores que influenciam a precessao de

Merciirio:
Precessao (segundos de arco por século) Origem
531,4 efeito gravitacional dos demais planetas
0,0254 o fato de o Sol ser oblato
43 relatividade geral

Tabela 4.2: Origens da precessao do periélio de Mercurio.
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Etapa 10: As principais atividades foram feitas. Essa ultima € apenas mais um
exemplo de precessdo, onde o professor pode sugerir mudar o parametro
0.1 para 0.01. Assim o efeito fica quase que imperceptivel. O impor-
tante € manter o segundo termo muito menor que o primeiro. A trajeto-

ria, nesse caso, apresentard uma preccessdo menos acentuada, conforme
mostra a figura .15}

—+1.00

=0.50

-1,00 -0.50 0.00 0.50 1,00
] ]

y=-0, 05 - -4

050

J-1.00

Figura 4.15: O fator multiplicativo 0.01 garante que a perturbagao seja bem pe-
quena, parecendo que a dorbita € limitada e fechada. Apds pedir para que os alunos
facam esse exemplo, o professor pode comentar que, de fato, a precessdo causada
pelo efeito relativistico é bem pequena e, mesmo em Merctrio, planeta que, pela
proximidade com o Sol, sofre mais com esse efeito, a precessao € de aproximada-
mente 43 segundos de arco (vale a pena explicar a relagdo entre segundo de arco
e grau para os alunos) a cada cem anos.

Usando a ferramenta zoom € possivel ver com mais clareza que, apds
algumas voltas, o planeta nao retorna ao ponto inicial, ou seja, que a

orbita ndo fecha, como mostra a figura [4.16}
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Figura 4.16: A figura representa uma ampliacdo de parte da trajetéria da figura
4.T5] mostrando uma pequena perturbagio nessa Orbita.

Assim, usando o Modellus, o professor poderd trabalhar a 1* lei de Ke-
pler e o fendmeno da precessdo com seus alunos de uma maneira nao
tradicional (uma aula menos expositiva), dando maior liberdade aos alu-

nos, tornando-0s menos passivos € mais participativos na sala de aula.
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Conclusoes

Nesse trabalho estudamos a gravitacao universal, as trés Leis de Kepler e diferen-
tes métodos para calcular a precessao da 6rbita de Mercurio devido a contribuicao

relativistica.

Esperamos que os argumentos e os cdlculos mostrados aqui sejam de leitura agra-
davel aos professores de Fisica e que o fato de termos descrito diversos métodos

seja util de alguma forma.

O objetivo principal ao trabalhar o tema precessdo em um turma heterogénea,
como sdo as turmas de ensino médio nesse pais, de modo geral, é apresenta-lo
de maneira mais qualitativa, usando o Modellus. Dessa forma o professor pode
tornar a sala um ambiente mais promissor a uma aprendizagem mais significativa,
inclusive para os alunos que ndo se afeicoam pela Fisica ou pela drea de Ciéncias

da Natureza.

Ap6s os dois primeiros capitulos, apresentamos algumas aplicacdes em sala de
aula, como uma lista de exercicios e alguns exemplos de usos do programa de si-
mulacdo computacional Modellus. Essa dissertacdo, que conta com a parte tedrica
e com a parte pratica, € voltada para o professor que quer explorar o assunto de

precesséo nas suas aulas.
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Todas as aplicacdes sugeridas foram usadas em turmas da 1* série de Ensino Mé-
dio e, além disso, o tema Conicas e leis de Kepler foi abordado em um semindrio
no IFFluminense e no museu Espaco Ciéncia Viva (ECV), como forma de divul-

gacdo cientifica, para o publico em geral.

Meus alunos foram, de modo geral, muito bem nas avalia¢des no ultimo trimestre.
Acredito que melhor que o professor simplesmente enunciar a 1? lei de Kepler, por
exemplo, € deixar o aluno ver o que acontece quando uma particula sujeita estd
uma forga central inversamente proporcional ao quadrado da distancia. Os cal-
culos sdo muito complicados para alunos de ensino médio. Sdo apenas para o
professor entender a matematica por trds do programa Modellus. Percebi que a
reacdo dos alunos ao rodar o programa e ver uma Orbita eliptica tracada na tela do
computador foi muito positiva. Conforme uns iam acabando queriam me mostrar
e de modo muito entusiasmado. E a mesma reacdo se estendeu quando trabalhei
com os alunos a ideia de pequena perturbagdo central, causando precessao na tra-
jetéria. Os primeiros alunos que acabaram essa 2* atividade se mostraram bastante
surpresos com o que aparecia na tela. Conforme os outros iam acabando, podia-

mos discutir com mais riqueza e de maneira qualitativa o que estava acontecendo.

Essa experiéncia didatica me leva a crer que a possibilidade de esses alunos esque-
cerem a * lei de Kepler € muito menor que se eles tivessem tido contato com esse
tema com uma abordagem mais tradicional, no quadro, apenas com a enuncia¢ao
da lei. Deixar o aluno fazer, aumentando seu grau de liberdade, ¢ um caminho

para uma aprendizagem mais significativa.

Em relacdo a Niburu, os alunos com maiores dificuldades matemadticas precisa-
ram da minha ajuda no decorrer da atividade para fazer as equacdes que envol-
vem poténcia. As minhas turmas tinham uma variedade muito grande de alunos
no sentido de solidez em suas bases matematicas contruidas ao longo do ensino
fundamental. A escola, I[FFluminense campus Padua, até a presente data, possui
apenas duas modalidades de ensino: Ensino Médio Técnico e Integrado e o PRO-
EJA e encontra no interior do Estado do Rio de Janeiro, ficando estampado para

no6s, docentes da escola, os problemas da educagio publica bésica da regido. Mui-
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tos alunos chegam com dificuldades de leitura e de matemética basica (conteidos
que alunos que concluiram o ensino fundamental deveriam saber como: m.m.c.,
equacgdo de 1° grau, geometria plana, por exemplo). Digo isso porque mesmo com
alunos que estavam em processo de recuperacdo de conteidos mateméticos, con-
seguimos, juntos, realizar a atividade e o resultado nas avaliacdes escritas foram
positivos. Na 1? turma que fui fazer essa lista percebi, logo nos primeiros minutos,
que alguns alunos estavam com essa dificuldade na matemaética. O que fiz antes de
prosseguir foi dar uma breve explicagdo, com exemplos, de como trabalhar com
poténcia e raiz. Entdo, uma dica: professor, se a sua turma mostrar dificuldades na
matematica envolvida na resolucdo de exercicios que envolvam 3? lei de Kepler,
use um tempinho inicial da aula para trabalhar algumas propriedades de poten-
ciacdo e radiciagdo. Se puder, peca para que o professor de matemadtica trabalhe
esse contetido na mesma semana. Uma grande vantagem desse campus que traba-
lhei € que nos trés dias que eu lecionava (terca, quarta e quinta) havia pelo menos
um professor de matematica que dividia turmas comigo e a comunicagao entre as
equipes era muito boa. Assim, no dia seguinte apds ter feito a lista com eles, o
professor de matematica trabalhou poténcia com eles e ainda aplicou o contetido
calculando o periodo de translacdo de Marte (em anos terrestres) ao redor do Sol.
Se achar que os alunos continuaram com dividas mesmo ap6s todos esses recur-
sos, uma op¢do pode ser criar uma lista com 5, 6 exercicios, para que continuem
estudando em casa. Combine com eles uma data de entrega. Uma semana, por
exemplo. Assim ndo irdo deixar a matéria de lado. Eu também disponiblizava
2 horas semanais para tirar ddvidas dos alunos. Essa pratica € comum nos Insti-
tutos Federais. Caso haja essa possibilidade na sua escola e tenha carga hordria
disponivel, os alunos s6 terdo a ganhar. Muitas escolas particulares onde trabalhei
contam com o servi¢co de monitoria, onde o aluno pode tirar suas dividas e mater
seus estudos em dia, mas acredito que essa realidade € distante das encontradas

nas escolas publicas estaduais, por exemplo.

Por fim, esperamos também que esse tema seja de interesse de varios professores
e que possam usar esse trabalho ndo s6 como referéncia tedrica, mas também que
possa reproduzir as atividades aqui propostas, fomentando a aprendizagem em

Fisica.
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Um argumento de plausibilidade

para a gravitacao universal

Hé duas maneiras bem testadas de introduzir a lei da gravitagdo universal aos
alunos: 1) comecando com a lei de Newton da gravitacdo universal, descrevendo
como ela foi descoberta e como ele funciona, e depois discutir algumas de suas
implicacdes e, posteriormente, trabalhar as trés leis de Kepler; ii) seguir a "ordem
cronoldgica”, comecando com as leis de Kepler do movimento planetdrio como

empiricas e prosseguir com a discussao da lei de Newton da gravitacdo universal.

Em ambas as abordagens, em algum momento apds a introducdo qualitativa, a
expressao matematica da magnitude da lei da gravitacdo universal de Newton é
apresentada e suas principais caracteristicas sao discutidas. Entretanto, indepen-
dentemente da ordem escolhida pelo professor, ao introduzir esta lei fundamental
da natureza aos alunos argumentando com exemplos de plausibilidade apropria-
dos pode propiciar uma maior possibilidade de compreensao dos alunos sobre este

importante tema da Fisica.
Argumentos de plausibilidade para a lei de gravitacdo universal podem ser encon-

trados em alguns livros didaticos de nivel universitario como, por exemplo, em [2]

e [[27]], mas no nivel médio é mais dificil de encontrar.
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No que se segue, analisamos alguns exemplos de plausibilidade que podem faci-
litar a introducdo da lei de Newton da gravitacdo universal na sala de aula. Dessa
forma, esse apéndice dedica-se a apresentacao de um roteiro para o professor que
queira apresentar argumentos de plausibilidade para a Lei da gravitagdao universal
em sala de aula. Para facilitar, foram elaboradas etapas, sugestdes de sequéncia
de raciocinio a apresentar aos alunos. O texto escrito a seguir, nesse capitulo, deu

origem ao trabalho [1]].

ETAPA 1: Ao iniciar a aula o professor pode perguntar aos alunos como é o mo-
vimento da Lua em relag¢do ao planeta Terra. Esse serd o nosso ponto
de partida. A Lua realiza um movimento aproximadamente circular
(consideraremos circular) ao redor da Terra. Apds essa conclusdo, a
proxima pergunta serd: se a Lua estd realizando uma trajetoria circu-

lar, qual é o médulo da sua aceleragdo?

A expectativa € que os alunos relembrem que, em um movimento
circular com médulo da velocidade constante, 0 médulo da aceleracao

(centripeta) a é:

a=—, (A.1)
T

Aplicando a equacdo acima ao problema Terra - Lua, v corresponde
ao modulo da velocidade orbital da Lua e r a distancia entre os astros

(raio orbital), conforme mostra a figura a seguir:
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Lua

TERRA

Figura A.1: Sistema Terra - Lua.

Podemos ainda relacionar a velocidade v com o periodo orbital 7™:

2
v = %r. (A2)

Substituindo na equagdo (A.T), temos o médulo da aceleragdo da Lua

em funcdode 7" e 7:

a= (%)2 7. (A.3)

Para 0 nosso problema, r = 3,8.105me T = 2,4.10%s. Entdo;

a=2,6.10"3m/s?.
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ETAPA 2: Calculada a aceleracdo que a Lua estd submetida, iremos relaciond -
la com o valor da gravidade na superficie terrestre:
T (A4)
g 98 T ‘
Por outro lado essa distancia r € cerca de 60 vezes o raio R da Terra,
como Newton ja sabia. Assim:
R? R?
72~ (60R)2 3600

Observando os valores encontrados nas duas relagdes, podemos infe-

=2.8.107% (A.5)

rir que:
a R?
5 ~ 2 (A.6)
ou ainda:
R2
a = gT—Q. (A7)

Segue entdo da 2% Lei de Newton que:

RQ
ma = mgr—z, (A.8)

onde m € a massa da Lua. Concluimos que a forca F' a qual a Lua

estd submetida € dada por:

F=mg— (A.9)
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ETAPA 3: A partir daqui faremos duas hipdteses importantes:

1: F'deve obedecer a 3* Lei de Newton. Analisando a equacdo (A.9)
sob a dtica desse ponto, podemos escrever que g deve ser propor-

cional a M

ga M.

2: Terra comporta-se como um ponto massivo. Com isso o termo
R? que diz respeito 2 geometria de Terra ndo deve aparecer no
resultado final. Combinando isto com a hipétese anterior, temos

que:

M
— —=g=CG

90 7 (A.10)

R?’
onde G é uma constante de proporcionalidade cuja dimensao é:

m kg 3
i i = _ A.l11
52 C] m? ~ [G] kg.s? ( )
Portanto:
P MRZ_ GMm' (A12)

=m — =

RZ r2 r2
A atividade acima € um exemplo de como o professor pode trabalhar em sala de
aula determinado tema dentro da gravitacdo. O professor pode fazer com que os
alunos obtenham a Lei da gravitacdo por meio de um método heuristico simples,

preparando um roteiro, de modo que as perguntas conduza-os para o objetivo.

Segue abaixo o roteiro exemplo:

a) Calcule a aceleracdo da Lua em relagdo a Terra. O raio da 6rbita da Lua vale

3,8.10% m e o periodo de translagdo da Lua ao redor da Terra vale 27,3 dias.

b) Calcule a razio ., onde g=9.8m/s>
g
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c) Newton sabia que o raio da drbita da Lua em relagdo a Terra é aproximada-

mente 60 vezes o raio da Terra, i.e.: » = 60R. Mostre que:

(A.13)

~
~

R2
r2’

SSNIES

d) Mostre que a forca que a Terra exerce sobre a Lua é dada, em mdédulo, por:

2
F=mg-—, (A.14)
r

onde m é a massa da Lua.

e) Mostre que:

e [ deve obedecer a terceira Lei de Newton (a¢do e reacdo);

e A Terra deve ser tratada como um ponto, o que leva a relagao de propor-

cionalidade abaixo:

M
9 pse (A.15)
onde M € a massa da Terra.
M
f) ApOs as conclusdes até aqui, mostre que F' « ;’n
r

Para transformar a proporcionalidade (« ) em igualdade (=) precisamos de uma

constante que vocé pode indicar por GG. Segue entdo que:

GMm

F= 2

) (A.16)

Calcule também qual a dimensdo de G .
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Nibiru

O objetivo dessa atividade € mostrar como funciona a 3* Lei de Kepler e escrevé-la

sob a forma admensional.

EXERCICIO 1. Enuncie a 3* lei de Kepler.
Resolucao

A 3% lei de Kepler nos mostra que a razdo entre o quadrado do
periodo orbital de uma planeta qualquer do Sistema Solar 72 e

o cubo do semi-eixo maior de sua 6rbita a® é constante, ou seja:

T2
) = constante, (B.1)
4 2
GM.
neta do Sistema Solar. Podemos, ainda, escrever a 32 lei sob a
. . ) T?
forma adimensional, uma vez que podemos igualar a razao —-
a

sendo essa constante igual a e vélida para qualquer pla-

de um planeta qualquer do Sistema Solar com a da Terra:

T2 2
= a% (B.2)
IS

ou ainda, reorganizando:
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T2

= 1. (B.3)

O&v‘ gw‘oﬁo‘

Fazendo T%/T% = p* e a’/a} = ¢, a equagdo anterior pode

ser reescrita sob uma forma mais simples:

o (B.4)

Essa razdo, como veremos na tabela (B.2), ¢ vdlida para todos

os planetas do Sistema Solar.

EXERCICIO 2. A energia mecdnica do sistema Sol-planeta Mostre que para
uma Orbita circular de raio R, a energia mecanica do sistema

Sol — planeta é dada por

_GM{;m

E:
2R

(B.5)

Resoluciao:

Primeiramente comegaremos com a equacao da energia meca-
nica:
1 GM{}m
E=-my — ———.
2 R

Para orbitas circulares, teremos que a forga gravitacional € jus-

(B.6)

tamente a resultante centripeta do movimento. Logo:

2

wmu® GMM N 02— GM{}

R R? R
onde v € o médulo da velocidade orbital do planeta nessas con-
digdes. Substituindo a equagio (B.7)) na concluiremos que

a energia mecanica do sistema Sol - planeta vale:

(B.7)
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1
=-m

2

R

GM%»} GMg:}m_ G]\/[g:}m

R 2R (B8)

Um célculo da energia total que leva em conta o fato da 6rbita

de um planeta em torno do Sol ser na verdade uma elipse nos

mostra que o raio da Orbita circular deve ser substitui do pelo

semi-eixo maior a, resultando em (2.77)).

EXERCICIO 3. A Tabela mostra os valores para os semi-eixos maiores €

periodos em anos terrestres dos oito planetas do Sistema Solar.

A dltima linha diz respeito a um planeta hipotético que discu-

tiremos no proximo exercicio. Complete a dltima coluna da

tabela.
Planeta a/as T/Ts p*/¢®
Mercurio 0,387 0,241 ?
Vénus 0,723 0,615 ?
Terra 1,000 1,000 ?
Marte 1,524 1,881 ?
Japiter 5,204 11,862 ?
Saturno 9,582 29,457 ?
Urano 19,201 84,011 ?
Netuno 30,047 164,79 ?
Nibiru ? ? ?

Tabela B.1: A terceira lei de Kepler e o Sistema Solar ( [[8]).

Resolucao:

Para resolvermos esse exercicio basta realizarmos a operagao

p?/q® para cada planeta. E de se esperar, conforme vimos no 1°

exercicio, que essa razdo seja igual a 1 (ou bem préxima de 1)

para qualquer planeta do Sistema Solar. Vejamos:
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Planeta  a/ay T/Ts /¢
Mercurio 0,387 0,241 1,002
Vénus 0,723 0,615 1,000
Terra 1,000 1,000 1,000
Marte 1,524 1,881 0,999
Japiter 5,204 11,862 0,998
Saturno 9,582 29,457 0,986
Urano 19,201 84,011 0,997
Netuno 30,047 164,79 1,001
Nibiru ? ? ?

Tabela B.2: Razdo p?/q¢® dos planetas.

EXERCICIO 4. Use os dados da Tabelae faca um grafico em escala log-log

no qual no eixo horizontal sdo representados os valores de p? e

no eixo vertical os valores ¢>. Identifique cada ponto do gréifico

com o planeta correspondente.

Resoluciao:

Para identificarmos cada planeta, vamos acrescentar a tabela os

valores de log ¢? e log p? correspondentes:
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Planeta a/as T/Ts p*/q® log ¢® log p?

Mercurio 0,387 0,241 1,002 -1,237 -1,236

Vénus 0,723 0,615 1,000 -0,423 -0,422

Terra 1,000 1,000 1,000 0 0
Marte 1,524 1,881 0,999 0,549 0,549
Jupiter 5,204 11,862 0,998 2,149 2,148
Saturno 9,582 29,457 0,986 2,944 2938
Urano 19,201 84,011 0,997 3,849 3,849
Netuno 30,047 164,79 1,001 4,433 4,434
Nibiru ? ? ?

Tabela B.3: log p? e log ¢* dos planetas.

A partir dos valores acima, podemos plotar o grifico log ¢° e

log p?:

et

/

# Sériel
Linear (Sériel)

Log p*

Figura B.1: Gréfico log ¢* x log p?.

Outro gréfico interessante para que os alunos construam é o
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log g x logp. A partir desse grafico, os alunos podem extrair
a 3% let de Kepler. Veja o resultado na figura abaixo

30 | | | | | ] || | 1 |

N
| |
20+ = -
.
1.0 - -
. | |
0.0} = -
||
-
-1.0 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1
06 0.2 0.2 0.6 1.0 1.4

Figura B.2: Gréfico log ¢ x log p é uma reta cuja tangente vale %, comprovando a
3% lei de Kepler Z—z = constante.

EXERCICIO 5. Nibiru ou o Planeta X De acordo com uma tradugio e interpre-
tacdo peculiares do escritor e estudioso amador, Zecharia Sit-
chin (1920-2010), os sumérios reconheciam a existéncia de 12
planetas, os atuais oito planetas do Sistema Solar mais Plutao,
0 Sol, a Lua e um décimo segundo planeta chamado Nibiru. De
acordo com Sitchin, o periodo orbital de Nibiru seria de 3 600
anos terrestres e sua massa igual a 10 vezes a massa da Terra.
Ainda de acordo com Sitchin, a drbita eliptica de Nibiru se-
ria muito alongada, isto €, sua excentricidade seria proxima da
unidade. Os estudiosos profissionais da cultura sumeriana e da
escrita cuneiforme descartam como erroneas as traducdes e as
interpretacdes de Sitchin, e os astrondmos descartam a existén-

cia de Nibiru. Suponhamos, porém, que Nibiru seja um planeta
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real.
10—+
-40 -30 -20 -10
1 | ] | N
T I 1 ] NV
10+

Figura B.3: A drbita excéntrica de Nibiru e 6rbita quase circular da Terra.

(a)

(b)

Calcule o semi-eixo maior da Orbita de Nibiru.
Resolucao:

Conforme vimos anteriormente, no 1° exercicio, todos os

planetas do Sistema Solar obedecem a relacdo (B.2), entéo:

a3

3 2/3 ~
seoE — % = a=3000" a0y ~234892as.

(B.9)
Observando a figura[5] podemos ver que a menor distancia
entre Nibiru e o Sol é da ordem de um semi-eixo terrestre.

Calcule a excentricidade da orbita de Nibiru e compare-a

com a excentricidade das Orbitas da Terra e de Marte.
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Resolucao:

A resolucdo desse exercicio permassa pelo calculo geomé-
trico da excentricidade ¢ de uma elipse, conforme mostra a

equagdo abaixo:

b2 ag
EZH:J“%OOW =  €=0,999.

(B.10)

Perceba, fazendo uso da figura (5]), que o semi - eixo menor

na oOrbita de Nibiru b é da ordem de semi - eixo maior da
orbita da Terra ag. Assim, podemos considerar, por simpli-
cidade, que b = ay.

Em uma elipse, 0 < ¢ < 1. Para e = 1, a trajetdria é
uma pardbola. Assim, podemos dizer que sua Orbita € quase

parabolica.

(c) Complete a dltima linha da Tabela 1.
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Resolucao:

Planeta  a/as T/Ts p*/¢°

Mercurio 0,387 0,241 1,002
Vénus 0,723 0,615 1,000
Terra 1,000 1,000 1,000
Marte 1,524 1,881 0,999
Jupiter 5,204 11,862 0,998
Saturno 9,582 29,457 0,986
Urano 19,201 84,011 0,997
Netuno 30,047 164,79 1,001
Nibiru 234,892 3600 1,000

Tabela B.4: Nibiru.

(d) Mostre que a magnitude da velocidade de Nibiru em qual-

quer ponto da 6rbita € dada por

v:\/zGM{;y (1—21>, (B.11)

r a

onde v = ||v|| e r € a distancia radial entre o Sol e o planeta.
Resolucao:

A energia cinética K € dada pela diferenca entre as energias

mecanica £ e potencial U:

K=FE-U. (B.12)

Fazendo uso da equacdo (2.77) e sabendo-se que:

1 GM.
Kzimv2 e U:—iﬁ}m7

podemos reescrever a energia cinética como:

(B.13)
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1 GM GM
St = T (—W> , (B.14)
2a r
entdo:
Joon (- 1) s
v = -——). .
H\r T 24
Calcule v para a menor distancia entre Nibiru e o Sol (o pe-
riastro).
Resolucao:

Usando a relacdo doe exercicio anterior e substituindo 7 por

ag, a menor distancia entre Nibiru e o Sol, teremos que:

v = \IQGM{} <1 - 1), (B.16)

ag 2a

onde, conforme calculamos anteriormente, o semi-eixo maior
da 6rbita de Nibiru ao redor do Sol é a = 36002%/3 as. As-

S1um:

1 1 2G My 1
—J2oMy (— = | = -
§ J M <a5 2.36002/3a5> J ax ( 2.36002/3)’

(B.17)
ou ainda:
2G M
v = 0,999 L2 (B.18)
ag
Sendo G = 6,67.107 f}ggf; M =1,989.10° Kge as =

1,521.10° m, a velocidade de Nibiru no ponto quisto é:

v~ 417 Km/s. (B.19)
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Como trata-se do ponto mais proximo do Sol, essa € velo-

cidade orbital maxima de Nibiru.

Figura B.4: Os sumérios, como quase todos os povos da antiguidade, reconhe-
ciam 7 planetas: Utu (o Sol), Nanna (a Lua), Enki (Mercurio), Inanna (Vénus),
Gugulanna (Marte), Enlil (Jupiter) e Ninurta (Saturno). Zecharia Sitchin afirma
que a tableta representa os oito planetas do Sistema Solar mais Plutdo, Sol e Lua.
O 12° planeta, mostrado no detalhe, € Nibiru. Na verdade, de acordo com os es-
tudiosos, o que estd sendo representado € um grupo de estrelas. A estrela central
ndo representa o Sol.
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Como a elipse é a conica mais importante para o problema de Kepler facamos

uma breve revisao da sua defini¢do geométrica e das suas principais propriedades.

2b

Figura C.1: A elipse.2a é a reta que passa pelo dois focos F' e F”, chamada de
eixo maior e, portanto, a € o semi-eixo maior; 2b é o eixo menor, segmento de
reta perpendicular ao eixo maior, dividindo-o ao meio e, assim, b é o semi-eixo
menor; 2c¢ a distincia entre eles; s € a distincia entre o foco F' e a reta diretriz
¢. O segmento de reta [, perpendicular ao eixo maior que vai do foco F' até um
ponto da elipse € o semilatus rectum. A soma de qualquer ponto P da elipse até
seus focos PF + PF’ = constante.
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Os elementos principais da geometria da elipse estdo definidos na Figura [C.I]

Observe que a seguir faremos uso de duas defini¢des equivalentes para a elipse.

DEFINICAO 1: foco + diretriz:
|[FP| =¢€|PL]| (C.1)

Da Figura[C.1|segue que
|[FP|=r;

|Pl| = s —1r cosb,

e da Definigdo 1:

r=e€e(s—r cosb),

logo
€S
S C2
"T1tecost €2
ou .
S€
- C3
r (1+e€cosh) (3)
Agora:
1
=— (1+¢); (C4)
Ton  SE
e
(-9 ©3)
=— (1—¢€); .
Twie  SE ’
Tméx + Tmin - 2a/ (C'6)
Segue que
y 1
Pmax +e C.7)
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e
Tte — T
— max min . C.8
‘ 7,méx + 7,ml’n ( )
Da Figura vemos que
c _I_ T = @5 (C’9)
Thex — C = Q4 (C.IO)

Com estas duas equagdes podemos mostrar facilmente que

Tmax — Tmm .

= — C.11
¢ 5 (C.11)

segue entao que

,rméx - /rmin o 20

= = — C.12
AT 20 (12
ou
e= S (C.13)
a
DEFINICAO 2: dois focos:
|F'P|+ |PF| = 2a. (C.14)
Da Figura[C.1]
r +r = 2a. (C.15)

Para o ponto P’ da Figura[C.1], 7" = r, logo, como 2r = 2a, segue que r = a, e

LR S S ) (C.16)

logo,

(C.17)
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EQUIVALENCIA:

r 4= 2a; (C.18)

" = (2c+7 cosh)’ +r? sin?0

= 4¢® + 4er cosO + 12 cos? 0 + r? sin? 6

= 4¢® + der cos + 2.

r'=2a—1; (C.19)
(2a —r)* = 4¢* + der cos O + 12, (C.20)
Efetuando e simplificando:
a(1—¢)
= — C.21
14 € cosf ( )

Segue que as duas defini¢des sdo equivalentes se fizermos a identificagdo:

se=a (1 ~ 62) . (C.22)

O SEMILATUS RECTUM DA ELIPSE:

Da equagio (C.21) fazendo 0 = 7/2 temos:

r=k=a (1—€2>;
logo, em termos do semilatus rectum

P (C.23)

1 — €2

Como €2 = (a® — b?)/b?, segue que:

(C.24)



Apéndice C. A elipse

Segue também que a equacdo da elipse em coordenadas plano-polares com origem

no foco F' também pode ser escrita como:

lx
P=—.
14 €cosf

No problema de Kepler, o semilatus rectum é relacionado com o momento angular.

(C.25)

Voltando a equagao[2.57 podemos ver que:

L2
mao

= Iy (C.26)
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Apéndice D

O Sistema Solar

D.1 Introducao

Com o objetivo de promover uma integracao entre universidade, museu e socie-
dade, o Espacco Ciéncia Viva realiza atividades temdticas todo ultimo sabado de
cada més. Sao os sdbados da ciéncia. O publico € livre, qualquer idade.

No sdbado dia 28 de maio de 2016 realizei uma apresentacio para o publico, apre-
sentando os planetas do Sistema Solar, a geometria de suas drbitas e um pouco so-

bre a Via Léictea e o nosso Universo. Esse apéndice é um resumo dessa atividade.

D.2 Resumo da atividade

O planeta em que viviemos € o planeta Terra, que € apenas um dos 8 planetas do
Sistema Solar. Na ordem (do centro de forca para fora): Mercurio, Vénus, Terra,
Marte, Jupiter, Saturno, Urano e Netuno.

Além desses planetas, existem 5 planetas andes no Sistema Solar. O principal
deles € o Ceres. Os outros (incluindo o Plutao) possuem 6rbitas muito distantes do
Sol. O Sedna, cuja 6rbita estd representada na figura ainda nao € considerado
um planeta ando.

Primeiramente foi apresentado aos visitantes um slide (a apresentacdo foi em
power point, concectando o laptop a televisdo através de um cabo HDMI) com

a ilustracdo abaixo, muito comum em livros didaticos. O tamanho dos planetas
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e as suas respectivas distancias em relacdo ao Sol estdo completamente fora de

escala. Mas essa ilustracao facilita a visualizacdo dos planetas e de suas Orbitas.

Figura D.1: Ilustracdo do Sistema Solar

No dois proximos slides foram apresentadas as Orbitas dos planetas em escala.
Com esse modelo fica impossivel visualizar os planetas (o Sol ndo passa de um
ponto), mas assim os visitantes podem ver a geometria de cada 6rbita e a distancia

dos planetas ao Sol.

106



Apéndice D. O Sistema Solar

Inner Cuter
Solar System | | e Solar System

Orbit of
Sedna

Figura D.2: 6rbitas dos Planetas do Sistema Solar

Antes de falarmos de movimento dos planetas temos que discutir a ideia de mo-
vimento. Através de perguntas ao publico, a construcdo de um referencial foi
surgindo. O movimento depende do referencial. Apds chegarmos juntos a essa
conclusdo, podemos avangar para a proxima etapa: o movimento dos planetas.
Para um observador em repouso em relagdo ao Sol, a 6rbita dos planetas € quase
um circulo. Quase. Para mostrar esse quase fiz uma simulacdo ??, usando o
programa Modellus, da 6rbita de Mercurio [28]. Podemos observar que a Orbita
ndo é, de fato, circular, mas sim uma elipse . O préximo slide mostrava a diferenca
entre um circulo e uma elipse. Muitos participantes ficaram surpresos (os pais,
principalmente), pois achavam que as orbitas possuiam uma excentricidade maior
(muito por causa de gravuras em livros).

Na verdade, a 6rbita de Mercurio, mesmo sendo quase circular, é a que tem maior

excentricidade. A Terra, por exemplo, possui uma 6rbita mais parecida com um
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circulo que a de Mercurio. Depois, usando novamente o Modellus, mostrei uma
simulagdo da 6rbita de Mercurio sofrendo uma pertubacao central Como essa
perturbacdo (Problema de Kepler Perturbado), a érbita passa a precessar [26].
"Mas que perturbacdo é essa?"Essa pergunta foi feita por um dos participantes.
S6 o fato de o Sol ndo ser perfeitamente esférico ja é um motivo. A verdade
€ que as orbitas de todos os outros planetas apresentam precessdao, nao sé pelo
motivo anterior, mas também porque os planetas influenciam no movimento uns
dos outros. Mas a simulacao foi apenas adicionando uma forc¢a central na ordem
de Fa— r%f', referente a correcdo relativistica a precessao da érbita de Mercurio.
O Sol ¢ tdo grande e massivo (em relagdo aos planetas do Sistema Solar) que ele
deforma o tecido do espaco tempo ao seu redor. Esse efeito € sentido por todos
os planetas e, principalmente, por Merctirio, devido ao fato de ser o planeta mais

préximo do Sol.

1 4.00

10T SR OB oo 2.00 4.00
] it it}

1-an0n

Figura D.3: Simulag¢do de uma orbita de um planeta (Mercurio, por exemplo)
sob acdo apenas da forga gravitacional newtoniana exercida pela Sol, usando o
programa Modellus
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Figura D.4: Problema de Kepler Perturbado.

Além de 8 planetas e 5 planetas andes, existem centenas de satélites, milhares
de cometas e centenas de milhares de asterdides no Sistema Solar. Quando um
cometa, por exemplo, passa perto de um planeta (ou até mesmo do Sol), a sua tra-
jetdria passa a ser influenciada pelo campo gravitacional local. O mesmo acontece
com a Terra e o Sol, por exemplo. O Sol € tdo pesado (sua massa € aproximada-
mente 300 mil vezes a da Terra) que atrai outros corpos que estao ao seu redor. A
Lua gira ao redor da Terra pelo mesmo motivo. Assim, mostrei a érbita do dois
cometas: Eleniin e Jacques (o 1° foi descoberto pelo astronomo amador russo Ele-

nin [29] e 0 2°, por um astronomo amador Jacques, no Brasil, Minas Gerais [30]).

Foi mostrado o video de uma gravac¢do de um simulador de 6rbita disponibilizado
no site da NASA [31]]. Este simulador permite, entre outras coisas, ver a trajetoria
de cometas no Sistema Solar. Nesse video podemos ver o dia em que esse cometa
teve aproximacao maxima em relacdo a Terra. Essa cometa tem uma trajetoria
hiperbdlica, como mostra a figura[D.5] Ja o cometa Jacques possui uma trajetdria

parabdlica, apresentada na figura
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72010 X1 (Elenin)

 Earth Distance: 0.24 AU
'-gun Distance :0.944 AU Oct 16, 2011

Figura D.5: Cometa Elenin

Figura D.6: Cometa Jacques

Para que o participante veja com maior clareza a diferenca entre as geometrias de
cada 6rbita, foi mostrado a figura[D.7][5]]:
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& = 0 [Circle)

|| = ==0.% (Ellipsc)
r=1 [Parabola)
=15 (Hyperbola)

Figura D.7: Geometria das possiveis trajetorias

O que vai determinar como vai ser a trajetéria do corpo serd a sua energia e o seu
momento angular [[14]] [32], mas ndo ha a necessidade de entrarmos nesse quesito.
O objetivo da apresentagdo € apenas fazer com que os participantes possam saber
um pouco mais sobre o Sistema Solar e, em especial, sobre as érbitas de planetas
e outros corpos massivos. Vimos os movimentos dos planetas em relagdo ao Sol,
mas serd que o Sol ndo poderia estar orbitando em relag@o a algum referencial?

O Sistema Solar € apenas um dos varios sistemas planetdrios que existem na nossa

galdxia, a Via Lactea:

111



Apéndice D. O Sistema Solar

Figura D.8: Via Léctea

Voltando a ideia de atrac¢do, o nosso sistema sofre atracdo por algo extremamente
pesado que existe no centro da nossa galdxia, um gigantesco Buraco Negro, com
massa milhdes de vezes maior que a do Sol. Sendo assim, o Sol esta orbitando
em relacdo ao centro da Via Léctea e, entdo, para esse referencial, os planetas do

Sistema Solar possuem um trajetéria helicoidal (ou algo muito préximo a isso).

E as distancias? Qual a distancia da Terra ao Sol? Do Sol ao centro da Via Lactea?
Exploramos toda essa parte também, comeg¢ando com o nosso cotidiano. Usamos
centimetros para medirmos o tamanho de uma caneta ou de um copo, por exem-
plo. Para medirmos o nosso tamanho, usamos metro. Distancia de uma passeio,
kilometros. E distancia entre planetas, faz sendtido usarmos kildmetros? Essa
pergunta foi feita para criancas para todos, inclusive para criangas de 7,8 anos de
idade e grande parte dos participantes respondeu que ndo. Bom, entdo temos que

inventar uma nova unidade de medida.

Dentro do Sistema Solar, usamos a distancia Terra-Sol como referéncia: 1 UA. A
distancia de Merctrio ao Sol, por exemplo, vale aproximadamente 0,4 UA. Mas,
como vimos pela figura acima, a distancia do centro da galdxia até o Sol € muito

maior que a da Terra ao Sol. De fato, nem conseguimos ver o Sol na escala. As-
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sim, para grandes distancias astrondmicas, vamos usar ano-luz como media. A
distancia que a luz percorre em um ano, que equivale a quase 10 trilhdes de km
Il (Apesar de a unidade mais usada ser parsec e seus multiplos, ndo fiz uso da
mesma, pois, falar de arco de segundo para justificar essa relagdo estaria fora do
propositio dessa apresentacdo). O uso da unidade ano-luz ndo nos causou pre-

juizo.

A nossa galaxia tem um diametro de 100 mil anos-luz e estamos a aproximada-
mente 25 mil anos-luz de seu centro [33]]. Essa distancia € tao grande que € dificil
de assimilarmos. Bom, como se isso ndo fosse suficiente para percebermos o quao
pequenos somos em meio a toda a imensidao do Universo, foi apresentado um vi-
deo [34]] no slide seguinte mostrando que ndo exite apenas a nossa galdxia, mas
inimeras outras e o que somos em relacdo a todo o Universo observavel. A figura

abaixo nos ajuda com esse "problema de escala" [35]:

Large Scale Structure in the Local Universe

Figura D.9: Universo observavel.

O objetivo da apresentagdo (total de 4 apresentacdes de 30 minutos cada) foi fazer
com que os participantes vejam como sao as Orbitas dos planetas do Sistema Solar

(em especial a de Mercurio) e mostrar o tamanho da nossa galdxia e do Universo,

113



Apéndice D. O Sistema Solar

fazendo uso de unidades de medidas que nao estdao no nosso cotidiano.
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Apéndice E

Orbitas planetarias

E.1 Introducao

Na semana do dia 30 de maio até o dia 03 de junho de 2016 ocorreu a I Semana
de Integracdo do IFFluminese campus Santo Antonio de Padua, que tem como
objetivo aproximar o IFFluminense da comunidade local/regional e promover a
valorizac@o dos saberes produzidos nas instituicdes de ensino, grupos culturais e
demais instituicdes publicas e privadas da regido, estabelecendo didlogos entre os
diversos setores da sociedade envolvidos na produgdo e difusido de conhecimentos

sobre o Noroeste Fluminense.

Durante o periodo de 20 de abril a 12 de maio qualquer servidor poderia sub-
meter trabalhos que propusessem a realizac@o de palestras, oficinas, minicursos e
atividades esportivas que apresentassem cunho pedagdgico.

Esse apéndice € um resumo da atividade que fiz com os alunos nessa I Semana de

Integracao.

E.2 Resumo da atividade

Os alunos que se inscreveram para assitir a apresentacdo sao do 1° e do 2° anos
do Ensino Médio Integrado ao Técnico, totalizando 30 alunos, a lotacdo maxima

da atividade.
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Como temos um clube de Astronomia no campus com varios alunos participantes,

o tema agradou bastante, com grande procura.

Foi uma apresentacdo em Power Point onde, a qualquer momento, alunos podiam
fazer perguntas, para ser o mais transparente possivel. A participagc@o dos alunos

foi bastante ativa, interessados, questionando o tempo todo.

Primeiramente apresentei o conceito de forca central aos alunos e, posteriormente,
usei a forca gravitacional como exemplo e, a partir daf, foram mostradas as possi-

veis Orbitas, dependendo da energia (ou da excentricidade) da particula.

Figura E.1: Forca central
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Figura E.2: Trajetorias

Apoés esse primeira parte da apresentacdo, mostrei alguns videos e fotos [31] de
algumas 6rbitas de cometas, como o Jacques, Honda e o Ellenin. O video mostra a
distancia do cometa em relagdo a Terra e em relacdo ao Sol, basta escolher a data
da filmagem. Para exemplificar, a figura representa uma imagem do video.

Do lado esquerdo inferior a distancia e, do lado direito, a data:

Lawy - Barthc 0.T18 AU - Bun 1 580 AU
Honda - Earthc 0558 AU .- Bun 0 568 AU
Elanin - Earth: 0 244 AU - Sun 0851 AU

ot 117, 3611

Figura E.3: Trajetorias de cometas
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A préxima etapa foi mostrar for¢as do tipo —k/r* e —kr podem gerar 6rbitas

fechadas e limitadas - Teorema de Bertrand [/14]:

Figura E.4: Orbitas Fechadas e Limitadas

A tltima parte da apresentacao foi introduzir perturbacdes centrais - Problema de
Kepler Pertubado - fazendo com que as drbitas s@o sejam mais fechadas, havendo
precessdo. Para isso, fiz uso do Modellus, facilitando a visualiza¢do do problema
pelos alunos, mostrando com mais clareza o que € uma precessao em uma Orbita.
A atividade durou cerca de 50 minutos e o objetivo foi apresentar precessdo de
orbitas e mais um uso do Modellus, programa que eles ja usam durante o ano
letivo em algumas aulas de Fisica.

A atividade serviu também como divulgacdo, atraindo mais alunos para o projeto
de extensdo que eu coordenei, o0 Cosmos, um dos ramos do clube de Astronomia

do Campus.
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