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RESUMO

Uma introducio aos ciclos térmicos quanticos, a termodinamica
de buracos negros e as temperaturas absolutas negativas

Rodrigo Rodrigues Machado

Orientador: Alexandre Carlos Tort

Resumo da Dissertagdo de Mestrado submetida ao Programa de Pds-Graduagao
em Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro, como parte dos requisitos necessarios a obten¢ao do titulo de Mestre em
Ensino de Fisica.

A quantidade de problemas interessantes que podem ser abordados por meio
da termodinamica cldssica € surpreendente. Entretanto, existem temas que trans-
cendem uma abordagem unicamente cldssica, porém, um conhecimento de termo-
dinamica é fundamental para o entendimento dos mesmos. No presente trabalho
desenvolveremos trés temas que julgamos ser de grande interesse: ciclos térmicos
quaticos, a termodindmica de buracos negros e temperaturas absolutas negativas.
Estes temas nos permitem explorar uma riqueza de conceitos fisicos interessantes
€ nos mostram uma conexao entre algumas teorias fisicas e a termodinamica clés-
sica. Apesar do grau de complexidade dos temas tratados, nosso objetivo € tornar
tais temas mais inteligiveis para alunos universitdrios e professores.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Ciclos térmicos quanticos, Termodinamica de
buracos negros, Temperaturas absolutas negativas.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2016
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ABSTRACT

An introduction to quantum thermal cycles, to black holes
thermodynamics and to negative absolute temperatures

Rodrigo Rodrigues Machado

Supervisor: Alexandre Carlos Tort

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Pés-Graduac¢do em Ensino
de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in partial
fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino de Fisica.

There are a great deal of interesting problems which can be approached with
the methods of classical thermodynamics. Nonetheless, there are a few problems
that go beyond an entirely classical treatment. However, some knowledge of ther-
modynamical concepts is fundamental to the understanding of these problems.
In the present work, we will study three examples of non—usual thermodynami-
cal systems: quantum thermal cycles, black holes thermodynamics and negative
absolute temperatures. These themes allow us to exploit interesting physical con-
cepts which show us connections between modern physical theories and classical
thermodynamics. Even though there is a great degree of complexity regarding
these examples, our main goal is to turn them into intelligible themes to college
students and their instructors.

Keywords: Physics education, Quantum thermal cycles, Black holes thermodyna-
mics, Negative absolute temperatures.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2016
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Capitulo 1

Introducao

A termodinamica classica, sem elementos estatisticos, € manifestamente um
dos ramos mais bem-sucedidos da fisica. A precisdo e simplicidade das suas leis
e modelos chama a atencao pela enorme quantidade de fendmenos aos quais estas
leis podem ser aplicadas. No entanto, hd um certo nimeros de fendmenos que ndo
podem ser analisados unicamente sob a Gtica da termodindmica cldssica. Assuntos
como ciclos térmicos quanticos, termodinamica de buracos negros e temperaturas
negativas sdo alguns exemplos que fogem a abordagem unicamente cléssica e, nos
permitem explorar uma série de aspectos interessantes na fisica. Estes temas des-
pertam a curiosidade tanto de alunos quanto de professores. Desta forma, neste
trabalho exploraremos tais temas a fim de fornecer a alunos universitdrios e pro-
fessores de ensino médio e universitario uma introdugdo fisica e matematicamente
precisa a estes assuntos que, a nosso ver, sao interessantissimos. Este € o objetivo
principal deste trabalho.

A apresentacdo a cada um destes assuntos estd estruturada da seguinte ma-
neira:

No capitulo 2 sera discutido, primeiramente, o po¢o quadrado infinito que nos
dard subsidios para construirmos uma analogia quantica de processos termodi-
namicos cldssicos conhecidos, como os processos isotérmicos, adiabdticos, iso-
volumétricos e isobdricos. A abordagem deste capitulo segue em grande parte a
referéncia [1]. Em seguida, nds apresentaremos dois ciclos quanticos, a saber: o

ciclo de Carnot quantico e o ciclo de Brayton quantico. Além disso, nds ainda
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tentaremos fazer uma comparacao entre a definicdao de calor e trabalho do ponto
de vista classico e quantico. Ainda nesta sequéncia, introduziremos uma simu-
lagdo computacional desenvolvida por nés no software Geogebra para facilitar a
compreensdo da analogia entre o processo cldssico € o processo quantico.

No capitulo 3, forneceremos uma pequena introducao a termodinamica de bu-
racos negros a partir de alguns postulados necessarios. Em seguida, citaremos um
modelo simples para a compreensdo da radiagdo Hawking concernente a esse es-
tudo. Apds esta etapa, mostraremos que buracos negros tém tempo de vida finito
por meio de alguns célculos simples, além de mostrarmos uma peculiaridade dos
buracos negros acerca de sua capacidade térmica. Finalmente, serd discutida a
possibilidade da verificacdo experimental da radiacdao Hawking.

No capitulo 4, abordaremos o tema, muito presente nas midias ultimamente,
das temperaturas negativas. Inicialmente, faremos uma breve discussdo acerca da
segunda lei da termodindmica. Em seguida, iremos analisar um problema simples
que nos leva aos sistemas a temperaturas negativas. Além disso, iremos analisar
a eficiéncia de maquinas térmicas operando com temperaturas negativas. Com
base na discussdo anterior, iremos incluir as temperaturas negativas nas leis da
termodiniamica classica. Por fim, iremos comentar brevemente a validade deste
tipo de sistema.

No apéndice A n6s faremos uma deducdo simples para os niveis de energia do
poco infinitos.

No apéndice B deduziremos a expressdo para o trabalho no ciclo de Brayton
quantico.

No apéndice C faremos um breve descri¢do dos ciclos de Carnot e Brayton
classicos. Apds essa descri¢do iremos calcular as suas respectivas eficiéncias.

No apéndice D e E comentaremos a ideia da estrela escura proposta por John
Michell e Laplace, bem como os célculos reallizados pelos mesmos.

No apéndice F analisaremos uma solu¢ao Heuristica da métrica de Schwarzs-
child.

No apéndice G analisaremos a métrica de Eddington—Finkelstein.

Os produtos dessa dissertagcao estao dispostos da seguinte maneira:

No capitulo 2, a se¢do 2.6, contém a parte destinada a simula¢do da maquina

de Carnot e Brayton quénticas. Nesta secdo fazemos uma descri¢do sobre como
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usar a simulacd@o e o endereco online onde a mesma pode ser encontrada, além, é
claro, do CD-ROM que acompanha a dissertacdo com as respectivas simulagdes.

Os apéndices D e E - a estrela negra de John Michell e a estrela negra de
Laplace- constituem outro produto da dissertacdo. Nestes apéndices nés descre-
vemos uma das primeiras ideias relacionadas a buracos negros. Estas ideias fo-
ram propostas por Michell e Laplace, o mesmos usavam em suas deducdes apenas
ideias newtonianas para tratar este problema.

No apéndice F , nés utlizamos uma maneira simples para descrever a métrica
de Schwarzschild. Através de uma abordagem heuristica, obtemos de maneira
menos rigorosa a mesma solugdo obtida por Schwarzschild.

No apéndice G, n6és mostramos como analisar a métrica de Schwarzchild para
uma regido interior ao horizonte dos eventos através de uma mudanga de coorde-
nadas e analisamos que apds qualquer objeto atravessar o horizonte dos eventos,

0 mesmo nao pode retornar.



Capitulo 2
Ciclos termodinamicos quanticos

Neste capitulo discutiremos analogias entre processos termodinamicos rever-
siveis como transformacdes isotérmicas, adiabdticas e isovolumétricas e a meca-
nica quantica ndo-relativistica de uma particula sem spin presa em um pogo de
potencial de largura finita L, mas altura Vj; — oo, isto €, o po¢o quadrado infi-
nito. No entanto, permitiremos que as “paredes” do poco possam mover-se. A
largura varidvel do poco fard o papel do volume e a particula quantica, o de subs-
tancia de trabalho. Mostraremos também que deste modo € possivel construir
andlogos quanticos dos ciclos de Carnot e Brayton. Além disso, discutiremos ten-
tativamente o que representam as interacdes calor e trabalho do ponto de vista

microscopico. Grande parte da nossa abordagem segue a referéncia [1].

2.1 O poco quadrado infinito

Comecaremos revisando a mecanica quantica de uma tnica particula quantica
de spin zero e massa m presa em um pogo de potencial quadrado unidimensi-
onal de altura infinita, [Figura [2.1]. A equacdo de Schrédinger unidimensional
dependente do tempo se escreve:

. OV (x,t) _ R PY(a,0)
ot 2m  Ox?

onde 7 € a constante de Planck reduzida, h/(27), e m é a massa da particula. Se

+ V(z,t)¥(z,t), (2.1)

supusermos que o potencial V' € independente do tempo, isto é: V (z,t) — V (z),



Capitulo 2. Ciclos termodinamicos quanticos

Ww—=0—

Figura 2.1: Poco quadrado infinito.
podemos escrever

U(z,t) =1(x) exp (—iEt/h), (2.2)

onde I é uma constante a ser determinada. Substituindo esta solu¢do-tentativa na
equacao de Schrodinger dependente do tempo, obtemos a equacao de Schrodinger

independente do tempo

_ P ()
2m  dz?

+ V(x)p(z) = EY(z). (2.3)

O potencial V' (x) particular que queremos estudar é dado por

0, O<ax< L
V() = { e (2.4)
00, caso contrario.
No intervalo: 0 < z < L, podemos rescrever a equacdo (2.3)) na forma
d2
Y=o, (2.5)
dx?
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onde definimos k = /2mFE/h?. A solugﬁ geral da equacdo || pode ser
escrita como

() = A cos kx + B sen kux, (2.6)

onde A e B sao constantes que podem ser determinadas fazendo uso das condi¢des
de contorno que no nosso caso sao dadas por: ¢(0) = (L) = 0. Fazendo isto,
obtemos

Yn(z) = By sin k,z, (2.7)

onde k, = nmw/L e n € N. A partir da defini¢ao de k segue que

m2h2n?

E,=——.
2m L2

(2.8)

que representa os autovalores da energia dos autoestados do sistema. As autofun-

¢oes 1, (x) podem ser normalizadas, isto €, podemos impor a condi¢do

L
/ 6 (@)ha() da = 1, 2.9)
0

segue entdo que, a menos de uma fase, B,, = 1/2/L. A solugdo geral é dada pela

combinacdo linear das autofungdes normalizadaﬂ ou seja

U(z,t) = ; an \/gsen (?) exp (—iE,t/h) . (2.10)

Como a condi¢@o de normalizagio fOL U*(x,t)W(x,t) de = 1 deve ser obedecida,

segue que

> an =1. (2.11)
n=1

Todas as informagdes fisicas sobre o sistema estéo associadas com a fungdo W (x,t).

Por exemplo, o valor esperado da energia no caso do pogo infinito é dada por

' A equacdo (2.5) é analoga a equagdo do oscilador harmdnico simples, cuja solugio é bastante
discutida nos livros de fisica bdsica.

20 conjunto de autofungdes 1/, formam uma base para o espaco de solugdes, logo gostarfamos
que esta base fosse ortonormal. A condi¢@o de ortogonalidade é completamente satisfeita por v,,,
entretanto precisamos normalizar as fungdes 1),, para que a mesma tenha médulo igual a unidade.
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2m Ox?

L h2 62 0
E = / U*(x,t) <———> U(z,t)de =Y |an By, (2.12)
0

n=1

onde o termo — 5 ‘9— representa o operador associado a energia do sistema. Uma

abordagem alternatlva e mais simples é apresentada no apéndice B.

2.2 Processos termodinimicos quanticos

Para construir os andlogos quanticos dos processos termodindmicos cldssicos
€ necessério introduzir algumas defini¢des. Podemos diferenciar a equagao (2.12)

e obter a seguinte relacao

dE = Zd|an| +Z]an|dE (2.13)

Podemos, entdo, definir a for¢a F'(L), que desempenhard o papel de andlgo da
pressdo, como a derivada em relagdo a L do segundo termo da equagdo anterior,

ou seja,

= dE
= an* = (2.14)
£ dL

Faremos, tentativamente, uma interpretagdo dos termos que compdem a equa-
¢do (2.13)) posteriormente. Utilizando L, E(L) e F(L), desenvolvermos pouco a

pouco as analogias quanticas dos processos termodinamicos cldssicos.

2.2.1 O processo isotérmico quantico

Para um gés ideal que realiza um processo isotérmico, sabemos que o produto

pressdo-volume € uma constante. Denotando esta constante por C',temos
PV =C. (2.15)

Neste caso, sabemos que a energia interna € somente uma fun¢do da temperatura.

Assim, um processo a temperatura constante também € um processo a energia
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constante. Para nosso processo isotérmico quantico, o valor médio da energia
serd mantido constante. Neste processo, serd permitido que a parede do poco em

= L possa se movimentar. Por meio dos resultados obtidos na se¢@o anterior
vemos que a medida que a parede do pogo se move, a energia varia; pois a energia

média € uma funcdo de L e cai com o inverso do quadrado da largura do poco,

- - w2 h%n?
= _lanfBu =3 el 216
n=1 n=1

Ja que, por defini¢ao, no processo isotérmico a energia média deve ser constante

1sto é:

devemos fornecer energia para a particula quantica — a substancia de trabalho
— de modo a manter o produto Y > |a,|*E, constante. Esse tipo de energia
necessdria para manter a energia média constante vem de uma fonte externa e varia
unicamente o termo a,,. Mais adiante mostraremos como calcular esta quantidade.

A forga F'(L) se escreve,

|2 2h2 2

Z| a2 A Z’a" : (2.17)

ou, reescrevendo convenientemente a expressao acima,

N)

Z— |an | E,. (2.18)

Como o produto Y >~ |a,|*E, é constante, vemos que
F(L)L =C, (2.19)

onde C € uma constante. Esta relacdo € o andlogo quantico da relag@o pressdo x
volume = constante, valida para o gds ideal e € a nossa primeira analogia quintica

de um processo termodinamico.

2.2.2 O processo adiabatico quantico

Para um gés ideal que realiza um processo adiabético, sabemos que o produto

pressdo-volume elevado a razdo entre o calor especifico a pressdo contante, ¢,, €
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o calor especifico a volume constante, ¢, € também uma constante, isto €:

PV =, (2.20)

onde v = ¢/cy, e C' € uma constante. Assim, como foi feito anteriormente,
permitiremos que a parede do poco possa movimentar-se. No processo adiabatico,
o valor médio da energia ndo € mais constante. No entanto, se o processo for
realizado lentamente, ou seja, no regime quase-estitico, os valores absolutos do
coeficiente de expansdo |a,,| permanecerdo constantes [[1]. Entéo, o valor de E(L)
variard de acordo com a variacdo de L. A partir da equacdo podemos
escrever

F(L)L* = C, (2.21)

onde C € uma constante.

Temos a segunda analogia quantica de um processo termodinamico, no caso o
processo adiabatico. Curiosamente o expoente 3 pode ser entendido da seguinte
forma: para cada grau de liberdade sabemos que podemos atribuir ao calor especi-
fico ¢y a quantidade 1/2R, onde R é a constante dos gases. Por outro lado, temos

a relacdo cléssica entre ¢, € ¢y:

& —cy = R. (2.22)

Supondo-a vdlida, fazemos ¢y, — ¢, = (1/2)R, temos ¢, — ¢z = (1/2)R+ R =
(3/2)R. Portanto,

¢ (3/2)R

Lo =3 223

C]_ (1/2)R ,Yquan ( )
Assim, poderiamos escrever também:

F(L) L o — constante. (2.24)

2.2.3 O processo isovolumétrico quantico

Para um gés ideal que realiza um processo a volume constante, sabemos que a

razdo entre a pressdao P e a temperatura 7' é uma constante, isto €é:
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P

—=C. 2.25
T (2.25)
No processo isovolumétrico quantico a largura do poco, L, deve ser mantida cons-
tante. O valor médio da energia é dado pela equag@o (2.16) e o valor da forga F'(L)

pela equagdo (2.17). Rescrevendo F'(L) em termos de E(L) e L temos

2F (L
F(L) = (&) (2.26)
L
Como neste processo, por definicdo, L € constante, segue que
F(L) 2
— = 2.27
ou ainda,
(L)
=C 2.28
B(L) ; (2.28)

onde C' € uma constante. Esta relacdo representa o andlogo quantico do processo

isovolumétrico cléssico. Observe que F/(L) faz o papel de temperatura.

2.2.4 O processo isobarico quantico

Para um gés ideal que realiza um processo isobdrico, sabemos que a razao

entre o volume V' e a temperatura 7' € uma constante:

v
7 =C (2.29)

Portanto, na analogia quéntica, o valor de F'(L) deve ser uma constante. Pode-
mos mostrar, procedendo como anteriormente, que a razao F/(L)/L deve ser uma

constante, isto é:

— =C. (2.30)

Esta relacdo representa a nossa quarta analogia.

10
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2.3 O ciclo de Carnot quantico

Os quatro processos quanticos que discutimos sdo os andlogos de processos
termodinamicos cldssicos. Por meio desses processos podemos construir ciclos
quanticos analogos aos ciclos termodinamicos cldssicos. O primeiro que estuda-

remos serd o ciclo de Carnot quantico.

2.3.1 Construindo a maquina de Carnot quantica

O ciclo de Carnot classico € composto por quatro processos reversiveis: uma
expansdo isotérmica seguida de uma expansio adiabdtica, uma compressao iso-
térmica e, finalmente, uma compressao adiabatica que leva a mdquina térmica ao
estado inicial - uma discussdo sobre o ciclo de Carnot cldssico pode ser encon-
trada na secdo C2 do apéndice C. No caso quantico, devemos construir as versoes
quanticas de cada processo. Mas, por simplicidade, restringiremos os estados da

particula quantica a apenas dois, isto é: a dois niveis de energia, a saber:

w2h?
E,=—— 2.31
1= 573 (2.31)
que representa o estado fundamental do 4tomo (n = 1) e
A2 h?
Ey=—— 2.32
2 =5 (2.32)

que representa o primeiro estado excitado (n = 2). A restricdo a dois estados
permite que os cdlculos sejam simples. Vejamos agora em detalhe cada etapa do

Processo.

Etapa 1: A expansao isotérmica quantica

Iremos supor que inicialmente a particula esteja no estado fundamental (n =
1) e que a largura inicial do pogo seja L;. Como vimos anteriormente, na ex-
pansdo isotérmica quantica, a energia deve manter-se constante. Esta condi¢do
€ o equivalente quantico da condi¢do de temperatura constante no processo iso-
térmico cldssico. Portanto, em um ponto qualquer sobre a “isoterma” podemos

escrever

11
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2 472 h2
+ |ag|? 373 (2.33)

J4 que para manter a energia média constante (temperatura) durante a expansao
precisamos excitar o estado n = 2 fornecendo energia ao sistema quantico. A
energia que devemos fornecer € o equivalente quantico do calor no processo ana-
logo cldssico. Fazendo uso da condi¢do de normalizagdo, ver equacdo (2.11),

podemos reescrever a equagao (2.33) na forma

1 a1 |? o 4
L—%=?+(1—|a1| ) w5 (2.34)

Ou ainda

L? = L2 (4 —3|as)?) . (2.35)

Desta ultima equagdo vemos que o maximo valor possivel de L para que ainda
tenhamos um sistema de dois niveis de energia, ocorre quando |a;| = 0. Logo, a

largura méxima permitida pela expansao isotérmica quantica é
Lo:=L=2L,. (2.36)

Podemos também visualizar a deducdo acima de maneira grafica [Figura[2.2].
Inicialmente, o po¢o de potencial tem uma largura [, e a particula quantica esta
no estado fundamental n = 1 correspondente ao valor inicial de L. A medida que
o poco expande, o estado n = 2, primeiro estado excitado, deve ser excitado. Isto
deve ser feito fornecendo energia ao sistema, de modo a manter a energia média
constante, ja £'; diminui com a expansio do po¢o. Entretanto, essa expansao nao
pode ser feita indefinidamente, pois vemos que existe um valor mdximo permitido
para a largura do pogo (Ls). Esse valor ocorre quando o valor da energia média
atinge o valor F(L) = E}. Caso, o poco continuasse expandindo, terfamos de
continuar fornecendo energia ao 4tomo e excitar o préximo nivel, n = 3, para a

manter a energia constante.
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8
B, L B - B
Sy

Vo — o0

z=0 =L z=0 r=1L

"
El

Vo — o0

z=0 z=1Lo

Figura 2.2: Expansao isotérmica quasi-estatica quantica e seu efeito sobre os ni-
veis de energia.

O valor da constante C' para o processo isotérmico quantico pode ser calculado

da seguinte forma. O valor de F'(L), durante a expansio, é dado por

2 h? +las]? 47 h?
a/ —_—
mL3 VL3

Com a condi¢do de normalizagdo (2.11) podemos reescrever a equagdo acima

F(L) = |a;|? Ly < L<2L. (2.37)

como

W2h2
F(L) = 54— 3lar|?), L <L <2L. (2.38)
2
Ja que j7 =4 - 3|y

2, segue entao

m2h?

F(L)= ——, Li<L<2L. (2.39)
mL3L
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Para L. = L, podemos escrever

w2 h?
F(L)L . 2.40
( 1) 1 mL% ( )
Portanto,
w2 h?
C = . 2.41
=5 (2.41)
Observe que para L = Lo, temos
7T2h2
F(Ly) = —— 2.42
( 2) mL%LQ ) ( )
ou
7T2h2
F(Ly)Ly = —. 2.43
( 2) 2 mL% ( )

Ou seja, de acordo com a equagio (2.18) o resultado obtido para C' € consistente.

Etapa 2: A expansao adiabatica quantica

Na secdo (2.2.2) vimos que no processo adiabdtico a seguinte equagdo era
vélida
F(L)L*=C

Neste processo, a particula quantica mantém seu respectivo autoestado, ou
seja, um atomo no primeiro estado excitado fica durante toda a expansdo neste
estado. Uma maneira de tentarmos compreender essa afirmacdo € pensar que
nesse caso sO ha trabalho sendo realizado, isto é, os niveis de energia mudam,
pois 0 pogo se expande. Entretanto, os niveis de ocupagdo (a,) sdo mantidos
constantes, pois nenhuma energia externa (calor) é fornecida a particula quantica.
Essa interacdo que afeta a ocupacdo dos niveis de energia chamamos de calor.
Ao final do processo anterior (processo isotérmico) a particula quantica estard no
primeiro estado excitado (n = 2). Assim, durante a expansao adiabdtica a energia

média fica
2m2h?

(2.44)
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Pela normalizagdo vemos que |as|? = 1.

Deixaremos que o pogo agora se expanda de Lo até um valor L3, entdo

B 212 h?

E(Ls) = EER (2.45)

Podemos também calcular o valor de C na expansdo adiabdtica F(L)L* = C.

Pela equacgdo (2.20)
4m2h?
PP =C="", (2.46)

m

Etapa 3: A compressio isotérmica

De maneira andloga a feita na expansao isotérmica, comprimiremos o pogo de

Ls até Ly, com Ly < Lg. O valor da energia média nesse processo é dado por

272 h?
E(L3) = —=. 2.47
Durante a compressao, a energia média se escreve
2h? 272 h?
E(L) = |ay | 2 : 2.48
(L) = lanf? 5 + foal* = 2.48)
A energia média deve manter-se constante, logo
2m2h? o, m2h? , 21 h?
= . 2.49
mL3 a1} 2mL? +Ja2| mL? (2.49)

Usando uma vez mais a condi¢do de normalizagdo — equacdo (2.11]) — temos

L2
L? = ZS(4 — 3|1 |?). (2.50)
Agora ocorre o processo inverso. A largura do poco diminui, e a energia média
tende a aumentar, logo, para impedir que isto ocorra, devemos retirar energia do
sistema. De modo andlogo ao caso da expansao isotérmica, hd um limite para a
compressao e neste caso procuramos um valor minimo. Este valor minimo para L

ocorre quando |a;| = 1, e |az| = 0. Portanto,
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Ly=—. (2.51)
A energia média sera:

2h2 2 2h2
Tro_r (2.52)

B(L) = 2m L2 mL3’

logo, consistentemente, F/(L3) = F(L,).

Etapa 4: A compressiao adiabatica quantica

Ao final da compressdo isotérmica a particula quéntica estard no estado fun-
damental (n=1) dado pela equagdo (2.52). Como o processo adiabatico quantico é
um processo no qual a particula se mantém no seu autoestado de energia, a energia

média sobre a adiabatica na compressdo adiabdtica se escreve

T2 h?

T omL?

E(L) (2.53)

Comprimiremos o poco até o ponto L = L4, fechando assim o ciclo. Ou seja, ao

completar o ciclo teremos

T2 h2

C2mL?

E(Ly) (2.54)

A Figura 2.3 mostra o diagrama F' — L para ciclo de Carnot quéntico, andlogo ao
ciclo classico do Apéndice D.

A eficiéncia do ciclo de Carnot quantico

Agora estamos em condi¢des de discutir a eficiéncia da maquina de Carnot
quantica. Faremos a suposi¢do que o trabalho realizado pelo sistema quéntico em

um ciclo completo possa ser calculado com a seguinte expressao:

W:fF@M, (2.55)
C
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Figura 2.3: Diagrama F' — L da mdquina de Carnot quéntica: nos trechos a — b
e ¢ — d, a energia média € constante; nos trechos b — c e d — a, o autoestado da
particula quantica é constante. O diagrama € ilustrativo e esté fora de escala.

onde a drea fechada do gréfico representa o trabalho realizado no nosso ciclo de

Carnot quantico. Expandindo a equacao acima, escrevemos

2L, L3 s Ly
W:/ FdL+/ FdL+/ FdL—l—/L FdL. (2.56)
Ly 2 L

L1 3 3

Utilizando os valores de F' calculados anteriormente obtemos

m2h2 1 4
=— | — — — | In2. 2.57
W= (L% L) (27)

A energia (calor) necessdria para manter a energia média £/(L) constante durante

a expansao isotérmica é

2L T2 h2
a—b = F(L)dL = ——1In2. 2.58
Qua= [ FLAL= T .58
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Da mesma forma, na compressao isotérmica a energia rejeitadeﬂ necessdria para

manter a energia média constante é dada por

™~

3

Qusy = /L © (L)L

3

L3
2 Anh? 1 A2 h? L3 A2 h?
- —dL = 1 = - 2. (259
/L mL2 L mL3 n(ng) mrz 2 (299)

3

Fazendo uso de mais uma analogia com a termodinamica cléssica, definimos a

eficiéncia da maquina de Carnot quantica por

w

arnot - ) (2.60)
e [Qunl

onde W é o trabalho realizado pela maquina em um ciclo completo e |Q, | é 0
calor fornecido pela “fonte quente” . Pela primeira lei da termodindmica, podemos

rescrever a equagao acima como

_ |Qc—>d‘
|Cga—>b’7

pois W = |Qup| — |Qc—al, onde —|Q. 4| é o calor rejeitado para a “fonte fria”.

=1 (2.61)

Carnot

Agora podemos fazer uso das expressdes que obtivemos para o trabalho no ciclo
de Carnot quantico, e para os calores cedido e rejeitado para calcular a eficiéncia.

O resultado é

nCamot = - . (2.62)
Podemos ainda, rescrever a equacdo acima em termos da energia média

7T2h2 E(Lg)m

ot = 1 — 4 . , 2.63
Mleamo 2mE(Ly)  2m%h? (2:63)
ou seja,
E(L3)
e . 2.64
T]Camo E(L1> ( )

3Precisamos agora rejeitar uma quantidade de energia para manter a energia constante.
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Em outras palavras, a energia média F/(L;) é a versdo quantica da temperatura
da fonte quente na termodindmica clédssica, e a energia média £(L3) é a versdo
quantica da temperatura da fonte fria, e a equacdo (2.64)) € o andlogo quantico da
relacdo classica:

ﬂonle fria

T]Carnm - ]- - T— (2'65)

fonte quente

Os resultados acima foram obtidos escolhendo somente dois dos infinitos ni-
veis de energia possiveis para a particula presa no poco de potencial. No entanto,
€ possivel mostrar que as dedugdes acima podem ser feitas selecionando n > 2
estados [[1]. Esta escolha torna os calculos muito complicados e ndo implica ne-

cessariamente em um entendimento conceitual mais profundo.

2.4 O ciclo de Brayton quantico

Nosso segundo exemplo de ciclo quantico € o ciclo de Brayton. Para introduzir
a versdo quantica do ciclo de Brayton, como antes, por simplicidade, considerare-
mos apenas dois niveis de energia do poco infinito, o estado fundamental, n = 1,

e o primeiro estado excitado, n = 2.

2.4.1 Construindo a maquina de Brayton quantica

O ciclo de Brayton cldssico € composto por quatro processos reversiveis: ex-
pansdo isobdrica, expansdo adiabdtica, compressdo isobdrica e compressao adi-
abatica - ilustrado no apéndice C. Analogamente ao feito anteriormente, iremos

utilizar um sistema com dois niveis de energia:

m2h?
E, = " (2.66)
e
A% h?
E, = " (2.67)
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Etapa 1: A expansao isobarica quantica

No processo isobdrico quantico a seguinte equacgao € valida:

F(L)=C, (2.68)
ou, em termos da energia média e da largura do poco:

E(L) _
—=C (2.69)

Se supusermos que o estado inicial (antes da expansao) da particula quantica seja

o fundamental, isto é: n = 1, entéo,

m2h?

-~ 2mL3

onde L; representa a largura inicial do poco. O valor da energia média durante a

expansao isobdrica € dado por

g T o 42 h?
E(L) = |CL1| 2mL2 + |CL2| W’ Ll S L S LQ. (271)
Para L = Ly, 0 valorde F/(L) é
7T2h2
F(L)) = — 2.72
( 1) mL‘f ) ( )
mas, durante a expansao isobdrica, F'(L) é dada por
252 232
B o TN o 4meh
F(L) = |CI,1’ mL3 + ‘CLQl W, Ll S L S LQ. (273)

Fazendo uso da equacdo (2.72) e da condi¢do de normalizagdo, equacdo (2.11)),

temos:

11
2= 3l (2.74)
ou ainda,
L? = L3(4 — 3|a1?). (2.75)
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O valor minimo permitido de L ocorre quando |a;| = 1, e o valor mdximo maximo

quando |a;| = 0, logo, o valor maximo é dado por

Ly = (4)3 L. (2.76)

Portanto, no ponto b do diagrama mostrado na Figura la;| =0, |ag] = 1, ea

energia média é

272 h?
mL3
2*3 B(Ly)
= 228 F, (2.77)

E(L,) =

onde fizemos uso da relagdo entre Ly e L deduzida acima.

Etapa 2: A expansao adiabatica quantica

Como no caso do ciclo de Carnot quantico, ao final do processo anterior, isto
¢€: da expansdo isobdrica, a particula quantica estard no primeiro estado excitado
(n = 2) que é dado pela equag@o (2.77). Deixaremos agora que o sistema evolua
ao longo da curva adiabdtica bc e passe do ponto b para o ponto ¢, [Figura [2.4]].
A largura do pogo variard de L, até L3, e durante a expansio adiabdtica a energia

média pode ser escrita como

Ly < L < Ls. (2.78)

Ly <L<Ls (2.79)

Etapa 3: A compressao isobarica quantica
Ao final da expansdo adiabdtica, o valor de E serd

B 212 h?

E(Ls) = EER (2.80)
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e o valor de F’ sera

2%2
FLy) = 2.81)

3
mLs;

Como no processo isobérico F'(L) é constante, segue que F'(L3) = F(L), onde
F(L) é dado por

212 232
B o TN o 4meh
F(L) = |(1,1’ mL3 + ‘(ZQl W, L4 § L S L3. (282)
Portanto, podemos escrever
4% h? T2 h? 4% h?
Vi |, |? — |as|? R (2.83)

Impondo a condi¢do de normalizacdo, equacdo (2.11)), e escrevendo L em fungdo
de L3
L3
L} = ZS (14 3lag|?), L4 <L < Ls. (2.84)
Portanto, neste intervalo, L tem seu valor maximo (L3) quando |as| = 1, e minimo

(L4) quando |as| = 0, isto é:

L
Ly=—=2. (2.85)
43
Logo, no ponto d, devemos ter
mh?  4An?h?
F(L) = — = —— = F(Ls). 2.86

Por outro lado, como na compressao isobérica ¢ — d

mh? A% h?
E(L) = |a;)? G L,<L<L 2.87
(D) =lal g+l s, LSL<Ly (8D
e no ponto d, |as| = 0, temos
wh?
E(L)) = ———. 2.88
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[ T SRR PR

Figura 2.4: Diagrama F' — L da mdquina de Brayton quantica: nos trechos a — b
e ¢ — d, a forca é constante; nos trechos b — c e d — a, o autoestado da particula

quantica € constante.

Etapa 4: A compressao adiabatica quantica

Como na compressdo adiabatica os coeficientes |a;| e |az| ndo podem ser al-

terados, pois ndo hd fornecimento de energia externa (calor), isto é |a;| = 1 e

|az| = 0 no processo d — a, temos

T2 h?
E(L) = 92 Ly <L < Ly,
e
w2h?

Agora, basta comprimir o poco até L = L, para completar o ciclo.
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A eficiéncia do ciclo de Brayton quantico

A Figura 2.4 mostra o diagrama F' — L do ciclo de Brayton quéntico. Com
a equagdo (2.55) podemos calcular o trabalho realizado no ciclo de Brayton, ob-

tendo o seguinte resultado

W= DL (Lo — L) + 2P (L) (L — Ly). 291)

O cadlculo explicito do resultado acima estd no apéndice [B]. Se fizermos uso
da versdo da Primeira Lei da Termodinamica adaptada as maquinas de Carnot
e Brayton quanticas, a quantidade de energia (calor) fornecida durante o desen-

volvimento do processo a — b pode ser escrita como

Qumsy = E(Ly) — B(Ly) + Wss. (2.92)

As energias F/(L,) e E(Ly) podem ser rescritas em termos de F'(L;) e F(Ly):

7T2h2 W2h2 L1 L1
E(L) =" 1, =2 S p(Ly) 2 2.93
(L1) omL? T Y omId 2 (L1) 5 (2.93)
c
272h2 27T2h2 L2 L2
B(L)=""1, -9 22 _p(L) 2. 2.94
(L2) mLE 2T oI 2 (L2) 5 (294

Portanto, lembrando que no processo a — b, a forca (pressao) € constante, isto é:

F(Ly) = F(Ly), podemos escrever

L L
Qusy = F(Ly) 72 — F(Ly) 71 + F(Ly)(Ly — Ly) (2.95)
ou ainda
3
Qab = §F(L1) (Ly — Ly) (2.96)

O mesmo vale para a energia ou calor rejeitado no processo (¢ — d)

Qc—sa = E(Ly) — E(Ls) + F(L3)(Ly — L3). (2.97)

Procedendo como antes, reescrevemos a equacgao acima em termos de F'(L3) e
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lembrando que F'(L,) = F'(L3) obtemos

3
Qesa = §F(L3)(L4 — L3). (2.98)
Como L, < L3, vemos que ().,q < 0, em acordo com a convengdo para o calor
rejeitado. A eficiéncia do ciclo de Brayton se escreve
. Ly — Ly)F(L
Qe =1- (Ls 1) 3). (2.99)
|Qasb| (Lo — L1)F(Ly)

Podemos reescrever a equacio acima observando que os processos d — aeb — ¢

—1—

Brayton

estdo ligados pelas seguintes equagdes
LiF(Ly) = LyF(La), (2.100)

LyF(Ly) = L3F(L3). (2.101)

Subtraindo as equagdes anteriores e lembrando que F'(Ly) = F(Ly) e F((Ly) =

F(L3) e rearranjando os termos segue que

1
Ly — Ly (F(Lg))3
= . 2.102
L;— Ly F(Ly) ( )
Levando a expressdo acima na equagdo (3.83) temos
PN (-3)
nBraylon - 1 - (FEL?;) . (2‘103)

A expressdo acima € andloga a expressdo para a eficiéncia do ciclo de Brayton
classico. Outros ciclos cldssicos, por exemplo, o ciclo de Otto, podem ser trans-
formados em mdaquinas térmicas quanticas e analisados, [2], e métodos mais so-

fisticados podem ser aplicados a essas andlises [3]].

2.5 Calor e trabalho do ponto de vista microscopico

O trabalho em termodinamica classica € uma extensdao do conceito abordado

em mecanica cldssica e inclui processos onde ndo necessariamente hd desloca-
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Figura 2.5: Aparato experimental de Joule para medir o equivalente mecanico do
calor. (Imagem Wikipedia).

mentos envolvidos ou algum tipo de forca. A definicdo mais abrangente de traba-
lho pode ser feita da seguinte maneira:

e Um sistema realiza trabalho sobre a sua vizinhanga se o unico efeito sobre
tudo externo ao sistema puder ser o levantamento de um peso no campo

gravitacional.

A partir da defini¢do acima, podemos também definir o conceito de calor da se-

guinte maneira

e (Calor € toda a interagdo entre um sistema e sua vizinhanga que ndo é traba-
lho.

Na termodinamica dos ciclos de Carnot e Brayton quanticos fomos levados a con-
siderar dois processos distintos de transferéncia de energia. No primeiro processo,
a transferéncia de energia envolve um alteragdo das probabilidades |a,|* de ocu-
pacdo do estado n de energia. No segundo, esses nimeros permanecem fixos e
temos somente alteracdes nas dimensdes do sistema. Percebemos entdo que do
ponto de vista microscopico adotado aqui, calor e trabalho sdo duas interacdes
completamente diferentes. Podemos escrever a primeira lei da termodindmica na
versdo quantica [2] da seguinte forma: se £ € o estado de energia do sistema

quantico, entao,
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E=) l|a,|"E, =) puEn, (2.104)
n=1 n=1
logo,
dE = d(> paB) = Eudpy + > pudB,. (2.105)
n=1 n=1 n=1
Fazendo as identificagdes:
dQ = E,dpy, (2.106)
n=1
e o0
dW = pudE,, (2.107)
n=1

Assim, a versao da primeira lei da termodinamica quantica pode ser escrita em

uma forma andloga a forma cldssica

dE =dQ +dW. (2.108)

2.6 Simulacao das maquinas de Carnot e Brayton

Os ciclos de Carnot e Brayton nas suas versdes quanticas foram simulados por
nés em um programa de geometria dindmica que permite construir animagoes.
O programa utilizado foi o Geogebra, que € gratuito e tem versdes compativeis
com 0s principais sistemas operacionais utilizados hoje em dia (Windows, Linux e
Mac). O programa pode ser baixado do endereco https://www.geogebra.
org/download. Nas Figuras (2.6) e (2.7) dois quadros fixos sdo apresenta-
dos. As animagdes completas podem ser acessadas no link: http://www.if.
ufrj.br/~pef/producao_academica/dissertacoes/2016_Rodrigo_
Machado/|.

Ambas as simulacdes foram feitas utilizando valores arbitrarios de energias.
Para a utilizacao das simulag¢des, € necessario a instalacdo do programa Geogebra.

Na simulagdo, existem trés botdes, a saber: iniciar, pausar e reiniciar. O inicio da
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Maquina de Carnot Quantica

Wzx)

E1

-

Simulagdo da Maquina de Carnot Quantica

Expanséo isotermica quantica

Niveis de ocupagio

a=1 az=1

F(L 1‘

Iniciar

[

Pausar

5}
Reiniciar

Figura 2.6: Quadro fixo do ciclo de Carnot.
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Maquina de Brayton Quantica
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Figura 2.7: Quadro fixo do ciclo Brayton.
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simulacdo ocorre ao pressionar-se o botdo iniciar. A simulacdo pode ser pausada
e, caso o leitor queira recomegar a simulacao o botdo reiniciar € utilizado. Durante
as simulagdes, em cada processo quintico, sdo mostradas as expressoes andlogas
quanticas de processos termodindmicos cldssicos. Ao completar o ciclo (término
da simulacdo) o valor da eficiéncia € calculado. Por fim, notamos que na simula-
cdo apresentada, os processos nao sdo realizados de maneira quase-estitica como
¢ feito neste capitulo. Entretanto, a simulac¢io € apenas uma maneira visualizar os

processos descritos no decorrer do texto.
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Capitulo 3

Introducao a termodinimica de

buracos Negros

3.1 Anas brancas, estrelas de néutrons e buracos ne-

gros

Buracos negros sdo regides do universo nas quais os efeitos da curvatura do
espaco-tempo sdo tdo intensos que qualquer corpo material ou forma de radiacao
fica impedida de sair dali [4,5]]. A histdria dos buracos negros comega no século
18 quando o reverendo, astrondmo e sismélogo inglés, John Michell (1724-1793),
e o grande fisico matematico francés Pierre Simon, Marqués de Laplace (1749-
1827), chamaram a atencdo para a possibilidade de que a atracdo gravitacional de
uma estrela pudesse ser tdao intensa que nem mesmo a luz poderia escapar-lhe [6].
Michell, partiddrio da teoria newtoniana corpuscular da luz, supds que as parti-
culas de luz pudessem interagir gravitacionalmente com uma estrela negra, na
terminologia da época. A atragdo da estrela poderia ser tdo forte que a velocidade
de escape seria maior do que a celeridade da luz. Treze anos mais tarde, Pierre
Simon Laplace (1749-1827), publicou sua versdo, também newtoniana de uma
estrela negra [7,/8]. Como problemas de mecanica newtoniana, as estrelas negras
de Michell e Laplace sao muito interessantes e nos apéndices D e E desenvolve-
mos uma discussao detalhada dessas duas abordagens pioneiras que acreditamos

possam ser de utilidade nos cursos de mecanica.
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Supergigantes vermelhas

Gigantes vermelhas

Sequéncia

Figura 3.1: Evolucdo esquematica do Sol no diagrama H-R: Em 1 e 2, o Sol evolui
como uma proto-estrela e entra na sequéncia principal, 3. No inicio do estdgio
final sai sequéncia principal para a regido das gigantes vermelhas, 4, e finalmente
chega ao seu destino final como ana branca, 5. (Ilustragdo D.M.T.)

O conceito moderno de buraco negro comecou a ser formado em decorrén-
cia dos estudos sobre os estdgios finais de certos tipos de estrelas ditas estrelas
compactas: as anas brancas e as estrelas de néutrons. Estrelas comuns como o
nosso Sol nascem da condensacdo de uma nebulosa provocada pela interacdo gra-
vitacional. A condensagdo acende a fornalha nuclear e a estrela entra e comega a
evoluir ao longo sequéncia principal do diagrama de Hertzspurng-Russel ou H-R.
A Figura 3.1 mostra de modo esquematico a trajetéria do Sol no diagrama H-R.
Em uma dada etapa de sua vida de aproximadamente 10 bilhdes de anos, o com-
bustivel nuclear primario fica quase esgotado e o Sol, procurando conter o colapso
gravitacional aumenta a taxa de reagdes nucleares aumentando a pressao interna.
O resultado € um aumento de tamanho e transformacao em uma gigante vermelha.
Esgotada esta etapa comeca o processo de contragdo no qual o Sol termina eje-
tando massa e dando origem a uma nebulosa planetdria. O ntcleo solar remanes-

cente fica reduzido a uma bola compacta de barions (prétons e néutrons) e elétrons
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que os astrofisicos denominam uma and branca. A ana branca se mantém estavel
porque a pressdo de Fermi contrabalanca a pressdo gravitacional impedindo que

o Sol imploda.

Na fisica das estrelas compactas, a pressdo de Fermi ou pressdo de degene-
rescéncia € um efeito quantico que aparece quando a matéria baridnica (prétons
e néutrons) e os elétrons ficam confinados em um espacgo relativamente pequeno
em razdo da enorme pressdo gravitacional da estrela. Os férmions — particulas de
spin semi-inteiro — devem obedecer ao Principio de Exclusdo de Pauli e isto d4
origem a uma contrapressao nao-térmica, isto €: que ndo envolve a temperatura
da ana branca, que sob certas condi¢des pode dar equilibrio mecanico a estrela.
Para velocidades ndo-relativisticas podemos mostrar com argumentos simples que

a pressao de Fermi dos elétrons, exceto por um fator multiplicativo, € dada por:

5/3
h2 ) /
PFermi X 2
melélron mbérion

onde h € a constante de Planck reduzida e p é a densidade de massa da ana branca.

Os bérions remanescentes também exercem uma pressiao de Fermi e para leva-la
em conta bastaria trocar 1m,,, Na equacdo acima por M., Mas a massa de um
barion € 2000 vezes maior do que a massa do elétron e, consequentemente, sua
contribui¢do a pressao de Fermi efetiva seria 1 000 vezes menor do que a contri-
bui¢do dos elétrons. Convém salientar que a and branca ainda tem uma pressao
térmica, mas esta também € muito menor do que a pressdo de Fermi dos elétrons
e ndo influi no equilibrio mecanico da ana branca. Nosso Sol, por exemplo, de-
pois de ter se transformado em uma ana branca finalmente esfriard e tornar-se-a
uma and negra, uma estrela fria equilibrada pela pressido de Fermi. A Figura[3.2]
mostra a evolucao final de duas estrelas de massas distintas, o Sol e Sirius B, em
termos da razdo entre a massa das estrelas e a massa do sol ( M) em fun¢do do

raio R.

Se a massa final da ana branca for suficientemente grande, a pressdo gravitaci-
onal serd de tal forma intensa que os elétrons atingirdo velocidades relativisticas,

isto é, v = c. Neste caso, a pressao de Fermi deve ser recalculada e o resultado é
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M Morte de Sirius B

\_/

Gravidade > Pressdo de Fermi (PF)

\ Anas Brancas

Morte do Sol

Pressdo de Fermi (PF) > Gravidade

102 km Raio (R) ———

Figura 3.2: Se uma estrela estiver na regido sob a curva sdlida, ela explodira
porque a pressdo de Fermi € maior do que a pressdo gravitacional. Por outro lado,
se ela estiver fora dessa regido implodird porque a pressao gravitacional € maior
do que a pressdo de Fermi. As ands brancas estdveis, como um dia 0 nosso Sol
serd, localizam-se sobre a curva sélida que separa as duas regides. Por outro lado,
Sirius B estd fadada a tornar-se uma estrela de néutrons.

4/3
h2 p /
7DF(:rmi X
melétron 2 mbérion

Este resultado foi obtido pelo fisico indiano Subrahmanyan Chandrasekhar
(1910-1995). Chandrasekhar descobriu também que ha um limite para a massa
da ana branca gerada no processo, este limite é chamado limite de Chandrasekhar.
O limite de Chandrasekhar vale aproximadamente 1, 44 massas solares. Os resul-
tados do entdo jovem tedrico indiano foram apresentados em 11 de janeiro de 1935
em uma reunido da Royal Astronomical Society e inicialmente enfrentaram uma
forte resisténcia por parte da comunidade dos astrofisicos liderada na época por
Arthur S. Eddington (1882 — 1944), o mais respeitado astrofisico do seu tempo.

Com o decorrer do tempo foram aceitos, menos por Eddington.
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Se a massa inicial de uma estrela for muito grande, sua evolugdo serd, grosso
modo, similar a evolu¢do de uma estrela comum, mas seu destino final serd di-
ferente. A estrela ejetard suas camadas externas em uma explosdo espetacular
dando origem a uma supernova do tipo Ila, o nicleo remanescente formard uma
and branca com uma massa superior ao limite de 1,44 massas solares, a pressao
de Fermi relativistica ndo serd capaz de equilibrar a pressdo gravitacional e a ana

branca se transformard em uma estrela de néutrons ou um buraco negr estelar

[Figura[3.3].

Estrelas de néutrons foram propostas nos anos 1930 por Franz Zwicky (1898 —
1974) e Walter Baade (1895 — 1960) como uma tentativa de explicar o mecanismo
de geracdo da enorme energia envolvida nas explosdes das supernovas. Conside-
remos uma estrela cuja massa inicial é da ordem de 4 a 8 massas solares, a estrela
evoluird até transformar-se em uma supergigante vermelha, depois entrard em co-
lapso até ejetar suas camadas externas em uma explosdo espetacular criando uma
supernova. O nucleo remanescente da estrela continuard a implodir gerando uma
pressdo gravitacional tal que os prétons (p™) e elétrons (¢~) com um suprimento
de energia fornecida pelo campo gravitacional da estrela em colapso, reagirdo

entre si formando né€utrons (n) e antineutrinos (7. ) de acordo com a equagao:

pt+e +1,36MeV — n + 7.

Em um dado momento, os néutrons formarao uma esfera densa que interrompera
o colapso. Uma estrela de néutrons sustentada pela pressdao de Fermi acaba de

nascer. A pressdo de Fermi neste caso € dada por

5/3
A2 ) /
7)Fermi X )
mnéumm mnéulmn

Mas qual o limite para a massa M de uma estrela de néutrons? O que acontece

se este limite for ultrapassado? Em principio o valor da massa limite deve ser
unico. Mas o célculo do valor deste limite envolve a teoria relativistica da gra-

vitagdo e modelos do interior da estrela. O resultado final € o limite de Tolman-

10 termo buraco negro foi cunhado pelo importante fisico teérico americano John Archibald
Wheeler em 1968.
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Gigantte vermelha Nebulosa planetdria
Estrela And branca

comum

w
- ' | . ) Estrela de néutrons
Nebulosa estelar P <

Estrela massiva k. - o
Supergigante
vermelha Supernova .

Buraco negro

]

Figura 3.3: Os trés modos pelos quais a vida de uma estrela pode terminar.
(Ilustracdo D.M.T.)

Oppenheimer-Volkof: se a massa da estrela de néutrons resultante ultrapassar o
limite de Tolman-Oppenheimer-Volkof que estabelece valores maximos entre 1,5

e 3 massas solares para uma estrela deste tipo, estd implodird formando um buraco
negro [Figura[3.4].
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Buraco Negre
Morte de Sirius B

Mo 4,—»Estrelas de Néutrons o

Gravidade > Pressdo de Fermi (PF)

____________________ : \ Ands Brancas

? i Morte do Sol

Pressdo de Fermi [PF) > Gravidade

10 102 103 km Raio (R) ———

Figura 3.4: Qual o limite para a massa de uma estrela de néutrons? A resposta
depende da curva limite correta.

3.2 O buraco negro de Schwarzschild

Em 1926, Karl Schwarzschild (1873—-1916) obteve uma solugdo para as equa-
coes da Relatividade Geral que descrevem a gravitacio como uma manifestacao
da geometria do espaco—tempo. A solu¢do de Schwarzschild nos d4 a quantidade
fundamental da Relatividade Geral : a métrica, isto é: o quadrado da distancia
entre dois eventos A e B no espaco—tempo quadridimensional determinado pela
distribui¢do de matéria e energia. A métrica de Schwarzschild descreve a geome-
tria do espago—tempo em torno de uma massa M que apresenta simetria esférica,
nao tem momento angular e € eletricamente neutra. A métrica de Schwarzschild
¢ dada por [4,/5,9]:

2GM
ds? = — (1 _ G_) Adt? + dr? + r? (d92 + sen? 6dq§2,)

rc2

-
(1 B QGM)
rc2
(3.1)

onde r € definido pelo perimetro da circunferéncia (= 277r), e ¢ e 6 sdo os an-
gulos azimutal e polar, respectivamente, associados com as coordenadas esféricas

usuais. Nao ¢ imediatamente 6bvio que a métrica de Schwarzschild leve ao con-
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ceito de buraco negro. Na verdade, Schwarzschild nunca fez tal afirmagdo. Foi
mais tarde com a reinterpretacao desta solu¢@o que esta possibilidade tedrica sur-
giu. A reinterpretacdo vem da andlise dos problemas encontrados na solucao de
Schwarzschild pelo fisico americano David Finkelstein [[10]. A existéncia de uma
singularidade na métrica em r = 2G'M/c? e outra em 7 = 0, assim como a inver-
sdo do sinal podem ser defeitos da escolha das coordenadas ou representar algo
mais sério. Em outras palavras: a métrica s6 vale para a r > 2GM/c?. A am-
pla liberdade de escolha de coordenadas que temos na Relatividade Geral permite
utilizar coordenadas mais adequadas e transformar a métrica de Schwarzschild na

métrica de Eddington—Finkelstein:

2MG

ds® = — <1 - — ) dv® + 2dvdr + r2d02. (3.2)
cr

onde agora v € a coordenada temporal, veja o Apéndice G para os detalhes. Nesta

nova métrica, podemos analisar a trajetdria da luz no espago—tempo em torno da

singualridade essencial em r = (. Podemos ver também que a singularidade em

r = Ry = 2MS 0 raio de Schwarzschild, deixa de existir, isto é: ela é uma sin-
gularidade removivel e ndo hd inversdo de sinal na métrica. E, mais importante:
podemos provar que a radiac@o e matéria ndo podem escapar através de uma fron-
teira hipotética chamada horizonte dos eventos. Em suma, a Relatividade Geral
permite a existéncia de buracos negros. No Apéndice G discutimos com detalhes
estes aspectos. Com o decorrer do tempo outras solu¢des capazes de descrever
buracos negros que t€m momento angular diferente de zero e/ou que podem ser
eletricamente carregados foram descobertas. Em 1961, foram descobertas as pri-
meiras evidéncias experimentais da existéncia de um buraco negro estelar. Hoje

em dia, o nimero de evidéncias experimentais é considerdvel.

Em principio, a massa de um buraco negro estelar € arbitraria, mas do ponto de
vista do astrofisico as massas finais dos buracos negros estelares estio entre 3 e 30
massas solares (3 — 30 My). Buracos negros galdcticos tém massas que variam
desde bilhdes até trilhdes de massas solares (106 — 10° M) e localizam-se nos
centros das galdxias. Seus processos de formacgdo ainda ndo estdo bem estabele-

cidos, embora uma explicacao vidvel seria a formacdo pela fusdo de dois ou mais
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buracos negros. H4 um terceiro tipo de buraco negro: o buraco negro primordial
que teria sido criado no inicio do universo em razdo das flutacdes quanticas do
campo gravitacional. Aqui, nds discutiremos apenas os buracos negros estelares,

em particular, o buraco negro de Schwarzschild.
Buracos negros sao caracterizados por trés propriedades fundamentais:
(a) MASSA (M),
(b) CARGA (Q)
(c) MOMENTO ANGULAR (J).

Estas trés propriedades nos dao quatro variantes de buraco negro mostradas na Ta-
bela[3.1] Essas trés propriedades sdo também as tnicas informagdes que um ob-
servador distante terd acesso ao estudar a geometria do espaco—tempo na presenga
de um buraco negro. Um buraco negro com essas trés propriedades é chamado
buraco negro de Newman-Kerr, porém, os astrofisicos ainda ndo encontraram ne-
nhum indicio da existéncia de buracos negros carregados. H4 indicios fortes da
existéncia de buracos negros girantes, isto €: com massa € momento angular ndo-
nulo, tais buracos negros sao chamados buracos negros de Kerr. Aqui, concentra-
remos nossa aten¢@o no mais simples dos modelos tedricos desse objeto, o buraco

negro de Schwarzschild.

Essencialmente, o buraco negro de Schwarzschild € um ponto chamado singu-
laridade que concentra toda a massa M do buraco negro, € eletricamente neutro,
isto é, sua carga () € nula, ndo gira, o momento angular J é nulo e é envolvido por
uma superficie esférica invisivel de raio R;, o raio de Schwarzschild [Figura[3.5],

definido por:

Massa (M) Mto. angular (J) Carga (Q) Nomenclatura

Sim Nao Nao Schwarzschild
Sim Sim Nao Kerr

Sim Sim Sim Kerr-Newman
Sim Niao Sim Reissner-Nordstrom

Tabela 3.1: Classificagdo de buracos negros.
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_2GM

Ry
c2

5 (3.3)

onde GG € a constante de gravitacdo universal de Newton e ¢ € o mddulo da velo-

cidade da luz.

O raio de Schwarzschild determina uma fronteira que se chama horizonte dos
eventos. Qualquer corpo (inclusive o féton) que passe da regido exterior r > [
para a regido interior r < Ry através do horizonte dos eventos ndo poderd voltar

a0 meio exterior.

HORIZONTE DOS EVENTOS

SINGULARIDADE

Figura 3.5: Buraco negro de Schwarzschild. A distancia entre a singularidade e
o horizonte dos eventos € igual ao raio de Schwrzschild do buraco negro.

Um buraco negro cléssico, isto é, que obedece as leis da fisica cldssica (a teoria
geral da relatividade ou gravitacdo einsteiniana € uma teoria cldssica) s pode ser
percebido pelos efeitos que provoca no seu entorno, como por exemplo, a radiagao
dos gases que fazem parte do disco de accrecdo emitem enquanto abandonam o

nosso universo mergulhando no horizonte dos eventos. Exceto pelas propriedades
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fundamentais, o buraco negro propriamente dito, isto é: a regido interior ao hori-
zonte dos eventos e a singularidade, permanece inacessivel as nossas observagoes
diretas. Se supusermos que um buraco negro € um corpo isolado no universo e
cairmos em queda livre em direcao a ele, ndo perceberiamos nossa passagem pelo
horizonte dos eventos e a presenca da singularidade seria percebida pela acdo de
fortissimas forcas gravitacionais de maré. Uma nave espacial e seus astronautas,
como corpos extensos que sdo, poderiam ser literalmente despedacados por essas
forcas, um processo que muitas vezes € eufemisticamente chamado de ‘espague-
tificacao’. Para o observador distante, nossa queda nas proximidades do horizonte
dos eventos seria cada vez mais lenta e ao final ficaria congelada. O observador
distante vé€ uma ilusdo. Mas, por outro lado, se quiséssemos, poderiamos estabe-
lecer uma estagcdo espacial em uma Orbita estdvel a uma distancia confortdvel e

segura do horizonte dos eventos.

3.3 Asleis da termodinamica dos buracos negros

Neste capitulo estaremos interessados em estudar alguns aspectos da termodi-
namica do buraco negro, e para isto convém enunciar suas leis. Estas leis foram
estabelecidas no inicio e meados dos anos 1970 quando a analogia entre a drea
associada com o horizonte dos eventos e a entropia clédssica sugerida por Jacob
Bekenstein [11},|12], foi comprovada por Stephen Hawking [13-15]]. Eis os enun-

ciados na versdo clara e didatica de Raine e Thomas [5]:

Seja M, a massa do buraco negro; x, sua gravidade superﬁcia]ﬂ; A, a drea
associada com o horizonte dos eventos; (2, a sua velocidade angular; 7, a mag-
nitude do seu momento angular; ®, seu potencial eletrostitico e (), sua carga

elétrica. Entdo as leis gerais da mecanica dos buracos negros sao:

LEI ZERO

A gravidade superficial k; de um buraco negro no horizonte dos eventos é

constante.

2Para um buraco negro de Schwarzschild a gravidade superficial pode ser interpretada como o
valor da aceleragdo da gravidade medida por um obserdor distante do horizonte dos eventos.
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PRIMEIRA LEI

hk

@G

A(M) = —2 dA+ QdT + @ dQ.

SEGUNDA LEI

No caso dos buracos negros cldssicos nos quais efeitos quanticos nao sao le-

vados em conta, a drea do horizonte dos eventos ndo pode diminuir.

TERCEIRA LEI

A gravidade superficial ks no horizonte dos eventos nao pode ser reduzida a

zero por meio de um nimero finito de processos.

As leis gerais da mecanica dos buracos negros assemelham-se as leis da termo-
dinamica cldssica e isto seria mais do que uma coinciéncia se pudéssemos associar
uma temperatura ao buraco negro e este emitisse radiacdo, o que ndo € possivel
para um buraco negro cldssico. No entanto, se levarmos em conta os efeitos quén-
ticos nas proximidades do horizonte dos eventos, o buraco negro emitird radia¢io

e poderemos falar em leis da termodinamica do buraco negro.

As leis da termodinamica do buraco negro de Schwarzschild

No caso do buraco negro de Schwarzschild, € possivel mostrar que hd uma

relagcdo simples entre a temperatura 7' e a gravidade superficial x,:

D
kg’

onde
GM
Kg = —.
2
RS
E, como veremos nas paginas seguintes, também € possivel mostrar que a entropia

S € um multiplo simples da area A do horizonte dos eventos:

1 kyc?
4 hG 4 02’

s =
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onde ¢, é o comprimento de Planck definido por

| hG
g}) == ?

Portanto, para o buraco negro de Schwarzschild, ks e dA podem ser substituidos

por T" e dS e as quatro leis rescritas na forma:

LEI ZERO

A temperatura 7" de um buraco negro de Schwarzschild no horizonte dos even-

tos é constante.

PRIMEIRA LEI

d(Mc*) =T dS.
SEGUNDA LEI

No caso de um buraco negro de Schwarzschild classico para os quais os efeitos

quanticos nao sao levados em conta

A‘Sfburaco negro 2 0

TERCEIRA LEI

A temperatura do horizonte dos eventos de um buraco negro de Schwarzs-
child ndo pode ser reduzida a zero por meio de um numero finito de processos.

(Formulagdo de Nernst).

3.3.1 Efeitos quanticos

Finalmente, se efeitos quanticos nas proximidades do horizonte dos eventos

forem levados em conta, a segunda lei deve ser generalizada da seguinte forma:

A entropia de um buraco negro de qualquer tipo e de seu meio exterior nao

pode diminuir, isto é:
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A*S(meio exterior + A*S(buraco negro Z O .

3.4 A radiacao Hawking

Como ja mencionamos, um buraco negro cldssico ndo permite que matéria
e/ou radiacdo escape dele, porém, se alguns aspectos quanticos da sua fisica perto

do horizonte dos eventos forem levados em conta havera excecoes.

Foi Stephen Hawking, Professor Lucasiano Emérito, ciatedra ocupada por New-
ton, Paul Dirac e Charles Babbage na Universidade de Cambridge, quem mostrou
que este cendrio ndo € necessariamente verdadeiro [13H15]. Aplicando os mé-
todos da teoria qudntica de campos em espagos curvos na regido proxima ao
horizonte dos eventos, Hawking mostrou que um buraco negro emite radiacao, a
radiacdo Hawking, e o espectro desta radiac@o € similar ao de um corpo negro a

uma temperatura 7', dada por

ke
- 87G Mk,

onde i = h/2m é a constante de Planck reduzida e x; € a constante de Boltzmann.

(3.4)

Observe a presenca das trés constantes que caracterizam a mecanica quantica, a
gravitacdo e a relatividade: A, GG, c e ainda da constante de Boltzmann x; sempre
associada com os fendmenos termo-estatisticos. Isto significa que efeitos quanti-
cos, gravitacionais e termo-estatisticos estdo envolvidos no fendmeno. Veja mais
adiante uma discuss@o um pouco mais detalhada. Fazendo uso da defini¢do do

raio de Schwarzschild, a equagdo (3.4) pode também ser escrita na forma

K,

T=T"=
o 2me’

(3.5)

onde
GM

2
RS

€ o valor da aceleragdo gravitacional no horizonte dos eventos ou aceleragdo su-

(3.6)

Rg =

perficial. Esta forma de escrever a temperatura serd util na discussdao de um dos
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modelos heuristicos da emissdo da radiacdo Hawking. Se a massa do buraco ne-
gro for expressa em quilogramas e a temperatura em graus kelvin, entdo podemos

escrever também,
_ 1,23 x 10% 3.7)
Mkg]
Seja qual for a forma com que a expressemos, esta temperatura é muitas vezes
conhecida como temperatura Hawking ou temperatura Bekenstein-Hawking, ja
que os resultados de Hawking confirmam resultados anteriores de J. Bekenstein

[11,/12], um dos pioneiros no estudo da termodinamica dos buracos negroﬂ

Vejamos agora um modo alternativo de obtermos a temperatura de Bekenstein—

Hawking: a drea correspondente ao raio de Schwarzschild é dada por

AGPM? 167G M

As = 4R = 4w — . (3.8)
C C
Portanto, ,
2rG2MdM

dAs = # (3.9)

C

ou 4 JA

M = 3rcin 10

A energia interna do buraco negro é dada por U = M2, logo, uma variagio dM

na sua massa leva a variacao

S dA
dU =dM ¢ = —————. 3.11
© T 32rG2M G-11)
Pela primeira lei da termodinamica do buraco negro de Schwarzschild:
dU S d A
dS = — = — > 3.12
S T 327G2TM’ (3-12)

onde fizemos uso do fato de que o buraco negro de Schwarzschild ndo tem rotagdo
e € eletricamente neutro. De um outro ponto de vista que estd fora do alcance de

nossa discussao aqui — este € o ponto fraco da dedugdo —, o ponto de vista da teoria

SEm particular, Hawking obtém a mesma expressio obtida por Bekenstein para a entropia de
um buraco negro.
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quantica de campos em espacos curvos, a entropia do buraco negro é dada pela

expressao

3 dA,
dSNHBﬁ 4

Igualando as equagdes (6) e (7) uma a outra obtemos o resultado de Hawking

(3.13)

ke
- 8tG Mk,

3.4.1 Um modelo simples para entender a radiacio de Haw-
king

A radiagdo Hawking consiste de fétons, neutrinos e, em menor grau, de todos
os tipos de particulas massivas. Isto significa que o buraco negro pode ser “visto”?
Para responder a esta pergunta temos de entender o mecanismo por trds da radia-

cdo de Hawking e para isto seguimos o modelo simples das referéncias [15,|16].

O termo vdcuo na teoria quantica de campos, a versao quanto-mecanica da
teoria de campos cldssica, ndo significa auséncia completa de matéria e radiagao.
Vidcuo na teoria quantica de campos significa estado de energia mais baixa pos-
sivel [[18]]. Neste estado, dito estado de vdcuo, ha uma atividade intensa causada
pelas flutuacdes do vacuo quantico. Tais flutuagdes geram pares de particulas—
antiparticulas ditas virtuais por ndo serem observaveis. Estes pares aparecem e
desaparecem continuamente e a distancia entre elas € arbitraria. Para um observa-
dor em queda livre nas proximidades do horizonte dos eventos, o forte campo de
maré do buraco negro pode ocasionalmente separar os pares virtuais impedindo
a aniquilagdo miutua e atraindo uma das particulas do par para o seu interior em
quanto a outra, sem seu parceiro virtual e com a energia fornecida pelo campo

gravitacional, transforma-se em uma particula real [Figura[3.6].

Vejamos qual o balango de energia envolvido. Considere, por exemplo, pares

de elétrons e positrons. A energia inicial € a energia do buraco negro e se escreve
E; = Mc. (3.14)
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Suponha que o elétron virtual mergulhe no horizonte dos eventos. Sem seu par-
ceiro virtual, o positron transforma-se em uma particula real com uma energia

igual a m.c? (e carga +¢). Se escrevermos

E; = Mc® + 2m.c?, (3.15)

estaremos violando o principio da conservagdo da energia. A saida € supor que
o elétron ao ultrapassar o horizonte dos eventos tem uma energia negativa igual

—m,c?, note bem: energia negativa, ndo massa, € logo

E; = (M —m,) A+ mec?. (3.16)

Deste modo, o principio da conservagdo da energia fica satisfeito. Podemos in-
terpretar este resultado da seguinte forma: a energia para materializar a particula
virtual, no caso, um positron, € fornecida pelo campo gravitacional do buraco ne-
gro nas proximidades do horizonte dos eventos que perde o equivalente em massa
inercial. Observe que o buraco negro ganha uma carga igual a —e, pois o principio
da conservacdo da carga também deve ser satisfeito. Mas, a particula que ultra-
passa o horizonte dos eventos poderia ser o positron e a emitida seria o elétron.
A carga adquirida pelo buraco negro seria +e. Como niao hd motivos para que
o buraco negro prefira uma em detrimento da outra, na média, a carga adquirida
por este € nula. Fétons também passam pelo mesmo processo, mas os fétons nao
tém carga e a antiparticula de um féton é o préprio féton. E a massa do buraco
negro que determina os tipos de particulas emitidas e as respectivas contribui¢des
percentuais. Para um buraco negro de Schwarzschild com M > 10'* kg, uma
estimativa é de 81,4% de neutrinos (v, 7., v, 7,,), 16,7% de fotons () e 1,9% de
gravitons (g). Para 101 kg < M < 5 x 10 kg, 45% de elétrons (e™) € positrons
(€M), ,45% de neutrinos (v, v, v, 1), 9% de fotons (y) e 1% de gravitons (g).
Finalmente, Para 10 kg < M < 10'°°kg, 12% de nucleons a antinucleons (N
e N), 28% de elétrons (e~) e positrons (™), ,48% de neutrinos (Ve, Ve, Vy, ),
11% de fétons () e 1% de gravitons (g) [17].
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T

+ i
@° Horizonte dos eventos
e @

Figura 3.6: Radiacdo de Hawking percebida por um observador que estd em
queda livre em dire¢do ao ao horizonte dos eventos do buraco negro. A energia
para a criagdo do positron vem do forte campo de maré gerado pelo buraco negro
nas proximidades do horizonte dos eventos [16].

3.5 Buracos negros evaporam!

Como o buraco negro emite radiacdo, ele evapora. E possivel mostrar que o

tempo de vida de um buraco negro € dado pela expressao:
M3
T =2,09 x 10% (—> anos, (3.17)
Me,

onde M, é a massa solar. Um buraco negro de dez massas solares (10 M) dura

070

aproximadamente 2 X 10" anos, uma duracdo maior do que a duragdo do nosso

universo.

Para obter este resultado, basta lembrar que o buraco negro comporta-se como
um corpo negro a uma temperatura 7', € um observador distante pode calcular o
seu tempo de vida usando a lei de Stefan-Boltzmann para a energia por unidade

de 4rea e unidade de tempo u da radiacdo emitida
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w=o0T?, (3.18)
onde
2 /fg

€ a constante de Stefan-Boltzmann. A luminosidade do buraco negro, L, € a
densidade superficial de energia por unidade de tempo multiplicada pela drea de

Schwarzschild

L=Asu= AT (3.20)

onde 7T é a temperatura de Bekenstein-Hawking. Lembrando que A = 47 R2, e

fazendo uso das expressdes para o e T', obtemos

_ hcb
15360 7G2 M2’

Mas a luminosidade é também uma perda de energia/massa por unidade de tempo

L

(3.21)

daUu dM
Segue que
dM hct
— = . 3.23
dt 15360 7G? M? (3:23)
Esta equacdo pode ser facilmente integrada:
T 2 (0
1
g = _15300mGT [y gy (3.24)
A
0 ¢ M
Calculando as duas integrais obtemos finalmente
51207 G2 M3
=—7a (3.25)

Multiplicando e dividindo pela massa do Sol, M, = 1,99 x 10%° kg e substituindo

os valores de GG, h e c obtemos o resultado dado pela equacéo (3.17).
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e O
detector acelerado
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Figura 3.7: Radiacdo Hawking e o efeito Unruh—Davies.

Um segundo modelo simples para entender a radiacao Hawking

Um segundo modelo simples para a radiacdo Hawking esté relacionado com
o efeito Unruh—Davies [18]] e € descrito em [|16]]. Vejamos primeiro de que trata o

efeito Unruh—Davies.

Se um observador move-se no vicuo com aceleragdo propria constante, per-
ceberd que se encontra imerso em um banho térmico a uma temperatura 7™ dada

por:

h
ol = T* = 22 (3.26)
2mc
onde a € a aceleracdo préprieﬂ Este resultado surprendente — o efeito Unruh—

Davies —mostra-nos que o efeito da aceleracio € transformar as flutuacdes do va-

A aceleracdo prépria é a aceleragio medida no referencial do observador acelerado.
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cuo quéntico em particulas reais. Observe que a equacdo (3.26) apresenta uma
semelhanca notdvel com a equagio (3.5). O efeito Unruh-Davies pode ser utili-
zado para entender o efeito Hawking se imaginarmos um observador que paira
acima do horizonte dos eventos do buraco negro. Para que isto aconteca e ele
ndo seja sugado pelo buraco negro terd que acionar seus retrofoguetes e ajusta-los
para que sua aceleragc@o prépria a seja igual a ks. Do ponto de vista da relati-
vidade geral, ele ndo € um observador inercial no sentido einsteniano, isto é em
queda livre e movendo-se ao longo de uma geodésica, e estando submetido a for-
cas ndo-gravitacionais nao segue uma geodésica do espaco—tempo de Schwarzs-
child. Entdo, este observador concluira que os pares virtuais nas proximidades do
horizonte de eventos sdo particulas reais. Algumas dessas particulas desaparecem
atravessando o horizonte dos eventos desaparecendo do nosso universo enquanto
seus respectivos pares escapam e em principio ddo ao buraco negro um brilho

ténue.

3.6 A entropia associada com o buraco negro de Schwarzs-
child

A quantidade fundamental na descri¢ao de um buraco negro de Schwarzschild
¢ a sua entropia. O ponto de partida € a percep¢ao de que a area do horizonte dos
eventos de um buraco negro, como a entropia cldssica, ndo pode diminuir. Aqui
discutiremos este aspecto da termodindmica do buraco negro de Schwarzschild de
um modo simples. Vejamos como as leis da termodinamica dos buracos negros se

aplicam ao buraco negro de Schwarzschild. Da primeira lei temos:

dU = T dS, (3.27)

pois o buraco negro de Schwarzschild ndo tem momento angular e nio € electri-

camente carregado. A variagdo infinitesimal da energia interna se escreve dU =
2

dMc*, logo

_dU_d]\/[c2

d
S T T

(3.28)
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A variagao finita de entropia serd dada por

M 1.2
S—Soz/ dMTC. (3.29)
0

Substituindo a equagao (3.4) no integrando acima temos

S _SWG“B/ M'dM'. (3.30)
Segue que
47 G M? Ky
g G M m (3.31)
he

onde fizemos uso da condicdo S = 0 quando M — (. Esta é a entropia do
buraco negro. Multiplicando e dividindo este resultado pelo raio de Schwarzschild

e lembrando que o comprimento de Planck é dado por
by = £\ —, (3.32)

podemos escrever o resultado final de modo mais compacto:

47TR§GM2KJB_1KJBAS
heR2 4 27

S = (3.33)
onde As = 47 R? € a drea da superficie correspondente ao horizonte dos eventos.
Portanto, a entropia de um buraco negro de Schwarzschild é proporcional a area

determinada pelo raio de Schwarzschild

Observe que para chegar a este resultado comecamos com a temperatura de
Bekenstein-Hawking e a partir dela obtivemos a expressao para a entropia do bu-
raco negro. O procedimento de Hawking € o inverso: calculando a entropia do
buraco negro com os métodos da teoria de campos em espagos curvos, ele obtém

a temperatura.
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Um exemplo: entropia associada com a coalescéncia de dois bu-

racos negros

Do ponto de vista tedrico, nada impede que dois buracos negros possam coa-
lescer formando um dnico buraco negro. O que acontecerd com a entropia neste
caso? Para fixar melhor as idéias, suponhamos que dois buracos negros coales-
cam. Suponhamos também por simplicidade que um dos buracos negros tenha
uma massa M e o outro 2M. As dreas correspondentes ao seus respectivos hori-

zontes dos eventos Sao:

2
Ay = dr (2ij ) , (3.34)
C
¢ 2
Ay = 4 {@] = 4 A,. (3.35)

Consideremos agora dois modelos de coalescéncia [4]:

(a) amassado buraco negro final € a soma das massas dos buracos negros iniciais,
My = M +2M = 3M;

2M

Figura 3.8: Modelo para a massa final do buraco negro no processo (b).
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(b) a massa do buraco negro final € igual 4 raiz quadrada da soma dos quadrados
das massas dos buracos negros iniciais, M; = /M2 + (2M)2 = /5 M.

O segundo modelo leva em conta a perda de energia por radiacao gravitacional,
isto é: o processo de coalescéncia leva a produgdo de ondas gravitacionais. Veja-
mos agora 0 que acontece com a area associada com o horizonte dos eventos. No

primeiro caso, o novo raio de Schwarszchild se escreve:

2(3M)G

c2

R! =

S

=3 R;. (3.36)

A nova area associada com o horizonte dos eventos €

Ay = 47 R!? = 47w (3R,)? = 9A,,. (3.37)

No segundo caso, o novo raio de Schwarszchild vale

2(V5M)G _ VER.

c2

Rl = (3.38)

A area agora é dada por

Aysy = 47R!"? = 47(V/5Rs)? = 5 Aw. (3.39)

Em ambos os casos, a area associada com o horizonte dos eventos aumenta, mas
nio necessariamente a entropia. Calculemos a entropia do estado inicial, que é

0 mesma para ambos os processos. Como a entropia € uma quantidade aditiva

escrevemos
Sinicia] = Su+ Szm; (3.40)

onde

1 kg
Su=q 7 (341)
e
1k 1k

Sy = 1 g—;’ Ay =4 % 1 g_; A, = 48S,. (3.42)

P
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Portanto, a entropia do estado inicial é:

Sinicial - SM + 4SM - 5SM (3.43)
Para o primeiro processo, a entropia do estado final se escreve:

1 1
s — o a L —ox =B —9g, (3.44)

final; processo (a) — 4 E 4 €§

Portanto, a variacdo de entropia ao final do processo é

AS = Sﬁnal;processo(a) - Sinicial = 5‘S’M > 0 (3'45)
No segundo processo, a entropia do estado final é

1k 1k
Sﬁnal;processo(b) = Z 6_;3 A\/gM = 5 X Z 6_;3 AM = 5 SM' (3'46)
P P

Portanto, no segundo processo a variacdo de entropia do buraco negro € nula:

AS = Sﬁnal: processo (b) Sinicial = O (3'47)

O resultado € surprendente, mas pode ser aceitdvel se a segunda lei da termodina-

mica aplicado ao buraco negro for modificada escrevendo:

A Sexlerior + A Sburuc() negro > O I (3 '48)

onde AS,,... representa a variagcdo de entropia no lado de fora do buraco negro

gerado pelo processo de coalescéncia.

A entropia calculado com a relagdo acima € a entropia dos fisicos-quimicos —
observe a presenca da constante de Boltzmann — e nao deve ser confundida com o
conceito de entropia da informacdo. A entropia de um buraco negro de Schwarzs-
child é enorme e estd associada com os diferentes modos pelos quais a matéria e
radiacdo pode acomodar-se em seu interior. Para um buraco negro de massa igual
a 10 massas solares obtemos S = 1.45 x 10°°J/K. A questdo ainda em aberto
€: qual o significado da entropia de um buraco negro? Ha muitas possibilidades

de interpretacdo. Uma delas é que esta entropia esteja associada com o numero
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de configuragdes interiores distintas para um buraco negro de massa final M (ou
M, ) e J). Mas para provar isto é necessario aprender a contar o nimero dessas
configuracdes e relacionar o resultado com a entropia termodinamica, uma tarefa

difi cil e ainda em andamento.

3.7 Capacidade térmica e buracos negros

A capacidade térmica de um buraco negro de Schwarzschild, a quantidade de
energia d(¢) que devemos fornecer a ele para obter uma variacdo de temperatura
dT’, tem um comportamento ndo—usual. Se U representa a energia interna de um
sistema termodinamico e 7', sua temperatura, a capacidade térmica C' é definida
por:

dUu
C= T (3.49)
Como de acordo com a primeira lei da termodindmica dos buracos negros aplicada
ao buraco negro de Schwarzschild: dU =d(@Q = T d.S, como a entropia depende
da drea A do horizonte dos eventos, podemos escrever

dA dU
C = IT dA’ (3.50)
ou ainda, A dS

onde 7" deve ser identificada com a temperatura de Bekenstein—-Hawking, equacao
(3.4). Multiplicando e dividindo a temperatura de Bekenstein-Hawking, pelo raio

de Schwarzschild e rearranjando um pouco o resultado obtemos:

IME? (2
T== ¢ < (3.52)
B
Segue desta expressdo que
dA  2ME
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Fazendo uso dessas expressdes para T' e dA/dt, e ainda da expressdo para a en-

tropia do buraco negro, equagao (3.33)), obtemos finalmente,

M2
27T

Buracos negros tém capacidade térmica negativa. Isto significa que se o buraco

C=- < 0. (3.54)

negro absorver massa e energia sua temperatura diminuird e se perder massa sua
temperatura aumentard. Capacidade térmica negativa € observada em outros sis-
temas termodindmicos, por exemplo, estrelas e galdxias e € sinal de instabilidade

termodinimica.

38 E possivel verificar experimentalmente a radia-
¢ao de Hawking?

Buracos negros astrofisicos estdo cercadas por matéria ionizada que circunda
o entorno deles antes de desaparecer definitivamente do nosso Universo [ Figura
[3.9]]. Esta matéria ionizada emite radia¢do eletromagnética e se constitui em um
dos fortes idicios da existéncia desses objetos. Estas emissoes tendem em obliterar
a radiacao de Hawking tornando-a dificilima de ser percebida experimentalmente.
Mas, suponha que um buraco negro seja de algum modo encontrado em uma re-
gido do Universo em que possa ser considerado como isolado. Sua temperatura
serd igual a temperatura de Bekenstein—-Hawking. Se esta for maior do que a tem-
peratura da radiacdo césmica de fundo, poderiamos observar um brilho fraco ao
seu redor, mas se a temperatura de Bekenstein—-Hawking fosse menor do que a
temperatura da radiagdo cosmica de fundo, as leis da termodindmica cléssica im-
pediriam que a radiacdo Hawking pudesse ser observada. Uma possibilidade de
observacao da radiagdo Hawking seria encontrar buracos negros primordiais nos
ultimos momentos de suas existéncias. Para este tipo de buraco negro, a tempe-
ratura de Bekenstein—Hawking seria alta o suficiente para permitir a deteccao da
radiagdo Hawking, mas até o momento os resultados sdo frustrantes. Entretanto,
uma simula¢cdo em laboratério com laseres que faz uso de pulsos filamentares

ultra-curtos parece confirmar as previsoes tedricas [20]].
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Figura 3.9: Aparéncia predita por O. Straub, FH. Vincent, M.A. Abramowicz,
E. Gourgoulhon e T. Paumard, em [21]] de um buraco negro de Schwarzschild
com um anel toroidal de matéria ionizada. O modelo descreve Sagitario A*. A
assimetria da radiacio € provocada pela forte influéncia do efeito Doppler, pois a
matéria ionizada deve circular em torno do buraco negro com velocidade orbital
muito alta para compensar a enorme atragdo gravitacional. (Imagem Wikipedia)
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Temperaturas absolutas negativas

Neste capitulo, nds abordaremos um tema que causa estranheza na maioria dos
professores e estudantes, a saber: temperaturas absolutas negativas. Em seguida
discutiremos como as temperaturas podem ser incluidas na formulacao das leis da
termodinamica. Comentaremos também alguns experimentos relacionados com
o tema. E por fim, comentaremos brevemente sobre a validade da existéncia de

temperaturas negativas.

4.1 Leis da termodinamica

Sabemos que qualquer sistema macroscopico deve obedecer as quatro leis da

termodindmica. Faremos aqui uma brevissima revisdo das mesmas.
LEI ZERO

Dois sistemas termodindmicos A e B em equilibrio térmico com um terceiro

sistema C estdo em equilibrio térmico entre si.

PRIMEIRA LEI - A primeira lei trata do principio da conservacdo da energia. Po-

demos enuncid-la da seguinte forma:
A energia de um sistema isolado é constante.

Podemos ainda escrever a primeira lei da termodinamica na forma diferencial
dU =dqQ) —aw,
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onde d() e dW representam diferenciais inexatas.

SEGUNDA LEI - A segunda lei da termodindmica pode ser escrita na forma dos

enunciados de Kelvin e Clausius

Enunciado de Clausius: O calor ndo pode ser transferido de um sistema que
se encontra a uma temperatura mais baixa para um sistema que se encontra a uma
temperatura mais alta sem que este processo seja acompanhado por alteracdes na

vizinhanca.

Enunciado de Kelvin: Nao hd processo ciclico por meio do qual o calor cedido
por uma fonte € integralmente convertido em trabalho.

Os enunciados acima parecem distintos, em principio, mas podemos mostrar que
os mesmos sdo equivalentes. Ou seja, um processo ou ciclo que viole o enunciado
de Clausius também viola o enunciado de Kelvin e vice-versa.

Podemos também escrever a segunda lei da termodindmica em termos do con-
ceito de entropia. A entropia de um sistema isolado se mantém constante se so-
mente processos reversiveis estiverem presentes, mas aumenta se processos irre-

versiveis acontecem. Ou seja,

AS > 0.

Algumas vezes, consideramos o sistema isolado como a soma do sistema com

a sua respectiva vizinhanga. Assim, podemos reescrever a equagao acima como

ASum'verso = ASsistema + A‘Swvizinhana Z 0.

TERCEIRA LEI - A terceira lei pode ser enunciada na sua forma fenomenoldgica
da seguinte forma

Nenhuma sequéncia finita de processos ciclicos pode levar um sistema ao zero
absoluto (0K).
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4.2 Entropia na visao de Boltzmann

Podemos ainda, a partir de métodos de mecanica estatistica escrever a segunda
lei de outra maneira, em termos do numero de microestados acessiveis ao sistema.

Podemos escrever a entropia através da relacdo de Boltzmann

S = kg In(Q), 4.1)

onde kg representa a constante de Boltzmann e €2 representa o nimero de micro-
estados acessiveis.

Diversas discussdes tem sido feitas recentemente sobre a correta definicao de
entropia. Colocando inclusive, para determinados casos, a equacgdo (4.1) em du-
vida. Iremos comentar de maneira breve essa questao posteriormente — apds apre-

sentar a formulacgdo e discussdo do problema de temperaturas negativas.

4.3 Temperaturas negativas

Consideremos um sistema fechado e isolado com um ndmero N(>> 1) de
particulas que ndo interagem entre si. Uma segunda restricao € feita, nosso sistema
de particulas pode apenas ocupar dois niveis de energia, a saber: ¢, e ¢; [26]]. Por
simplicidade, faremos o menor nivel de energia ¢y = 0 e o0 maior nivel de energia
€; = €. O namero de particulas que ocupam o nivel mais baixo e o mais alto de
energia sao dados por ng e ny, respectivamente. O nimero total de particulas N e

a energia total do sistema U sdo dados pelas seguintes expressoes

N = ng + Ny (42)

U = ni€1 + ngeg = nq€. 4.3)

E importante notar que o sistema descrito acima nao € um sistema termodi-
namico usual. Um sistema termodindmico usual (como um gds contido em um
pistdao) possui energia U que varia continuamente, pois a energia cinética das par-

ticulas que constituem o gés varia de modo continuo. No entanto, nosso sistema
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descrito anteriormente tem niveis discretos de energia (dois niveis) com um limite
superior dado por €;.

Entdo, para nosso sistema de dois niveis de energia, o nimero de microesta-
dos acessiveis, isto €, o nimero de maneiras diferentes de arranjos disponiveis as
particulas satisfazendo as condi¢des dadas pelas equagdes (4.2) e (4.3) é

Q= L' (4.4)
no!m!

Entretanto, como as condi¢des impostas pelas equacdes (4.2) e (4.3) influen-
ciam o nimero de microestados? Iremos exemplificar tal situacdo com um nimero
reduzido de particulas para que possamos observar como isso se aplica. Sejam,
por exemplo, N = 3 e U = ¢, ou seja, nosso sistema é composto por trés parti-
culas e possui uma particula com energia €; enquanto as demais possuem energia

€o- O niimero de configuragdes possiveis pode ser visto na figura 4.1.

N=3 U=n,¢5 =5

¢ ! —O— El —u’f. _-H‘-_-
\__/

0 — —— & _ — =
()

£
. 3!
g _.:/-'\:__O_ oo

Figura 4.1: Configuragdes possiveis para N = 3 e U = ;.

Observamos que o nimero de configuracdes possiveis € igual a 3, isto é, ) =
3. Entretanto, isso s6 € verdade devido a essa condicdo particular em que s6 temos
uma particula com energia ;! Levando a equacdo 4.4 na relacdo de Boltzmann
(4.1) temos
N!
S =kgln(Q) =kpln ——, 4.5)
no!m!

usando algumas propriedades de logaritmo obtemos
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kzﬁ =In N!—1In(no!ny!)) = In N! —Inng! — Inny!. (4.6)
B

Utlilizando a aproximacgéo de Stirling (N >> 1)

InN!'=NInN — N. 4.7)

Aplicando (4.7) em (4.6) escrevemos

S
k—:NlnN—N—nolnn0+n0+n1—nllnnl, (4.8)
B
como N = ng + ny segue que
S
k—:NlnN—nolnno—nllnnl 4.9)
B

Podemos reescrever a equacio acima e colocar-la em fung¢do de U e N. Entao,

;:NlnN—(N—g>1n<N—g>—glng. (4.10)
€

B € € €

Pode-se mostrar que

1 08
— == . 4.11
7= (), @11
Levando a relagdo (4.10) em (4.11) e reordenando alguns termos segue que
€ Ne
=In|—-1]). 4.12
ksT ( U ) (+12)
A existéncia de temperaturas negativas ocorre quando
Ne
Inl—-1) <0 4.13
(2 1) <o s

Para percebemos em quais de situagdes esse fato ocorre, vamos reescrever a equa-

¢d0 (4.13) em termos de ng € 1y

k;T =1In Z—? =lInng — Inn,. (4.14)

Analisando a equagdo acima, percebemos que a existéncia de temperaturas nega-
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tivas ocorre quando n; > ny. Podemos reescrever essa condi¢do como,

ng < g (4.15)

Podemos utilizar um grafico para ilustrar melhor essa questao [figura 4.2]. Uti-
lizaremos N = 50 e representaremos os graficos adimensionalisados das seguin-
tes equacgdes Y1, Y2 € Y3 que representam o inverso de temperatura, a temperatura

e a entropia, respectivamente.

40 : : : : : : : : Entropia
Inverso da temperatura
Temperatura

201 | A
=29
|
'.L
0 ___T-—-—z_______._______---_--_-
Pl e ] L —_HT\\ 1 ]
0 10 20 30 40 50
X
Figura 4.2: Grafico para N = 50.
Y = k;T —Inz—In(N — z); (4.16)
kT 1
= = ; 4.17
v2 € Inz —In(N —z)’ “17)
© S
Y3 ::k—:NlnN—xlnx—(N—:v)ln(N—a:). (4.18)
B

onde = := ny.
Percebemos que a entropia y3 se anula nos pontos + = 0 e x = 50 quando

todas as particulas estdo no mesmo estado, isto é {2 = 1. A entropia atinge um
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maximo em x = 25. A medida que x diminui percebemos que a energia aumenta,
pois mais particulas estardo com energia €1, jd que * = ng. A transi¢do entre a
temperatura negativa e positiva ocorre em x = 25. Notamos também que a tempe-
ratura apresenta uma descontinuidade em = = 25, 0 que mostra a inatingibilidade
do zero absoluto. Um fato curioso aparece ao analisarmos com cuidado o gréfico
da figura 4.2 ou a equagdo 4.14. Percebemos que sistemas a temperaturas negati-
vas sa0 mais energéticos que sistemas a temperaturas positivas. Ao diminuirmos
x = ny estamos aumentando o nimero de particulas com energia €;(> €j). Na

proxima secdo exploraremos as implicacdes desse fato.

4.4 O fluxo de calor

Consideremos dois sistemas termodindmicos andlogos aos descritos anteri-
ormente. Um sistema estd a temperatura negativa —7' enquanto o outro estd a
temperatura positiva +7'. Suponha ainda que o conjunto estd isolado por paredes
adiabaticas do meio exterior (vizinhanca). O que acontece se colocarmos 0s sis-
temas a temperatura negativa e positiva em contato térmico? O primeiro fato que
notamos € que como o processo € irreversivel, a variacdo de entropia do conjunto
deve ser positiva, como S é uma grandeza extensiva, podemos escrever a variagao
total de entropia como a variacdo de entropia do sistema a temperatura positiva

mais a variagdo de entropia do sistema a temperatura negativa, isto é

dS = dS_ +dS, > 0. (4.19)

Iremos utilizar os indices 7 — 7

e ” 47 para designar os sistemas a temperatura
negativa e positiva respectivamente. Utilizando a expressdao da termodindmica

classica para a entropia podemos reescrever a equagao acima como

iQ_  dQ,
—T+ T

Supomos, inicialmente, que o calor flui do sistema a temperatura positiva para

s = (4.20)

o sistema a temperatura negativa. Assim,dQ_ = +|dQ| edQ = —|dQ|[[] logo

'Quando calor entra no sistema escrevemos +|dQ| e quando calor sai do sistema escrevemos

—|dQ|
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_HdQ| | —ldQ|  _ldQ|
=7 + T 2 T <0

A equacdo acima viola a segunda lei da termodinamica, ou seja, o processo dis-

as

(4.21)

Figura 4.3: Sistemas a temperatura negativa e positiva em contato térmico.

cutido acima ndo é factivel.

Agora, examinaremos 0 processo inverso, isto €: o calor flui espontaneamente
do sistema a temperatura negativa para o sistema a temperatura positiva [figura
4.3]. Assim,dQ_ = —|dQ| edQ; = +|d()|, entdo

_dQ-  dQy  —|dQ| | 1dQ| __|dQ)|
—_T+T— —T+T —2T > 0.

Portanto, a segunda lei da termodindmica € obedecida quando o calor flui da fonte

as

(4.22)

a temperatura negativa para a fonte a temperatura positiva. Sistemas com tempera-
turas negativas s@o mais "quentes"do que sistemas a temperaturas positivas. Essa
afirmacao pode causar estranheza em professores e estudantes. Mas, como vimos
no final da se¢do (4.2), sistemas a temperaturas negativas possuem uma energia
maior (lembrando a condi¢do de temperatura negativa n; > ng) que sistemas a
temperatura positiva. E, como mostramos, € o tinico processo que ndo é proibido
pela segunda lei da termodinamica.

A escala de temperaturas absolutas deve ser estendida de modo a incluir as
temperaturas negativas. Como vimos anteriormente, sistemas que estdo as tempe-

raturas negativas sdo mais energéticos do que os sistemas a temperatura positiva.
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Assim, podemos escrever que dadas duas temperaturas de mesmo sinal, a mais
quente serd a que for algebricamente a maior entre as duas [34]. Entdo, podemos

fazer uma escala do "mais frio"para o "mais quente", a saber

0" K, ..., +300K, ..., +00 K, —0K, ..., —300K, ..., —0" K.

As leis da termodindmica ndo levam em conta a inclusdo das temperaturas
negativas na sua formulacdo. De que maneira ,entdo, podemos "acomodar"as
temperaturas negativas nas leis da termodinamica? Antes de respondermos a per-
gunta acima, examinaremos quatro situacdes referentes as maquinas térmicas das
indmeras possiveis [33] utilizando uma combinacao das fontes térmicas a tempe-

ratura positiva e negativa.

Situacao 1 : Fonte quente e fria com temperaturas positivas, onde temos que
a maquina térmica executa um ciclo Carnot.

Figura 4.4: Méquina térmica a temperatura positiva.

Examinaremos a situacdo dada na figura 4.4. Calculando a variacdo de entro-
pia da fonte quente (fq) a temperatura 7" e da fonte fria (f f) a temperatura 7’

respectivamente temos

qu Q
ASp, =211 = % <0 (4.23)
fa qu T
€
Qpr @
ASpy =2 =2 0. (4.24)
fr Tff T
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Pela primeira lei da termodinamica, o trabalho realizado pela mdquina de Carnot

é:

W=0-0. (4.25)

A eficiéncia de uma méaquina térmica € dada por

w Q' T"ASsy
- =12 14 (4.26)
T Q T ASj,
A entropia total € dada por,
AS = ASpaq + ASpg + ASyy, (4.27)

como a maquina térmica dada pela figura 4.4 realiza um ciclo termodinamico
temos que AS,,,, = 0. Como a miquina de Carnot é reversivel temos AS = 0,
logo, ASy, = —ASyy, entdo

/

T
=1-—<1 4.2
n T < (4.28)

Situacao 2: Fonte quente a temperatura negativa e fonte fria a temperatura
positiva.

Figura 4.5: Méquina térmica a temperatura positiva e negativa.

Na situagdo 2 temos agora a fonte quente a temperatura negativa —1" e a fonte
fria a temperatura positiva 7" - ver figura 4.5. Realizando os mesmos passos feitos

anteriormente iremos calcular a eficiéncia dessa mdquina térmica. A variagao de
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entropia da fonte quente e da fonte fria é respectivamente

AQf1_ —Q _Q

ASy, = =—=>0 4.29
o= "1, =T T (429)
e
Qry Q'

AS;, = 20 — % 4.30
ff Tff T ( )

O trabalho realizado pela mdquina de Carnot € dado por
W=Q+q, (4.31)

observamos que tanto a fonte fria quanto a fonte quente cedem calor para a ma-
quina de Carnot [figura 4.5].

A eficiéncia é dada por

W Q+Q Q' T'ASy¢

= 1+—=—=1- ) (4.32)
qu Q Q TAqu
Se fizermos AS = 0 temos ASy, = AS;; entdo
T/
n=1+—=>1. (4.33)

T
Esse fato também € discutido por P. Atkins [32] Vemos que a energia que torna
possivel um rendimento superior a unidade vem da fonte fria! Percebemos uma in-
compatibilidade entre o resultado anterior com o enunciado de Kelvin da segunda
lei da termodinamica. A primeira e a segunda lei na formulacao de Clausius ou
de entropia sdo obedecidas, ndo ha qualquer violagao.

Ao compararmos as situagdes 1 e 2 percebemos que estas apresentam uma
diferenca crucial entre si. No caso em que ambas as temperaturas sao positivas
[figura 4.4], a fonte quente fornece uma quantidade de energia 8 maquina térmica.
A mesma em uma dada etapa do ciclo rejeita uma quantidade de energia e trans-
fere via interacdo calor para a fonte fria. A fonte quente comporta-se como uma
fonte e a fonte fria como um sumidouro. No caso apresentado [figura 4.5], a fonte
quente estd a uma temperatura negativa e a fonte fria a uma temperatura positiva.

Notamos que ambas as fontes fornecem energia a miquina térmica durante o ci-
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clo. Nesse caso ndo hd sumidouros. Os calores cedidos a mdquina sdo totalmente
convertidos em trabalho. No caso de repetirmos a situa¢do mostrada na figura 4.5
com ambas as temperaturas positivas [figura 4.6] estarfamos violando os enuncia-
dos de Clausius e Kelvin. Além, é claro, de produzir uma diminui¢do da entropia

do universo (sistema + vizinhanca).

Figura 4.6: Maquina térmica a temperatura positiva.

Situacio 3 : Fonte quente com temperatura negativa e fonte fria com tempe-

ratura positiva II

Essa situagdo difere da situagdo 2 vista anteriormente, pois agora a fonte a
temperatura positiva recebe calor rejeitado pela maquina térmica [figura 4.7] .

Neste caso temos fonte e sumidouro.

Figura 4.7: Maquina térmica a temperatura positiva.

A variacdo de entropia da fonte quente a temperatura —7' e da fonte fria a

temperatura 7' é respectivamente

_Qp_—Q_Q
ASy, = T =77 >0 (4.34)

69



Capitulo 4. Temperaturas absolutas negativas

_Qr_9 (4.35)

ASyy = T, T

Pela primeira lei , o trabalho realizado pela maquina de Carnot é

W=Q-¢q (4.36)
A eficiéncia da maquina de Carnot é

W :Q_lel_gzl_%

B qu Q Q TAqu .
Notamos que ASy, e AS;; sdo grandezas positivas. Entdo, AS = ASy, +

(4.37)

ASs; > 0 e assim temos que 1 < 1. Tal mdquina néo € reversivel pois AS > 0.
Analisando as trés situacoes acima percebemos que algumas modifica¢des nas
leis da termodindmica precisam ser feitas para que seja possivel introduzir as tem-

peraturas negativas.

4.5 Leis da termodinamica com a inclusao de tem-

peraturas absolutas negativas

Que modificacdes sido necessdrias as leis da termodindmica para introduzir-
mos as temperaturas negativas? As leis da termodinamica sdo modelos baseados
em resultados empiricos. Processos que envolvem temperaturas negativas nao
sao processos termodindmicos usuais. Porém, as leis da termodinamica podem
acomodar bem a inclusdo das temperaturas negativas, entretanto algumas modifi-
cacoes precisam ser feitas.

LEI ZERO E PRIMEIRA LEI: ndo necessitam de modificacoes.

SEGUNDA LEI:

Analisando a situagdo 2 [figura 4.5] mostramos que o rendimento de uma
madquina térmica realizando um ciclo termodinamico com a fonte quente a tempe-
ratura negativa e a fonte fria a temperatura positiva possui rendimento maior que

a unidade
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T T’
P R
T, T

n=1+

Baseado no resultado acima, notamos que o enunciado de Kelvin precisa ser rees-
crito da seguinte forma:

N3ao hd processo ciclico por meio do qual o calor cedido por uma fonte quente

a temperatura positiva € inteiramente convertido em trabalho.

A segunda lei na formulacao de Clausius ou de entropia ndo necessita modi-
ficagdes. Mas, na presenga de temperaturas negativas o enunciado de Kelvin e

Clausius deixam de ser equivalentes.

A TERCEIRA LEI - a inatingibilidade do zero absoluto, deve ser enunciada da

seguinte forma:

Nenhuma sequéncia finita de processos ciclicos ou nao pode levar um sistema
inicialmente a uma temperatura 7' > 0 ao zero absoluto 0™ K. Da mesma forma,
nenhuma sequéncia finita de processos ciclicos ou ndo pode levar um sistema

inicialmente a uma temperatura 7" < 0 ao zero absoluto 0~ K.

Modificacdes mais sofisticadas e formais podem ser encontradas em [33,35]].

4.6 Verificacao experimental

Sistemas fisicos a temperaturas negativas sdo consequéncia das leis da me-
canica quantica aplicadas a sistemas com um limite superior para a energia e da
interpretagdo da mecanica estatistica da entropia.. Experimentalmente, tais siste-
mas foram obtidos primeiramente por Purcell e Pound [36]] e posteriormente por
Braun et al [37]).

4.7 Consideracoes sobre a validade das temperatu-

ras negativas

Recentemente, o conceito de temperatura negativa foi posto em divida por

Dunkel e Hilbert [38]. Estes autores alegaram inconsisténcias ao se utilizar a en-
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tropia de Boltzmann para o cdlculo da entropia de sistemas que possuem um limite
superior para os niveis de energia. A fonte da diferenca apresentada por Dunkel
e Hilbert estd em considerar uma formulacdo proposta por Gibbs para a entro-
pia. Nesta andlise, os autores mostraram que a temperatura absoluta permanece
positiva.

Entretanto, Swendsen e Wang [39]] apontaram algumas inconsisténcias nos
trabalhos desenvolvidos por Dunkel e Hilbert. Assim, os mesmos mostraram que
a entropia de Gibbs € incompativel com os postulados da termodinamica. A par-
tir destes resultados, Swendsen e Wang provam que o conceito de temperatura

absoluta negativa permanece valido.
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Neste trabalho, nds esperamos ter desenvolvido um texto claro e objetivo para
professores e alunos universitdrios. Enfatizamos no decorrer do texto a riqueza de
teorias fisicas envolvidas nos temas apresentados. Os ciclos quanticos nos mostra-
ram uma analogia entre duas teorias de grande relevancia dentro da fisica, a saber:
a mecanica quantica e a termodindmica cldssica. Este tema tem se mostrado de
grande importancia e, como mencionado anteriormente, tem sido tema de pesqui-
sas em fisica. A termodinamica de buracos negros nos mostrou fatos surpreen-
dentes de alguns conceitos historicos sobre a origem dos buracos negros. Além
disso, dentro de um certo limite, foram apresentados diversos pontos interessan-
tes sobre o estudo de buracos negros bem como a radiagdo Hawking que tanto
estiveram em destaque na midias televisivas.Tornando o tema atrativo a profes-
sores e estudantes, mas talvez pouco compreendido. O dltimo tema nos mostrou
as implicacdes de sistemas que podem atingir uma temperatura absoluta negativa.
Através dessa andlise, podemos mostrar que temperaturas absolutas negativas sao
mais "quentes"que sistemas a temperaturas positivas. Portanto, esperamos que o
trabalho, bem como as referéncias citadas sirvam de base para uma leitura mais
aprofundada dos temas.

No capitulo 2, nés desenvolvemos analogias quanticas de processos termodi-
namicos classicos. Essas analogias foram desenvolvidas por meio de uma par-
ticula presa em um poco de potencial. A "parede"do poco tinha a liberdade de

se movimentar. Grande parte da discussao feita seguiu a referéncia [1]. Com o
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auxilio do software Geogebra nds fizemos uma simples animag¢ao. Com o auxilio
do software podemos visualizar a relag@o entre os niveis de energia do sistema e
a largura do pogo, além de visualizar as curvas geradas nos processos.

No capitulo 3, nds apresentamos uma breve introducao sobre evolucdes de es-
trelas. Em seguida, descrevemos as propriedades fundamentais que caracterizam
buracos negros, e, na sequéncia, descrevemos o buraco negro de Schwarzschild.
Analisamos as leis da termodinamica do buraco negro e a Radiacao Hawking, as-
sim, pudemos calcular a entropia associada ao buraco negro de Schwarzschild.
Por fim, destacamos algumas dificuldades para a verificacdo experimental da Ra-
diacao Hawking.

No capitulo 4, abordamos um tema de grande repercussiao acerca de tempe-
raturas negativas. Inicialmente, nés fizemos uma breve discussdo em relagdo a
segunda lei da termodindmica. Posteriormente, analisamos um problema simples
que nos leva em sistemas a temperaturas negativas. Além disso, calculamos a
eficiéncia de maquinas térmicas operando com temperaturas negativas. Com base
na discussao anterior, analisamos as temperaturas negativas nas leis da termodina-
mica cldssica. Por fim, comentamos brevemente a validade deste tipo de sistema.

Esperamos, assim, que essa dissertacdo forneca uma modesta contribui¢do a
alunos e professores materiais que possibilitem uma andlise mais profunda para
um melhor entendimento dos temas tratados aqui.

Sobre os ciclos termodinamicos quanticos, poderiamos, ainda, abordar assun-
tos relacionados a entropia das miquinas quanticas e, por exemplo, analisar como
o principio da incerteza poderia ser aplicaria. Esses assuntos podem ser desenvol-
vidos posteriormente.

J& sobre o capitulo relacionado a termodinamica dos buracos negros, existem
diversos aspectos que podem ser analisados. Um tema, em particular, que pode
ser tratado como uma sequéncia natural deste trabalho esta relacionado ao estudo
sobre a producdo de ondas gravitacionais devido a coalescéncia de dois buracos
negros. Esse tema foi verificado recentemente pelo LIGO (Laser Interferometer
Gravitational Wave Observatory).

Sobre as temperaturas negativas, fatos relacionados sobre a existéncia das
mesmas deve ser visto de modo mais detlhado. Assim, um estudo mais profundo

sobre os argumentos apresentados pelos autores [38,39]] deve ser analisado e pode
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representar uma continuacao deste trabalho.

Por fim, cabe destacar que trabalhar com esses temas foi bastante enriquecedor
do ponto de vista académico. Logicamente, que durante a redacio desta disser-
tacdo houve algumas dificuldades relacionadas a escolha de como apresentar os
trés temas de maneira diddtica com abordagem voltada para o ensino. Além, é
claro, da dificuldade na busca de bibliografias apropriadas para tratar estes temas
que apresentam um elevado grau de complexidade. Como estes temas podem ser
inseridos em uma atividade, por exemplo, em um curso de licenciatura em fisica,
€ algo a ser pensado e refletido como uma maneira de ampliar as presentes discus-

soes.
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Apéndice A

Os niveis de energia do poco infinito:

uma deducao simples

Na abordagem feita no capitulo 2, nds utilizamos a equagao de Schrodinger
independente do tempo para obter os niveis de energia do poco quadrado infi-
nito. Entretanto, essa abordagem € voltada para professores e alunos universita-
rios. Mas, de modo a tornar essa demonstragdo mais acessivel a estudantes que
ndo possuem ainda o conhecimento para a resolucdo da equagdo de Schrodinger,

iremos adotar a abordagem dada por [22]].

A.1 Deducao dos niveis de energia

Seja m a massa da particula e L a largura do po¢o quadrado, vimos que os
niveis de energia estavam associados com os autoestados do sistema. Esses au-
toestados (,,(z)), eram andlogos aos modos normais de vibra¢do de uma onda
estaciondria com extremos fixos. Podemos, entdo, fazer uma associa¢io entre o
comprimento de onda da particula (principio de de Broglifﬂ) com 0 comprimento

do poco.

nA
2
"Podemos resumir o principio de de Broglie da seguinte forma: para uma dada particula com

massa arbitraria, e com velocidade v, podemos associar um comprimento de onda a mesma, esse
comprimento de onda é conhecido como comprimento de onda de de Broglie

L (A.1)
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Supondo que a particula tenha uma velocidade v, podemos calcular o compri-
mento de onda dessa particula usando a relagdo entre momento linear e compri-

mento de onda proposto por de Broglie

h
= — A2
P= (A.2)

onde h € a constante de Planck.
Pela equacdo (A.1), podemos reescrever a equagdo acima como
nh
mv, = —. A3
5T (A.3)
Isolando a velocidade (v,,) da particula temos
nh
n = ——. A4
v 2mL (AD
Dentro do poco, a particula esta livre e, assim, a mesma terd apenas energia ciné-

tica

mv?  1n?h?

E,=—"== . A5
2 8 mlL? (A-5)
Reescrevendo a equacdo acima segue que
w2h?n?
E,=—— A.6
2mL>? (A-6)

Dessa forma, vemos que a expressdo acima corresponde a equacao (2.8) de-

duzida no capitulo 2.
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Trabalho no ciclo de Brayton

quantico

O trabalho para uma maquina quantica foi definido no capitulo 2 e € dado pela

seguinte expressao

W = fF(L)dL. (B.1)
Ou, expandindo a equacdo acima obtemos
Lo Ls Ly I
W = F(L)dL+/ F(L)dL+/ F(L)dL+/ F(L)dL. (B.2)
L1 L2 L3 L4
Mas, pelas equacoes (2.71), (2.78), (2.80) e (2.89) temos
Ly 252 Ls 4252 La 4252 Li 232
2 mh S A4l Y4l S 1)
W = —=dL —=dL —dL —dL. (B3
Ly TTLL:lg _'_/Lz mLS " L3 ng " Ly ng ( )
Resolvendo a equacdo anterior decorre que
72h? 4m?h% 1 1 472 h? mh? 1 1
W =—=(Lo—Ly)— — Ly—Ls)— —
mLi( 2= L) == (2L§ 2L§)+ mL3 (La—La)==7 (2L§ 2L§)
(B.4)

Como F(Ly) = = ¢ F(L3) = =1 segue que

3 3
mLy mLsj
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w2h? [ 4 4 1 1
W = F(Ly)(Ly— L F(Ls)(Ly—L — — .
(L) (B2 = L)+ FE(Ea= L)+ T (= o+ 52 = o7 )
(B.5)
Separando o terceiro termo do lado esquerdo da equacdo anterior em termos de

Ly, Lye L3, Ly temos

T2 h? 1 4 m2h? 4 1
W = F(Ly)(Le—Lq1)+F(L3)(Ls—L3)— - (2L2 — 2L2)_ - <2L2 — 2L2> )
1 2 3 1

(B.6)
Reescrevendo a equagdo acima, novamente, em termos de F'(L;) e F'(L3) segue

que

2 212 2 82
(B.7)

Pelas relagdes (2.76) € (2.85) temos que L3 = ng e L3 = 4L3, portanto o trabalho

W = F(Ly)(La—Ln)+F(Ls) (Li—Lg)— F(L1) <ﬂ 4L?)—F(L3) (ﬁ Lg).

no ciclo de Brayton quantico é dado por,

W= ;F(Ll)(Lz — L) + ;F(L?))(sz — L3). (B.8)

79



Apéndice C

Eficiéncia dos ciclos de Carnot e

Brayton classicos

C.1 Consideracoes iniciais

Iremos calcular a eficiéncia do ciclo de Carnot e Brayton cldssicos. Para isso,
utilizaremos 1 mol de gés ideal monoatdmico. A eficiéncia de uma méquina tér-

mica € dada pela seguinte expressao,

_ 7 C.1
n O (C.D

onde W € o trabalho liquido e ()}, o calor fornecido ao sistema. Podemos, a partir
da primeira lei da termodinamica, ainda encontrar uma maneira equivalente para

calcular a eficiéncia de uma maquina térmica,

_ Qe
Qn’

onde (). representa o calor rejeitado pelo sistema. As duas expressdes acima

n=1 (C.2)

podem ser utilizadas, pois sdo maneiras equivalentes de se calcular a eficiéncia.
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C.2 Ciclo de Carnot

O ciclo de Carnot consiste de quatro processos reversiveis: expansao isotér-
mica, expansao adiabdtica, compressdo isotérmica e compressdo adiabdtica [fi-

gura C.1].

Figura C.1: Ciclo de Carnot.

Expansao isotérmica

No processo a - b: O trabalho realizado pelo sistema e o calor fornecido ao

sistema sao dados por

W= / V. (C3)

Utilizando a equacdo dos gases ideais pV' = RT' ( 1 mol), onde R € a constante

dos gases ideais, temos

Vi
w= [ By (C.4)
v, V
Segue que,
Vi
W = RT,In (%’) . (C.5)
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Pela primeira lei da termodindmica, podemos calcular (), _,;, observando que AU =

0, pois a energia interna € funcdo apenas da temperatura para um gas ideal,

Vb

Quy = RT, In (7) : (C.6)

Expansao adiabatica

No processp b - ¢: O trabalho na expansdo adiabdtica é dado pela seguinte

expressao

PV,- BV, R(T,—-T.)

Wye = = C.7
b— N — 1 N — 1 ( )

No processo adiabdtico, nao ha troca de calor, entdo temos que
Qy—ec = 0. (C.8)

Compressao isotérmica

No processo ¢ - d: Analogamente, temos que o trabalho e calor na compressao

isotérmica sao dados por,

y
W..;=—RT.In (—d) (C.9)
V.
© V.
Qeq = RT.In (Vd) . (C.10)

Compressao adiabatica

No processo d-a: Da mesma forma que no processo b - ¢ temos

—R(T), — T.)

Wi =
d— 7_1

(C.11)

Qisa = 0. (C.12)
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Eficiéncia do ciclo de Carnot

O trabalho liquido realizado no ciclo é dado por,

W = Wa—>b + Wb—)c + Wc—)d + Wd—>a- (C13)

E, o calor fornecido ao sistema € dado por,

Qn = Qasb- (C.14)

A eficiéncia pela relagdo (D.1) fica

w BT (#) - R ()

n=— = (C.15)
Qh RTh In (%)
Rearranjando a expressdo anterior temos
In (ﬁ)
T A
=1- = C.16
U Tt ( 5 > (C.16)
Como % = 1£ segue que,
T.

=1- . C.17
n T (C.17)

C.3 Ciclo de Brayton

O ciclo Brayton classico é composto por quatro processos reversiveis: expan-
sdo isobdrica, expansdo adiabdtica, compressao adiabdtica e compressao isobdrica
[figura C.2].

Expansao isobarica

No processo a-b: O trabalho na expansao isobdrica é dado por,
Waoso = p1(V — Vi) (C.18)
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P1 e ——

P2

Figura C.2: Ciclo de Brayton.

Pela primeira lei da termodinamica, lembrando que AU = %RAT, o calor forne-

cido ao sistema é

3 3
Quon = SRT, = T) + pi(V = Va) = Spa(Ve = Vo) + pu(V = V). (C.19)

Expansao adiabatica

No processo b-c: O trabalho na expansdo adiabdtica, como visto anterior-

mente, é
Vo —mV
Wy, = P2 P1Ve (C.20)
v—1
e
Qy—ec = 0. (C.21)
Compressao isobarica
Analogamente ao feito anteriormente temos
Weosa = —p2(Ve — Va) (C.22)
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3
Qesd = —Epz(Vc —Va) = pa(Ve = Va). (C.23)

Compressao adiabatica

Da mesma forma, o trabalho e calor ficam

_ p1Va — p2Va

Wisa = (C.24)
v—1

Qi—a =0. (C.25)

Eficiéncia do ciclo Brayton

A partir dos valores )y, e (). calculados anteriormente, nds podemos por meio

da relagdo (C.2) calcular a eficiéncia do ciclo Brayton,

|Q(Hd\ 1 b2 (Vc - Vd)

=1- =1—-—-—" (C.26)
’Qa%b‘ b1 (% - Va
Mas, em um processo adiabdtico, as seguintes relagdes sdo vdlidas
piVy) = pV) (C.27)
e
mVy =pVy. (C.28)
Manipulando as relagdes acima, nds obtemos
V-V, 3
b~ Va P2 \"”
== . (C.29)
Ve—Va (Pl)
Portanto, a eficiéncia do ciclo Brayton é
P\
n=1- (—2) . (C.30)
D1
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Apéndice D

A estrela negra de John Michell

D.1 Introducao

O conceito moderno de buraco negro como uma regido do espaco—tempo da
qual a luz ndo pode escapar tem suas origens no século 18 com o reverendo inglés
John Michell (1724-1793) que prop0s a existéncia de estrelas invisiveis para o
observador — estrelas negras— porque a luz ndo poderia escapar da atracdo gravi-
tacional gerada por elas. A sugestdo de Michell estd em um trabalho apresentado
perante a Royal Society de Londres por Henry Cavendish (1731-1810) em trés
sessoes distintas: 11 e 18 de dezembro de 1783 e 15 de janeiro de 1784 [23,24]]
e publicado em 1784 nas atas da Royal Society [6]. Cavendish era considerado o
mais importante cientista tedrico e experimental do Reino Unido em seu tempo
e a apresentacao e leitura publica dos resultados de Michell atesta a afinidade ci-
entifica entre os dois filésofos naturais, ambos newtonianos convictos e adeptos
da aplicacdo da teoria a obten¢do de resultados concretos aplicdveis as observa-
cOes experimentais. Ambos também eram adeptos do modelo corpuscular da luz.
A importancia dos trabalhos cientificos de Michell como astronémo e sismélogo
com contribui¢cdes importantes para estas areas da ci€ncia s6 recentemente come-

cou a ser reconhecida [23,[25]].

Aqui descreveremos a parte do trabalho de Michell de 1784 concernente a

possibilidade da existéncia de estrelas de estrelas negras Para facilitar a com-
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preensdo, a linguagem newtoniana essencialmente geométrica do origina]ﬂ serd
traduzida para a linguagem dos textos modernos de cdlculo e mecénica classica

como sugerido em [24].

A estrela negra de Michell e a velocidade de escape

No diagrama que acompanha o trabalho original de Michell — ver Figura |D.1
— O circulo de raio R = |CD| representa uma estrela de massa M, a semir-
reta vertical AdC' representa a distancia radial r ao centro da estrela, ponto C,
e os segmentos de reta horizontais representam o mddulo da forga gravitacio-
nal F(r) ou da aceleragdo gravitacional a(r)f] Por exemplo, como o compri-
mento do segmento de reta dr é menor do que o comprimento de DR, a in-
tensidade da forca/aceleragdo gravitacional em r = |C'd| é menor do que em
r = R = |CD|. Em linguagem moderna, o diagrama de Michell representa o
gréafico da forga/aceleracdo gravitacional como fun¢do da distancia radial ao cen-

tro da estrela.

A idéia de Michell é calcular a velocidade radial terminal de um corpo de massa
m que parte com velocidade inicial nula de uma distancia radial r tal que r > R,
quando este atinge a superficie da estrela em r = R. Esta velocidade serd igual
a velocidade de escape no problema do movimento inverso, isto é: ela serd a
resposta a pergunta: com que velocidade deve ser lancado um corpo se quisermos

que ele chegue ao infinito com velocidade nula?

A velocidade radial em um ponto da reta AC', digamos d, pode ser calculada
com a Proposi¢ao 39 dos Principia de Newton [40] pela qual fica demonstrado que
o quadrado da velocidade do corpo em d € igual ao dobro da drea do retangulo
rdC, e como rdC' é a quadratura de BAdr, também € igual ao dobro da édrea
BAdr, isto é:

“Mesmo o estilo geométrico de raciocinio de Michell é profundamente newtoniano” , W. Is-
rael em [23]]

ZNewton, logo, Michell, sabia que a massa inercial e a massa gravitacional do corpo de prova
eram equivalentes.
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Lhdlos Trans. Vol ZXXIV. Tab 1. 0. 56.

=

|

Figura D.1: Figura original do trabalho de 1784 de J. Michell.

1?2 =2 x rdC =2 x BAdr. (D.1)

A demonstracdo deste resultado em notacdo moderna serd vista posteriormente.

Por outro lado, a drea do retangulo rdC' € igual a

GM GM
rdC = —- Xr= ) (D.2)
r r
Na superficie da estrela, r = R, a drea do retdngulo C'D R serd igual a
GM
CDR = —— D.3
= (D.3)
que por sua vez € igual a drea sob a curva BAD R. Segue entdo que
2GM

v* =2 x BADR=~"——. (D.4)
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De um ponto de vista moderno, este resultado segue do teorema trabalho-

energia cinética:

(D.5)

— [ S (D6)

Como no caso a velocidade inicial € nula, obtemos para um r arbitrario:

onde

v? = 2GM . (D.7)
T

Voltemos a abordagem de Michell e suponhamos agora que a estrela tenha
uma densidade uniforme p, isto é: p = 3M /47 R3. Entdo, para um 7 arbitrdrio, a

velocidade radial se escreve,

3
v? =p &, (D.8)
T
onde <
N = % G (D.9)

Na superficie da estrela, a velocidade radial terminal é
v2 = vp R (D.10)

Para completar o cdlculo da velocidade terminal € preciso reescrevé-la em ter-
mos de quantidades mais convenientes a observacao astronomica. Michell sabia
que a velocidade radial terminal de um corpo em queda livre a partir do repouso e
de uma altura infinita € igual aquela que ele teria em uma 6rbita parabdlica oscu-
lante a superficie do Sol no ponto de retorno, o ponto no qual a velocidade radial
€ zero. De fato, a energia de um corpuisculo de massa m no problema de Kepler
se escreve [27]]:

mi? ? GMm

E = — D.11
2 +2m7“2 ro ®-11)

onde supusemos que m < M e
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¢ = mr2, (D.12)

¢ o momento angular do corpisculo em relacdo ao centro geométrico do Sol.
Aqui 6 é o angulo entre o vetor posi¢do do corpisculo com origem no centro
de forca e o eixo principal de simetria da orbita — Figura [D.2] A solugdo do
problema de Kepler é dada por trés familias de 6rbitas conhecidas coletivamente
como conicas, a elipse, a pardbola e a hipérbole. A Odrbita circular € um caso
particular da elipse. Para uma 6rbita parabdlica, o corpusculo parte do repouso de
uma distancia inicial » muito maior do que o raio do Sol, i.e.: podemos tomar o
limite » — oo na equagdo para a energia. Mas observe que na Orbita parabdlica,
o momento angular ¢ ndo pode ser nulo, logo devemos impor a condi¢do 0 — 0
no limite » — oo de tal modo que o produto 20 seja constante. Como na 6rbita
parabolica, a energia mecanica inicial £ é nula e como a atracdo gravitacional
newtoniana € uma forca conservativa, a energia mecanica serd nula durante todo o
movimento, e mais ainda, como no ponto em que a parabola tangencia a superficie
do Sol, a velocidade radial é nula, podemos escrever
(RO)* _

—GM + 2L =0. D.1
G+2R0 (D.13)

Mas, R é a velocidade tangencial V' do corpo no ponto de retorno, logo

2GM
= —R y
isto €, a mesma que teria em queda livre a partir do repouso ao atingir a superficie
do Sol! Portanto, V = v.

V2 (D.14)

Michell a seguir relaciona a velocidade radial terminal do corpo em queda
livre com a velocidade tangencial da Terra em sua 6rbita ao redor do Sol. Isto
pode ser feito da seguinte forma: considere a Orbita aproximadamente circularﬂ
de raio D da Terra em torno do Sol. A forca sobre a Terra € fornecida pela forca

de atragdo gravitacional, logo

3 A excentricidade da 6rbita da Terra em torno do Sol é muito pequena: € = 0.00335, a aproxi-
macdo de 6rbita circular funciona muito bem no que diz respeito aos aspectos pedagdgicos.
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Figura D.2: Orbita parabélica que roca a superficie do Sol no ponto de retorno.

GM V2
= _ 8 D.1
= (D.15)
onde V € a velocidade tangencial da Terra em torno do Sol. Portanto,
GM
V2= - (D.16)

O raio da orbita da Terra pode ser escrito como um multiplo simples do raio do
Sol, isto é: D = AR, onde A\ = 214,64, logo, podemos escrever:
, GM  2xGM v°

= = = —. D.17
Ve AR (20 xR 2\ @.17)

Segue que:
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v? = 429,28 V2, (D.18)

ou, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados desta equagao:

v =20,72 V. (D.19)

Michell sabia que a velocidade da luz c era igual a 10310 vezes a velocidade

tangencial da Terra em torno do Solisto é:

c=10310Vg. (D.20)
Segue que
c 10310
- = ——— & 498. D.21
v 20,72 %8 ( )

Suponha agora que ¢ seja a velocidade terminal de um corptsculo de luz que
atinge a superficie de uma estrela de raio R’ que tem a mesma densidade que o

Sol. Entdo, podemos escrever:

=ypR'2 (D.22)
Segue que
¢c R’
— = — =498 D.23
TR ; (D.23)

isto €, se uma estrela tiver um raio igual a 498 vezes o raio do Sol, a sua velocidade

de escape serd igual a velocidade da luz! Nas palavras de Michell:

. se o semi-didmetro de uma esfera com a mesma densidade do Sol
excedesse o semi-didmetro do Sol na proporcdo de 500 para 1, um
corpo que caisse de uma altura infinita em direcdo a ela [a esfera]

teria na sua superficie uma velocidade maior do que a velocidade

4A velocidade da luz foi medida por James Bradley (1693—-1762) em 1728. Bradley usou o
método da aberracao estelar (descoberta por ele) e obteve o valor: ¢ = 301 000 km/s. Este valor
significa que a velocidade tangencial da Terra é: 29 195km/s. O valor moderno da velocidade
tangencial média (velocidade orbital) é 29,78 km/s.
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da luz, e consequentemente, supondo que a luz fosse atraida pela
mesma for¢ca em propor¢do com sua Vis inertiae [massa], como outros
corpos, toda a luz emitida por tal corpo [a esfera] retornaria a ele

em razdo da sua propria gravidade [6|].

A estrela negra de Michell é a versdo newtoniana dos buracos negros previstos

pela teoria relativistica da gravitacao de Einstein.

A massa da estrela negra de Michell

De acordo com a descricdo de Michell, uma estrela com um raio aproxi-
madamente igual a 500 vezes o raio do Sol e mesma densidade (p;, = 1,41 X

103 kg/m?) terd uma massa igual a
M gtanesn = (500)* My, = 1.25 x 10° My, (D.24)

onde My = 1,99 x 100 kg é a massa do Sol. Como comparagio tenhamos
em mente que um buraco negro estelar tem uma massa entre 5 e 30 massas so-
lares. A estrela negra de Michel tem uma massa da ordem de um buraco negro

supermassivo cuja massa estd entre 10° e 10? massas solares.

O célculo pioneiro de John Michell nos mostra que para uma estrela com den-
sidade igual a densidade do Sol, mas raio 500 vezes maior, a velocidade de escape
igual a velocidade da luz, logo, é capaz de aprisionar a luz. Tal estrela seria in-
visivel aos observadores aqui na Terra o que levou Michell a ponderar sobre a

existéncia de muitas delas:

Se na Natureza existem realmente corpos cuja densidade ndo é me-
nor do que a [densidade] do Sol, e cujos didmetrosﬂ [raios] sdo 500
vezes maiores do que o didmetro [raio] do Sol, como sua luz ndo po-
deria chegar até nos; ou se existem outros corpos de menor tamanho
que sdo naturalmente ndo—luminosos, sobre suas existéncias nessas
circuntdncias ndo poderiamos ter informagoes provindas da luz [emi-

tida]; ainda assim, se outros corpos luminosos revolvessem em torno

SPelo exposto antes, no contexto, o termo didmetro deve ser interpretado como o raio
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Figura D.3: Versao simplificada do diagrama que acompanha a Proposicao 29.

deles. poderiamos talvez a partir do movimento revolvente desses
corpos inferir a existéncia dos corpos centrais com um certo grau de
probabilidade, jd que isto poderia dar uma pista para algumas das
irregularidades dos corpos revolventes, as quais ndo poderiam ser

explicadas facilmente com outras hipoteses... [6]].

Complemento: a proposicao 39

Na Proposi¢do 39, Newton considera o movimento retilineo sob a agdo de uma

forca centripeta (central) arbitraria. Eis a proposi¢do 39 na traducdo dos autores:

Supondo [a existéncia de] uma forca centripeta de qualquer tipo e
assegurando as [existéncias das] quadraturas [integrais] das figuras
curvilineas, pede-se encontrar a velocidade de um corpo, ascendente

ou descendente sobre a linha reta nos vdrios pontos pelos quais [o
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corpo] passa; assim como o [instante de] tempo nos quais chegard

em qualquer ponto [sobre a linha reta]; e vice versa.

Aqui apresentamos uma versao simplificada em notacdo moderna ao longo
das linhas sugeridas por Chandrasekhar em [41]] da parte da demonstragdo desta

proposicdo que € relevante para o cdlculo de Michell.

Considere a Figura[D.3|que mostra uma versdo simplificada do diagrama que
acompanha a demonstracao de Newton, pois nele vemos apenas os elementos geo-
métricos que estao diretamente relacionados com o resultado que Michell utilizou,
isto é: a primeira parte da Proposi¢ao 39. A semirreta AEC' representa a coor-
denada radial r que cresce no sentido de C' para A. A semirreta AB representa
a intensidade da aceleragdo centripeta como fungdo da coordenada radial, a(r).

Portanto, a curva BF'G € o gréfico de a(r). Segue que

DFGE = a(E) AE;

mas
AE =v(E) At;

logo,

DFGE = a(F)v(E)At;

De acordo com a Segunda Lei de Newton:

logo,

DFGE = v(E)Av(E) = %A[UQ(E)].

Portanto, a area ABGFE pode ser calculada integrando o resultado acima, isto é:

ABGE:/DFGE.

Segue entdo que
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ABGE = - [V*(E)),

N | —

ou ainda,

v?(E) =2 x ABGE,

que € o resultado que se queria demonstrar.
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Doze anos apds o trabalho de Michell ter sido apresentado por Cavendish
perante a Royal Society e publicado nas suas atas [6], Laplace em 1796 [7]] escreve

sem demonstrar:

A atragdo gravitacional de uma estrela com um didmetro de 250 ve-
zes o diametro do Sol e compardvel em densidade com a [densidade]
da Terra seria tdo grande que a luz ndo poderia escapar da sua su-
perficie. Os maiores corpos do Universo poderiam ser invisiveis por

causa da sua magnitude [da velocidade de escape] .

Em 1799, atendendo ao pedido do editor de uma revista geogréafica alema, Laplace
publica sua demonstracdo [8]. E eis aqui uma versdo do calculo de Laplace ao
longo das linhas esbocadas em [24]]. Seja m a massa do corpusculo de lu Por
simplicidade, consideremos apenas o seu movimento radial. Fazendo uso da lei
newtoniana do movimento escrevemos:
F:md—v :m@d—v :mv@'
dt dt dr dr’
Mas, como o corpusculo estd sujeito a lei de atracao universal, o lado esquerdo da

equagdo acima se escreve:

"Laplace, como Michell, adota o modelo corpuscular para a luz. Mais tarde, como consequén-
cia dos experimentos de Young abandonaria o modelo corpuscular e retiraria o calculo da veloci-
dade de escape discutido aqui da sua obra.
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GMm

72

F=-—

O sinal negativo indica que a for¢a gravitacional atua no sentido oposto a0 movi-

mento radial do corpusculo de luz. Portanto, podemos escrever

GM

r2

dr = vdv.

Integrando ambos os lados desta equagao:

2GM

r

+ 20 = 2,

onde C' é uma constante de integrac@o a ser determinada. Suponha agora que c

seja o modulo da velocidade da luz na superficie da estrela cujo raio € R, isto é:

2GM
e 20=2,

logo,

2G M
20 = 2 - 220
¢ R

e a velocidade radial em fun¢do de r se escreve:

, o, 2GM 2GM
V- =c" — + )
R T

Considere uma segunda estrela de massa M’ = oM, onde o € um niimero real
maior do que a unidade. Suponhamos que o corpusculo de luz tenha a mesma
velocidade radial inicial que no caso anterior. Entdo € facil ver que podemos

€SCrever,

o o 2GaM  2GaM
v = - R/ + r! )

onde R’ é o raio da segunda estrela. Suponhamos agora que ' — oo, entdo:

2GaM
v'? = 2 _ ]g/ '

98



Apéndice E. A estrela negra de Laplace

Agora facamos a suposi¢do adicional que para a segunda estrela, a atracdo gravi-
tacional seja tdo forte que quando » — o0, o corpusculo de luz tenha velocidade

radial nula, isto é: v’ = 0. Segue que

,  2GaM
=70
Agora vejamos o ponto crucial do argumento de Laplace: a determinagdo de a.

Se supusermos que as estrelas tém densidade uniforme podemos escrever:

M p R3

M’ p'R’¥
onde p e p’ s@o as densidades da primeira e da segunda estrela, respectivamente.
Laplace agora faz uso da suposi¢do apresentada na primeira parte de [7]]: o raio da

segunda estrela é 250 vezes maior do que o raio da primeira, isto é: R’ = 250R.

Segue que:
L »r
a  (250)3p"
ou
p/
a = (250)° —.
p

Substituindo este resultado na equagio para c? obtemos:

p’' AR

p 202502 M
Observe que a densidade relativa da segunda estrela depende da massa e do raio da
primeira, o que sugere a escolha de uma estrela conhecida para a determinacao da
densidade da segunda estrela, a estrela negra. Laplace escolhe entdo o Sol como
a primeira estrela, isto é: R = R e M = M. A seguir, Laplace relaciona c com
as observacoes relativas ao movimento da Terra em torno do Sol. Do diagrama 1

da Figura [E.T] podemos escrever

GMy M V2
2 e
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onde D € a distancia média entre o Sol e a Terra e V' € a velocidade tangencial
desta ultima. Segue que a massa do Sol pode ser escrita como

M, = V2D.

Substituindo na expressao para a densidade relativa temos finalmente:

!/

o _ 8 <g>2 Bo
p@ — prelanSol - (1000)2 V D .

Desprezando os efeitos gravitacionais que o Sol exerce sobre o corptsculo lu-

Diagrama 1

6 =20.25"
SoL

a

—a
tanf = 3

Diagrama 2

SoL

TERRA

Figura E.1: Diagramas para o cdlculo de Laplace.

minoso, Laplace faz uso das medidas conhecidas na época da aberracdo da luz
solar

c 1

V  tan 20,25"

Por outro lado, do diagrama 2 da Figura[E.T] e usando os resultados observacionais
da época:
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Ro
— =tan16’'2".
D
Portanto, a densidade da segunda estrela — a estrela negra — €

8 tan 16’ 2" N
(1000 tan 20,25")°

)0 relao Sol ——

Este valor estd proximo ao valor da densidade da Terra, ist0 € . sa = 5 513/1420 =~
4. Portanto, a estrela escura deve ter um diametro 500 vezes maior do que o di-
ametro do Sol e uma densidade igual a densidade média da Terra. Em termos de

massas solares, a massa dessa estrela seria:
Mg 3 7
Meslrelanegm - 4 RS (250) R — 6 25 X ].O M@

Este valor é 10 vezes menor do que o valor obtido por Michell: 1,25 x 108 M.

Como curiosidade, podemos obter o valor da velocidade da luz usada por La-
place e comparé-la com o valor moderno. A expressdo para ¢ pode ser rescrita

na forma:

2 (250) GM@ pralaoSol
Ro

Dividindo ambos os lados pelo quadrado do valor aceito para o médulo da ve-

locidade da luz, identificando o raio de Schwarzschild do Sol, extraindo a raiz
quadrada e inserindo o valor 4 para a densidade relativa ao Sol da estrela escura,

temos:

Y
Cntual R@

Como para o Sol: Rg = 2,95km, e R = 696 000 km, obtemos:

c=1.029 c,a -

Este é o0 mddulo da velocidade limite. Para um valor infinitesimalmente inferior

a este limite a luz ndo consegue escapar da atracdo gravitacional da estrela negra,
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isto ndo significa necessariamente que o corpusculo de luz ndo possa ser emitido
da superficie da estrela, mas acabard por ser atraido e voltard. Um observador

distante ndo perceberia a radiagdo e a estrela para ele seria escura.
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Apéndice F

Uma deducao heuristica da métrica
de Schwarzschild

Neste Apéndice, obteremos a métrica de Schwarzschild por meio de uma abor-
dagem heuristica, entretanto, convém ter sempre em mente que o método heuris-
tico nos dd uma abordagem prética e objetiva, porém necessariamente limitada,

de um resultado teérico ou experimental.

Na gravitacdo newtoniana, a interacao entre duas massas € dada pela Lei da
Gravitacao Universal. Suponhamos a existéncia de duas massas M e m isoladas.
Suponhamos também, por simplicidade, que M >> m. A intera¢do gravitacional

entre elas € descrita por

Fr) = _GMm.

r2

A forca € instantanea e o sinal negativo indica que M exerce uma forca atrativa
sobre m. Podemos considerar, por exemplo, M como a massa do Sol e m como
a massa de um planeta. Combinando as leis do movimento de Newton com a Lei
da Gravitagdao Universal obteremos as Orbitas elipticas dos planetas do Sistema
Solar. Correcdes que levam em conta perturbacdes devidas a varios fatores, por
exemplo: a oblaticidade do Sol, podem posteriormente ser adicionadas. Com a
excecdo de uma pequena corre¢do adicional a precessao de Mercurio, a gravitagao

newtoniana explica perfeitamente a mecanica do Sistema Solar.

A gravitagdo newtoniana, porém, por questdes envolvendo a instantaneidade,
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a simultaneidade e outras questdes, € incompativel com a Teoria de Relatividade
Restrita (TRR) e as tentativas de formular uma teoria da gravitacdo que satisfi-
zesse seus postulados ndo prosperaram, ver [29]. Na Teoria da Relatividade Geral
(TRG), as massas ndo interagem por meio de uma forca, em outras palavras: nao
ha forc¢a gravitacional. O que acontece € que m descreve uma trajetoria extremante
(um maximo ou um minimo) entre dois eventos do espago—tempo cuja geometria
(curvatura) € determinada por M, no caso em que M > m. Esta trajetoria ex-
trema € chamada geodésica. Assim do ponto de vista da Teoria da Gravitacao
Relativistica ou Teoria Geral da Relatividade, a massa m segue uma geodésica na
geometria determinada por M. A Figura[F.T|ilustra a diferenca fundamental entre

as duas teorias.

Uma das grandezas mais importantes na TRR e na TRG ¢é o intervalo infi-
nitesimal elevado ao quadrado ou simplesmente intervalo, ds?, que descreve a
separacdo entre dois eventos no espagco—tempo quadridimensional. Lembremos
que um evento é o equivalente de um ponto no espaco ordindrio. O intervalo ds? é
um invariante de Lorentz na TRR, isto é: tem o mesmo valor para dois observado-
res inerciais conectados por um transformacao de Lorentz. Na TGR, o intervalo é

um invariante nao importa qual o estado de movimento do observador.

O espago—tempo da TRR — o espago de Minkowski — € plano e o intervalo ao

quadrado infinitesimal invariante entre dois eventos € dado por

ds* = —cdt* + dx® + dy? + d2?
= —2dt* + dr® 4+ r2dF* + r* sen® 6 d¢?,

onde na segunda linha escrevemos a parte espacial em coordenadas polares es-
féricas. Note que o uso de coordenadas curvilineas ndo implica necessariamente
em espaco—tempo curvo. Por outro lado, o intervalo infinitesimal ao quadrado
do espaco—tempo associado uma massa puntiforme isolada, isto é: a métrica de
Schwarzschild, é dado por [29]:

2GM 2GM\
d32:—(1— G )Cth2+(1—G—) +r2d0?,

c2r2 c2r2
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Figura F.1: Na gravitagdo newtoniana m descreve uma 6rbita em torno de M >
m determinada pela Lei da Gravitagcdo Universal e pelas condi¢des iniciais. Na
gravitacdo einsteniana, m segue uma geodésica na geometria do espago—tempo
determinada por M. (Ilustragdo em cores Wikipedia). Apud [30].

onde

dQ? = db? + sen? 0 d¢?

A obtencdo deste resultado requer que resolvamos as equacdes de Einstein o que
estd fora do escopo deste trabalho. Entretanto, um argumento heuristico sim-
ples que se deve a Blinder [30] permite obter este resultado do seguinte modo:
considere uma massa de prova m em queda livre a partir do infinito no campo
gravitacional de uma massa M >> m que apresenta simetria esférica. Em relagdo

ao observador distante, o observador suficientemente afastado para que os efei-
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tos gravitacionais sobre ele sejam despreziveis, a velocidade radial instantanea
da massa de prova € v. Considere um referencial de Lorentz co-mével com m.
Nesse referencial, a massa m estd instantaneamente em repouso. € um observador
co-moével com m, isto €, também em queda livre, escreverd a métrica localmente

plana

ds? = —2dt*? + dr*?,

Este é o Principio da Equivaléncia. Para o observador distante, as distancias in-
finitesimais dr* medidas pelo observador co-mdvel com réguas instantaneamente

em repouso sofrem contragdo de Lorentz, isto é:

d* 2
drzizwl—v—zdr*,
vy c

e os reldgios do observador co-mdvel que marcam intervalos de tempo infinitesi-

mais dt* sofrem dilatacdo temporal:

dt*
v

1=z

dt =y dt* =

Portanto, o observador distante descreve a métrica local na forma:

2 2\ —1
ds® = — (1 — 0_2) Adt? + (1 - U—2> dr?.
c c

Suponha agora que a massa de prova em queda livre desde o infinito tenha uma
energia mecanica F nula. A uma distancia radial » de M, para o observador

distante sua energia se escreve:

mv?  GMm _0
2 ro
segue que
5 2GM
Ve = )
r

Definindo o raio de Schwarzschild por:
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GM
Ry =—5-,
C

e substituindo esta definicao na métrica do observador distante temos:

—1
ds? = — (1 — &) Adt? + (1 — &> dr® +r? dQ?,

T T

que é a métrica de Schwarzschild nas coordendadas do observador distante. Ob-
serve que no final acrescentamos a parte espacial angular. Observe também que

no limite » — oo recuperamos a métrica de Minkowski.

Naturalmente, a abordagem heuristica ndo substitui a abordagem via TGR,
mas seu uso aqui justifica-se pela simplicidade, pelo resultado final, o qual esta
em concordancia com o obtido de modo rigoroso por Schwarzchild em 1916 [31],

e pelo publico—alvo para o qual este trabalho estd voltado.
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Apéndice G
A métrica de Eddington—-Finkelstein

Neste Apéndice, usaremos unidades geométricas G = 1 e ¢ = 1 de tal modo

que

Nessas unidades, a massa do Sol, por exemplo, vale M, = 1.5 x 10> m, e a massa
da Terra Mg = 0.444 cm. Para efetuar a transformacao inversa, basta multiplicar
a massa em unidades de comprimento pelo fator % ~ 1.35 x 10?"[kg/m].

A métrica que descreve o espago—tempo em torno de uma distribuicdo de

massa esférica € a métrica de Schwarzschild:

ds? = — 1—ﬂ dt2+;dr2+r2d92,
r (1 ZM)
T

onde
dQ? = df* + sen® 0 do°.

As coordenadas t, r, 6 e ¢ sdo as coordenadas do observador distante. No limite
r — o0, amétrica de Schwarzschild reproduz a métrica de Minkowski do espaco—
tempo plano:

ds* = —dt* + dr? + r2dQ? = —dt* + di*.

onde
d? = dr? + r2dQ? = da® + dy? + d2>.
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A métrica de Schwarzschild descreve o espaco-tempo vazio em torno de uma es-
trela como o Sol desde que ignoremos a sua rotagcdo. Descreve também o espago—
tempo exterior (vazio!) de uma estrela em colapso ou uma estrela pulsante desde
que a massa da estrela e a sua simetria esférica sejam mantidas. De fato, é possivel
mostrar que dada uma distribuic@o esférica arbitrdria, o espaco-tempo externo a

distribuicdao tem uma métrica estatica (teorema de Birkhof).

A métrica Schwarzschild tem alguns problemas. O primeiro € que em r =
2M, o coeficiente de dr? apresenta uma singularidade. H4 uma singularidade
também no coeficiente de dt?> em r = 0. Outro problema é a inversdo de sinal
quando » < 2M. Em outros dizeres, a métrica de Schwarzschild funciona bem

somente para > 2M . O raio critico:
rs = 2M,

€ chamado raio de Schwarzschild e define uma esfera imagindria dita horizonte
dos eventos que separa duas regides distintas do espaco—tempo: a regiao exterior
ao horizonte dos eventos e a regido interior. A métrica de Schwarzschild nao vale
para a regido interior. Mas cuidado: o raio de Schwarzschild do Sol, por exemplo,
vale aproximadamente 3 km, mas isto ndo significa que podemos estender a apli-
cacdo da métrica de Schwarzschild até quase o centro do Sol, pois para r < R
encontramos matéria e energia, e a métrica de Schwarzschild s6 vale na auséncia

destas.

A teoria da relatividade geral permite a utilizagdo de um amplo repertério de
coordenadas para descrever o espaco—tempo. Para contornar o problema da mé-
trica de Schwarzschild em r = 20 e a inversd@o de sinal podemos introduzir uma
transformacdo de coordenadas e obter uma métrica mais adequada. Considere a
transformacao de Eddington—Finkelstein:

t=v—r—2MIn —1‘. (G.1)

‘7’
2M

Para r/2M > 1, podemos escrever:
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.
t=v—r—2M]I (——1),
v T n 2M

epara 0 < r/2M < 1,

.
f—v—r—2M1 (1——).
v T n 2M

Consideremos inicialmente o primeiro caso. Como

t=t(v,r),
ot ot
dt = —d —d
ov v or "
Segue que
d dr
dt = dv — dr + T dv 5T
2M ==
Portanto,
2dvdr dr?
2 _ 19
dt* = d 517 e (G.2)
3G
r r

Substituindo este resultado na métrica de Schwarzschild e fazendo as simplifica-

cOes necessarias, obtemos finalmente

ds* = — (1 — %) dv® + 2dvdr + r*dS*. (G.3)
Esta ¢ a métrica de Eddington-Finkelstein. Observe que v assume a papel de
tempo coordenado. Se considerarmos o segundo caso e seguirmos 0 mesmo pro-
cedimento, obteremos o mesmo resultado final, logo, a métrica de Eddington-
Finkelstein vale para 0 < r < oo! Isto é: ela descreve todo o espaco-tempo sem
inverter o sinal e sem a singularidade em r = 2M. Este tipo de singularidade que
surge em um conjunto de coordenadas, mas ndo em outro, € dita removivel. J& a

singularidade na origem r = 0 permanece, pois € uma singularidade essencial.
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As linhas de mundo do tipo luz na métrica de Eddington-Finkelstein

Para entender o comportamento da luz na métrica de Eddington—Finkelstein

fagamos ds? = 0 e consideremos apenas o movimento radial. Entdo

oM
(1 — —> dv? + 2dvdr = 0.

’
ou, ainda,

{(1 — ﬂ) dv + 2d7‘:| dv = 0. (G.4)

r

Ha trés solucdes para esta equacao.

PRIMEIRA SOLUCAO : v = constante, isto é: dv = 0. Neste caso, da transforma-

cao de Eddington—Finkelstein, vemos que para v constante e ¢ crescente, r deve
diminuir, Um f6ton segue uma linha de mundo retilinea com origem no infinito
e término na singulariade. Introduzindo a varidvel t* = v — r, vemos que pode-
mos desenhar a familia de semirretas paralelas (uma semirreta para cada valor da

constante) mostrada na Figura[G.T|definidas por:

t'=C—r. (G.5)
A cada semirreta corresponde um valor de C.

SEGUNDA SOLUCAO; integrando a equagdo diferencial entre colchetes obtemos

.
_ 2( 2M1’——1D
v=C+2(r+ H2M

onde C' € uma constante arbitrdria. Segue que

Y

.
Fev—r=C AM 1 ‘——1
v—r +7r+ n2M

Como antes, se r/2M > 1, escrevemos:

t*:v—r:C—H“—i—élMln(ﬁ—l), M < 1 < oo, (G.6)

Se, por outro lado, r/2M < 1, escrevemos:
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t*:v—r:C+T+4M1n<1—ﬁ>, 0<r<2M.  (G7)

TERCEIRA SOLUCAO A terceira solugdo é r = 2M, isto é dr = 0. Neste caso, a

solucdo € a reta paralela ao eixo t*. A equacdo t* = v — r € simplesmente uma
identidade.

A Figura|G.I|mostra um esbogo gréfico das trés solugdes. Como a coordenada
t* deve ser crescente no intervalo 0 < r < oo, as linhas de mundo do tipo luz e
do tipo tempo convergem para a singularidade em » = 0 quando r < 2M/. Para
r > 2M, as linhas de mundo do tipo luz dadas pela equacdo (G.6) afastam-se do
horizonte dos eventos. Em cada ponto do diagrama ¢t* x r, duas linhas de mundo
se interceptam formando o cone de luz. No interior do buraco negro, r < 2M,

radiacao e matéria colapsam na singulariade.
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N— -

Ohservdedor

v

Figura G.1: Linhas de mundo do tipo luz para o movimento radial de um f6ton.
Observe que para » < 2M, as linhas de mundo convergem para a singularidade

emr = 0. O vértice do cone de luz segue a linha de mundo tipo tempo de uma
paricula com massa.
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