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RESUMO

Uma abordagem geométrica
a cinematica da particula

André da Silva Ramos de Faria

Orientador: Vitorvani Soares

Resumo da Dissertagao de Mestrado submetida ao Programa de Pos-Graduagao em Ensino
de Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos

requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre em Ensino de Fisica.

Reunimos neste trabalho um material de ensino para a descricao do movimento de
um corpo pontual explorando os recursos didaticos da construcao geométrica. Apresen-
tamos inicialmente uma sequéncia de construgoes com régua e compasso que servem de
auxilio para a representacao dos conceitos caracteristicos da cinematica como o corpo
pontual, o referencial, o deslocamento e a duracao do movimento do corpo. A partir des-
tas associagOes geométricas, descrevemos sob esta representacao o movimento uniforme,
o movimento uniformemente variado e as diferentes combinagoes destes dois movimentos
que podem ser realizadas. Esperamos que este material auxilie o professor e o aluno na
discussao das propriedades gerais do movimento de um corpo qualquer e ajude na con-
solidacao dos conceitos fisicos relevantes para a sua descricao. Essa forma de apresentar
a cinematica da particula possui a vantagem de apresentar o mesmo contetido algébrico
usual e, a0 mesmo tempo, realcar os aspectos geométricos dessa operagao. Deste modo,
podemos explorar visualmente o movimento realizado pelo corpo e simultaneamente co-
locar em evidéncia o carater vetorial das grandezas fisicas envolvidas no processo. Em
particular, podemos destacar o papel da aceleracao na imposicao das diferentes trajetérias

que um corpo pode realizar.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Cinematica, Geometria.

Rio de Janeiro
Julho de 2016
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ABSTRACT

A geometrical approach
to the kinematics of a particle

André da Silva Ramos de Faria

Supervisor: Vitorvani Soares

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Pés-Graduagao em Ensino de Fisica,
Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in partial fulfillment of the

requirements for the degree Mestre em Ensino de Fisica.

This work provides a teaching material to describe the movement of a punctual body
by exploring the didactic resources of the geometric construction. We introduce initially a
sequence of constructions with a rule and compass that helps to represent the characteris-
tic concepts of the kinematics as the punctual body, the reference frame, the displacement,
and the duration of the body’s movement. From these geometric associations we describe
under this representation the uniform motion, the uniformly accelerated motion, and the
different combinations of these motions that can be realized. We hope that this material
serves as a tool to the teacher and the student in the discussion of the general properties
of the motion of a body and it might be of use to consolidate the main physical concepts
related to its description. This way to show the kinematics of a particle has the advantage
to present the same usual algebraic content as well as to reveal the geometric aspects of
this operation. Therefore, we can explore visually the actual motion of the body and si-
multaneously outline the role of the acceleration in the imposition of different trajectories

that a body can describe.

Keywords: Physics education, Kinematics, Geometry.

Rio de Janeiro
Julho de 2016
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1 Introducao

Apresentamos nesta dissertacdo uma proposta didatica para um conjunto de aulas
relacionadas a construgao dos conceitos cinematicos por meio de diferentes construgoes
geométricas. Esperamos que a combinacao entre esta atividade pratica combinada com
a discussao tedrica em uma mesma proposta de aula seja uma estratégia a mais para o
professor motivar os seus alunos e desperta-los para a ciéncia ao revelar para eles como
ela é trabalhada: a observacao e a investigacao dos fenémenos, a escolha dos parametros
fisicos relevantes em um dado problema, a relagao entre as grandezas fisicas eleitas através
de andlises graficas e dimensionais e, por fim, o reconhecimento e a aplicacdo das leis e
principios cientificos ja conhecidos.

De fato, como aprendemos nas aulas de historia da fisica, as bases da ciéncia moderna,
em geral, e as leis do movimento, em particular, foram estabelecidas por Galileu Galilei,
no inicio do século 17, por intermédio de uma feliz combinagao de experiéncias e anélise
matematica. Através de seus trabalhos, como ele escreve em seu livro O Ensaiador, de

1623, Galileu conclui que as leis da natureza sao matematicas:

“A filosofia encontra-se escrita neste grande livro que continuamente se
abre perante nossos olhos (isto é, o universo), que nido se pode com-
preender antes de entender a lingua e conhecer os caracteres com os
quais estd escrito. Ele esta escrito em lingua matematica, os caracteres
sdo tridngulos, circunferéncias e outras figuras geométricas, sem cujos
meios é impossivel entender humanamente as palavras; sem eles nds va-
gamos perdidos dentro de um obscuro labirinto.” (BRUNO; GALILEI;
CAMPANELLA! |1983)

Em 1638, Galileu publica clandestinamente o seu Discurso a Respeito de Duas No-
vas Ciéncias, onde na Terceira e Quarta Jornada ele apresenta a sua teoria cinematica
para a descricdio matemdtica (geométrica) do movimento de um corpo que se tornaria
peca fundamental na consolida¢ido da dindmica newtoniana (GALILEIL, |1988). Pela sua
maneira peculiar de abordar um problema cientifico, a observacao do fenémeno, a sua
reprodugao em situagoes controladas e, finalmente, a descoberta da sua representacao
matematica, Galileu realiza uma das maiores contribui¢oes para o desenvolvimento da
fisica e é considerado por estas contribui¢oes o fundador da fisica classica. Apoiados nes-
tas diretrizes, exploramos neste trabalho o emprego da geometria e a sua correspondéncia
com a linguagem da natureza por meio de graficos e construgoes geométricas simples como
as ferramentas pedagbgicas principais para o aprendizado dos conceitos fisicos basicos da
cinematica.

Também pretendemos com o presente trabalho apoiar o ensino de cinematica nos estu-
dos do ensino médio através de diferentes exercicios de construcao geométrica associados

aos conceitos fisicos envolvidos no tema. Atualmente, na maioria das grades curriculares
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do ensino médio, o estudo da geometria nao é contemplado o que provavelmente faz com
que os professores nao a lecionem também por falta de apoio do recurso didatico do livro
adotado. Neste sentido, as monografias de final de curso de |Silva Netto| (2013) e [Faria
(2012), do Curso de Licenciatura em Fisica aqui do IF-UFRJ, serviram de grande apoio
e estimulo para o desenvolvimento do presente projeto.

O trabalho de [Faria (2012) chama a atenc¢ao para as varias figuras geométricas que se
materializam nas diferentes expressoes algébricas que descrevem o movimento parabdlico.
Por sua vez, o trabalho de Silva Netto| (2013) analisa diferentes livros de Fisica Bésica da
do nosso ensino médio e observa que quase nada é apresentado sobre o movimento que
explore de forma explicita as suas caracteristicas essencialmente geométricas. A andlise
apresentada neste trabalho, ainda que parcial, revela que entre os livros contemporaneos
de fisica adotados pelo Programa nacional do Livro Didatico (PNLD) nenhum deles em-
prega a geometria como base para a descricio do movimento da particula. Todas as
equacoes da cinemaética sao apresentadas de forma algébrica e particularizadas para cada
tipo de movimento. Assim, o aluno ao aprender esse conteido é induzido a somente
se preocupar em memorizar as expressoes algébricas correspondentes ao movimento sob
consideracao e resolver os exercicios numéricos correspondentes. Em nenhum momento é
chamada a atencao para as propriedades geométricas associadas a cinematica, de maneira
a integrar a descricdo dos movimentos mais complexos como uma combinagao de movi-
mentos mais simples e fornecer ao aluno ferramentas para uma representacao mental de
qualquer problema cinematico. Desta forma, o aluno termina o estudo da cinemética com
a impressao de nao existir uma lei fundamental para a descrigdo de todos os movimentos
possiveis.

Esperamos que a abordagem geométrica que aqui apresentamos fornega, com a orien-
tagao do professor, instrumentos ao aluno para que ele reconheca padroes de similaridade
entre os diferentes movimentos da natureza e que também oferega a este mesmo aluno con-
digoes para realizar as interpretacoes fisicas correspondentes a partir das representacoes
geométricas de diferentes trajetorias. Com este propésito, sugerimos neste trabalho um
procedimento que apresenta a geometria como uma ferramenta de andlise para a descrigao
de qualquer movimento. Acreditamos, assim, que essa metodologia servirda de apoio para
o professor explorar geometricamente a cinematica da particula e paralelamente cons-
truir com o aluno todos os conceitos fisicos relevantes para a descricao do movimento de
um corpo. Esperamos também que este recurso ofereca ao professor a possibilidade de
uma atuacdo complementar entre as abordagens algébrica e geométrica da cinematica do
movimento.

Com estes propositos, reunimos o material didatico desenvolvido nesta dissertacao
na seguinte ordem: No segundo capitulo recuperamos alguns dos diferentes métodos de
construcao de conceitos e figuras geométricos. No terceiro capitulo construimos as associa-

¢oes dos diferentes conceitos fisicos e suas representagoes geométricas correspondentes tais
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como, por exemplo: a particula, o referencial, o deslocamento e o intervalo de tempo. Com
isso definimos velocidade escalar. Ainda neste capitulo descrevemos geometricamente o
movimento retilineo e uniforme e definimos o conceito de aceleracao escalar para constru-
¢ao do movimento retilineo uniformemente variado. Completando esta etapa, construimos
geometricamente a trajetoria parabdlica a partir da combinacao dos movimentos retilineo
uniforme e retilineo uniformemente variado. Ao final, mediante alguns conceitos bésicos
de geometria destacamos o carater vetorial da posicao, da velocidade e da aceleragao do
corpo e exploramos geometricamente as propriedades cinematicas da curva obtida. No

ultimo capitulo apresentamos as nossas consideragoes finais.



2 Um pouco de geometria

Neste capitulo relembramos as nogoes bésicas da geometria euclidiana, como descrito

em Kiselev) (2006)). Em nosso projeto, estas nogoes formam a base para a discussao dos

conceitos fisicos relevantes para a descricao do movimento de uma particula.

2.1

Definicoes Euclidianas

Em sua obra Os Elementos, o matematico grego Euclides| (2009) apresenta as definigbes

basicas de geometria. No Livro I s@o definidos os objetos geométricos cujas propriedades

desejamos estudar. Sao 23 defini¢des, dentre as quais destacamos: o ponto, a reta, o

circulo, o tridngulo, as retas paralelas e o angulo. Acrescenta-se ainda cinco axiomas e

nove nog¢odes comuns que sao afirmagoes admitidas como verdades ébvias. Iniciamos esta

secao com algumas das definigoes dadas por Euclides, em sua obra.

Definicoes

1.

15.

17.

Um ponto é aquilo de que nada é parte.

. E linha é comprimento sem largura.

E linha reta é a que estd posta por igual com os pontos sobre si mesma.

E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.
Superficie plana é a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma.

E angulo plano ¢é a inclinagao, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam e

nao estao postas sobre uma reta.

Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada circunferéncial,
em relagdo & qual todas as retas que se encontram [até a circunferéncia do circulo],

a partir de um ponto dos postos no interior da figura, sdo iguais entre si.

E didmetro do circulo é alguma reta tracada através do centro, e terminando, em

cada um dos lados, pela circunferéncia do circulo e que corta o circulo em dois.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)

Figura 1. — Defini¢oes Euclidianas. (a) Ponto; (b) Dois pontos; (¢) Dois pontos que
definem uma reta; (d) Trés pontos nao colineares entre si e um segmento de reta que liga
dois pontos; (e) Ligagdo dos pontos para definir o plano; (f) O plano, area definida pelo
perimetro do tridngulo.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)

Figura 2. — Descri¢gao do plano. (a) Indicamos trés pontos ndo colineares entre si e
um segmento de reta que liga dois pontos; (b) Tragamos outro segmento de reta do
ponto extremo direito ao terceiro ponto; (¢) Marcamos um quarto ponto neste segmento
de reta; (d) Tragamos um outro segmento de reta que une o quarto ponto ao ponto
extremo esquerdo do primeiro segmento; (e) Ao ligar os pontos, estamos deslizando os
infinitos pontos sobre a segunda reta, isso mostra uma inclinagdo entre as retas tracadas;
(f) Angulo em relacio as duas retas contidas no mesmo plano, representando a inclinagao
relativa ao segmento de reta original.
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// : h \\
L [ |
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(a) (b)
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(e) (f)

Figura 3. — Construgdo de uma circunferéncia de um dado didmetro. (a) Dado o
didmetro construimos uma circunferéncia auxiliar de centro na extremidade do didmetro
e raio igual ao didmetro dado; (b) Com o compasso tragamos outra circunferéncia auxiliar
similar a anterior; (c) Tragamos a mediatriz e marcamos com pontos as interse¢oes das
circunferéncias; (d) Marcamos o ponto médio do didmetro dado; (e) Tragamos uma reta
que divide este didmetro em duas partes iguais; (f) Apagamos as construgdes e temos a
circunferéncia que estd dividida em quatro partes iguais. Chamamos de angulo reto o
angulo que corresponde a inclinagao entre as duas retas que divide qualquer circunferéncia
em quatro partes iguais.
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2.2 Construgoes geométricas

De posse das definigoes euclidianas discutidas em [2.1] apresentamos agora uma sequén-
cia de construgoes geométricas que utilizam somente régua e compasso que exploraremos

mais adiante neste trabalho.

Trés pontos que definem uma circunferéncia

Como primeira demonstracado, vamos mostrar que a partir de quaisquer trés pontos
nao colineares, ou seja um triangulo, podemos construir uma circunferéncia que passa por
esses pontos.

Na construcao do plano, definicao 7 de Euclides, utilizamos trés pontos nao colinea-
res entre si. A partir dessa construcao, escolhemos um dos pontos, como indicado nas
figuras[] e 5] e com o compasso tragamos uma circunferéncia de origem nesse ponto.

O raio dessa circunferéncia é a distancia até outro ponto que denominamos de ponto
lateral direito. Em seguida tragamos outra circunferéncia de origem no ponto lateral
direito que passa pelo ponto lateral esquerdo; marcamos as interse¢oes das circunferéncias
e tragamos um segmento de reta que une as intersegoes.

Apagamos as circunferéncias auxiliares e ficamos com o segmento que passa pela reta
que une os pontos laterais. Esse segmento de reta é chamado de mediatriz, uma vez que
ela divide a reta que liga os pontos laterais em duas partes iguais. Em seguida, realizamos
o mesmo procedimento: tragamos a mesma circunferéncia com centro no ponto lateral
direito e que passa pelo ponto lateral esquerdo.

Agora tragamos outra circunferéncia de mesmo raio que a circunferéncia precedente,
com centro no ponto nao colinear aos laterais. O ponto nao colinear aos laterais é o ponto
que ainda nao haviamos usado. Marcamos novamente as interse¢oes das circunferéncias.
Tracamos um segmento de reta que une estes dois pontos. Apagamos as circunferéncias
e ficamos com o segmento de reta que passa pela reta que une o ponto nao colinear ao
ponto lateral direito. Esse segmento de reta também é uma mediatriz.

Tracamos uma outra circunferéncia, com centro no ponto lateral esquerdo e que passa
pelo ponto lateral direito. Tragamos também uma circunferéncia de mesmo raio que a
circunferéncia precedente, com centro no ponto nao colinear aos laterais. Marcamos as
intersecoes das circunferéncias. Tracamos entdo a mediatriz do segmento. Em seguida,
apagamos as circunferéncias e ficamos com os trés segmentos de reta.

Para finalizar a construgao marcamos a intersecao dos trés segmentos de reta, apa-
gamos as retas mediatrizes e ficamos com o raio da circunferéncia. Ao tragarmos essa

circunferéncia podemos notar que os trés pontos iniciais estao contidos sobre ela.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4. — Trés pontos que definem uma circunferéncia. (a) Os trés pontos definem o
plano e uma circunferéncia de origem em um ponto que passa pelo outro ponto; (b) Tra-
¢amos outra circunferéncia de origem de mesmo raio que da circunferéncia anterior com
origem no outro ponto e marcamos com pontos as intersegoes das circunferéncias; (c) Tra-
gamos um segmento de reta que une os dois pontos; (d) Apagamos as circunferéncias e
ficamos com o segmento de reta que passa pela reta que une dois dos pontos e divide a
mesma em duas partes iguais; (e) Tragamos outras duas circunferéncias de mesmo raio
da anterior com centro nos pontos nao colineares ao lateral e ao central; (f) Marcamos as
intersecoes das circunferéncias e tracamos um segmento de reta que une os dois pontos.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5. — Trés pontos que definem uma circunferéncia (cont.). (a) Apagamos as cir-
cunferéncias e ficamos com os dois segmentos de reta. (b) Repetimos outra vez as mesmas
construgoes das circunferéncias e determinamos uma terceira reta e temos, assim, trés
segmentos de reta que se interceptam em um ponto; (¢) Marcamos um ponto no encontro
dos trés segmentos de reta e apagamos as circunferéncias auxiliares; (d) Determinamos o
raio e tragamos com um compasso a circunferéncia que passa pelos trés pontos iniciais;

(e) Apagamos o raio; (f) Obtemos finalmente a circunferéncia que passa pelos trés pontos
dados.
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Inscrigao do tridngulo equilatero na circunferéncia

A figura [6] representa a inscrigao de um tridngulo equildtero em uma circunferéncia.

C

(a) (b)

(c) (d)

(e) ()

Figura 6. — Inscri¢ao do tridngulo equildtero na circunferéncia. (a) Circunferéncia di-
vidida em quatro partes iguais; (b) Tragamos outra circunferéncia com centro na outra
extremidade; (¢) Tracamos mais trés circunferéncias. marcamos com pontos duas das
quatro intersegoes das circunferéncias auxiliares com a circunferéncia principal e a inter-
segdo superior da circunferéncia principal com a vertical; (d) Apagamos as circunferéncias
auxiliares e ficamos com a circunferéncia dividida em quatro partes iguais e os trés pontos
das intersegoes; (e) Tragamos com a régua as retas que ligam os trés pontos das interse-
coes; (f) Apagamos as retas perpendiculares para ressaltar o tridngulo equilatero. Temos
assim um tridngulo equilatero inscrito em uma circunferéncia.

Como descrito na figura [ tragamos nova circunferéncia com centro em uma das

extremidades e de mesmo raio da circunferéncia original e outra circunferéncia com centro
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na extremidade oposta e de mesmo raio da primeira circunferéncia. Marcamos com dois
pontos as duas interse¢oes da circunferéncia central com a reta vertical. Tragamos uma
circunferéncia com centro em uma das extremidades onde marcamos com um ponto e
outra circunferéncia com centro na outra extremidade onde marcamos com outro ponto.
Marcamos com dois pontos as intersecoes das circunferéncias em seguida apagamos as
circunferéncias auxiliares. Tracamos em seguida as retas necessarias para obtermos o

triangulo equilatero inscrito na circunferéncia.

Circunscricao do quadrado na circunferéncia

Como terceira demonstragdo vamos construir na figura [7] um quadrado, a partir das

construgoes utilizadas na demonstracao anterior.

&

(a) (b)

L8

(c) (d)

Figura 7. — Circunscri¢ao do quadrado na circunferéncia. (a) A partir das construgdes
feitas na figura anterior marcamos os quatro pontos das interse¢bes das circunferéncias
auxiliares; (b) Tragamos os quatro segmentos de reta que formam o quadrado circuns-
crito a circunferéncia principal; (c) Ressaltamos os tragos para ficarem mais escuros;
(d) Apagamos as construgoes auxiliares e obtemos o quadrado circunscrito desejado.

Como indicado na figura[7], onde temos a circunferéncia central e as quatro circunferén-
cias auxiliares, marcamos os quatro pontos das interse¢oes das circunferéncias auxiliares e
tragamos os quatro segmentos de reta que formam o quadrado circunscrito a circunferén-

cia principal, apagamos as circunferéncias auxiliares, clareamos a circunferéncia principal
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e apagamos as retas perpendiculares para entao obtermos o quadrado circunscrito a cir-

cunferéncia principal.

2.2.1 Produtos notaveis

Nesta etapa vamos mostrar as propriedades geométricas dos produtos notaveis, repre-

sentadas na figura [§] que também serdo uteis para a modelagem do movimento.

a b a+b

(a) (b)

a+b a b

a+b

(c) (d)

a b a b

a a

b b

(e) ()

Figura 8. — Produtos notéveis. (a) Unido dos segmentos de reta a e b; (b) Tracamos
uma reta para que os dois segmentos se tornem um tnico segmento representado por a+b;
(c) Representagdo do quadrado de lado a + b; (d) Dentro desse quadrado, desenhamos
outro, um quadrado de lado a; (¢) Em seguida um quadrado de lado b; (f) Temos uma
figura com dois quadrados e dois retdngulos. Chamando o lado de um dos quadrados
internos de a e o do outro quadrado de b, o lado do quadrado original serd a + b.

Iniciamos a construc¢ao unindo dois segmentos de reta de tamanhos diferentes e mar-
camos o ponto que une os dois. Tracamos uma reta para que os dois segmentos se tornem
um tnico segmento, igual a (a + b). Em seguida desenhamos um quadrado de lado igual

a este segmento. Dentro desse quadrado, desenhamos dois quadrados e dois retangulos,
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que compoem o quadrado original, mas de lados diferentes. A area do quadrado maior

pode ser representada através da soma das areas:

(a+b)* = a* + 2ab + V*. (2.1)

2.2.2 O teorema de Pitagoras

Comecamos novamente com a constru¢ao de um quadrado, igual ao da figura (f),

como indicado na figura [9

a b b a

() (b)

Figura 9. — Teorema de Pitdgoras. (a) De posse da construgao da figura (8 apagamos
as linhas perpendiculares que dividem o quadrado em dois retangulos e dois quadrados.
(b) Invertemos os dois segmentos. (c) Agora conectamos os pontos extremos de a e b.
Deste modo, construimos um quadrado interno ao inicial. Nessa construcao, além do
quadrado interno, existem quatro tridngulos, semelhantes entre si.

Entretanto, dessa vez, representamos seus lados como ¢ = a + b. Em seguida conec-
tamos os pontos extremos de a e b assim temos a construcao de um quadrado inscrito,
de lado d, através da unidao dos pontos extremos a e b. Deste modo, construimos um
quadrado interno ao inicial. Nessa construcao, além do quadrado interno, existem quatro
triangulos, semelhantes entre si. Chamamos o lado do quadrado maior de ¢, o lado do
quadrado menor de d, a base dos triangulos de b e a altura dos mesmos de a. A area do
quadrado maior pode ser escrita como

c%:f+4<?>. (2.2)

Analogamente a (2.1)), temos que

& = (a+b)? =a®+ 2ab + b*. (2.3)
Logo, o lado direito de (2.3) é igual ao lado direito de (2.2)) e, deste modo,
2 ab 2 2
d+4<2>:a + 2ab + b”. (2.4)
Podemos entao concluir que
d? = a® + b, (2.5)

onde d é a hipotenusa do triangulo retangulo e a e b sao os seus respectivos catetos.
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2.2.3 Meédias da Grécia Antiga

De acordo com os registros, a Grécia Antiga existiu de 2000 a 146 anos a.C. e foi o
berco de nossa civilizacao ocidental. Ela foi habitada por Tales, Socrates, Platao e tantos
outros personagens que nos deixaram um legado em diversas areas do conhecimento.
Os gregos antigos tiveram a capacidade de desenvolver grandes ideias que influenciaram
diretamente a nossa sociedade e uma delas, especial para esse trabalho, é a representacao
geométrica, a forma de ver geometricamente a natureza como um todo. Nesta se¢ao,
faremos as construgoes geométricas de trés das diferentes médias da Grécia Antiga que
nos serao muito tuteis na descricdo do movimento.

Existem diversas médias e diferentes formas de apresenta-las. Porém, de forma bem
simples, podemos representar geometricamente a média entre dois comprimentos de acordo

com a figura [10}

L

¥ }_']

Figura 10. — Representacao de uma média z entre dois comprimentos a e b.

Média aritmética z4

Sejam os trés seguimentos de comprimentos a, z4 e b, representados pela figura
tais que a diferenca entre os comprimentos a e z4 ¢é igual a diferenca entre os compri-
mentos z4 e b. A construcao geométrica dessa média esta representada nas figura (b) e
algebricamente é expressa por

M8y, (2.6)

b— =z A
Solucionando (2.6 para z4, obtemos a média aritmética de a e b:

ia = a;b. (2.7)

Média geométrica 2o

Sejam os trés seguimentos de comprimentos a, zg e b, representados pela figura (a),

tais que a razao entre os comprimentos zg € a seja igual a razao entre os comprimentos b e
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za. A raiz quadrada do produto dos dois comprimentos corresponde a média geométrica.
Algebricamente este resultado é obtido a partir da relagao

e _ b (2.8)
a G

Solucionando ([2.8]) para zg, obtemos a média geométrica de a e b:
z2g = Vab. (2.9)

Portanto, uma das formas de calcular a raiz quadrada de um ntmero a ¢é através da sua
média geométrica com a unidade (b = 1).

Utilizando o método dos gregos antigos, sem o uso de niimeros e somente pelas cons-
trugdes geométricas representadas pelas figuras[L1|(b) até [L1|f) podemos demonstrar (2.9).
De posse das construgoes geométricas indicadas na figura [T1], temos um tridngulo retan-
gulo cuja hipotenusa é a média aritmética entre os comprimentos iniciais a e b. Da figura,
se um cateto for (a — b)/2 o outro cateto serd a média geométrica entre os comprimentos
a e b. De fato, aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo da figura e chamando de x

o segmento de reta perpendicular a reta ab, obtemos que

() - (%) 210

= ab.

Logo, o comprimento perpendicular a a e igual a x corresponde a media geométrica zg:

x = Vab. (2.11)

Média harmonica 2z

A média harmonica esta relacionada as situacoes envolvendo as grandezas inversa-
mente proporcionais. Para os dois comprimentos dados inicialmente, a média harmonica
deles é sempre a menor das trés médias, enquanto que a média aritmética é sempre a maior
das trés e a média geométrica estd sempre em um valor intermediario. Sua representacgao

algébrica é

zg—a b—zy

= 2.12
- 5 (2.12)
ou também na forma
2 a-+b
i ) 2.13
ZH ab ( )
Logo, podemos escrever que
2 1 1
— = . 2.14
zZg a + b ( )
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Também podemos determinar zy através das construgoes geométricas representadas nas

figuras [L1f(e) e [L1[f). Algebricamente, temos que

ab 7a+b
ZH_ 2

ou, ainda,

VabJah  a+b

ZH 2

Observamos que ([2.16]) pode ser reescrita na forma

Vab (a+b)/2

ZH Vab
Finalmente, podemos concluir que

ZQ ZA

ZH kel

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Estas trés médias eram as médias a época de Pitagoras, e as suas construgoes geo-

métricas sao discutidas por Eves| (2003) e estao representadas na figura . Mais tarde,

outras médias foram adicionadas pelos pitagéricos e, de fato, hoje temos uma lista de mé-

dias empregadas em matematica bastante extensa. Para o nosso trabalho nos limitaremos

as trés médias pitagoricas.
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(a) (b)

b (a+b)/2 (a-b)/2 (a-+b)/2
(c) (d)

2ab/(a+b)
Ja /(
(a-b)/2 (a+b)/2 (a-b)/2 (a+b)/2
(e) (f)

Figura 11. — Médias. (a) Unido dos segmentos de reta a e b; (b) Com o compasso tra-
camos dois arcos de circunferéncia nas extremidades, marcamos os pontos as interse¢oes
dos arcos, tracamos um segmento de reta que une os dois pontos e marcamos com outro
ponto a interse¢ao da reta tragada; (¢) Apagamos as construgoes e temos o ponto que
divide o segmento original em duas partes iguais, ou seja, a média aritmética; (d) Tra-
¢amos em seguida um arco de circunferéncia cujo raio coincide com a média aritmética,
marcamos o segmento de reta (a —b)/2 e tragamos uma reta perpendicular ao segmento
original ab na unido dos segmentos; (e) Tracamos também o raio da circunferéncia de
modo a formar um tridngulo retangulo e geometricamente temos a média geométrica
representada pelo segmento perpendicular ao segmento original ab; (f) Pelas construgdes
apresentadas anteriormente achamos o ponto médio desse segmento, em seguida traca-
mos uma circunferéncia cujo raio tem metade do valor da média geométrica e marcamos
com um ponto a interse¢ao dessa curva com o raio da circunferéncia. Apagamos a cir-
cunferéncia para melhor visualiza¢do e por fim podemos determinar geometricamente a
relacdo entre as médias nos tridngulos retangulo.
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2.2.4 A constante de Arquimedes

O nimero 7, também conhecido como a constante de Arquimedes, é uma das descober-
tas mais fascinantes da matematica. O calculo do valor exato de ™ ocupou os matematicos
por muitos séculos, desde os babilonicos que ja conheciam a relagao entre a circunferéncia
de um circulo e seu didmetro onde a razdo era maior do que 3. Para os egipcios, no

entanto, o valor era outro, mais exato,

16\2 256
= (=) === -=3.16. 2.19
4 <9> 81 (2.19)

Existem varias hipdteses sobre como os egipcios obtiveram este valor. [Struve| (1930 apud
COOLIDGE;, [2003) reconstréi a histéria desta descoberta a partir da comparagdo do
perimetro do circulo de raio R com o perimetro do quadrado circunscrito a este mesmo
circulo. De algum modo os egipcios chegam a conclusao que esta razao corresponde a

razao 64/81 e, portanto,
2rR 64

SR~ 81
Como (22.19) indica, esta é uma boa aproximagio para o valor de 7.

(2.20)

Os gregos foram os primeiros a mostrar por quais motivos é sempre a mesma a ra-
zao entre o perimetro e o diametro das circunferéncias de circulos de tamanhos distintos.
Trata-se de uma simples propriedade das figuras semelhantes. Na Antiguidade, Arquime-
des foi quem mais aproximou o valor de 7 ao seu valor real, representando o perimetro
da circunferéncia pelo perimetro de poligonos regulares de 12, 24, 48 e 96 lados. Por este

seu método, Arquimedes estabelece uma limitacdo para 7:
223/71 < w < 22/7, (2.21)
ou seja, o valor de 7 estd no intervalo compreendido pela relagao

3,141 <7 < 3,143 . (2.22)

Area da circunferéncia

Nesta etapa das demonstracoes geométricas, utilizamos o método descrito por |Beck-
mann (1976) e por Coolidge (2003) que consiste na obtengao de uma relagao entre a area
de um quadrado de lado R e a area A de um circulo. Comecamos o processo desenhando
um circulo, de raio R, e um quadrado também de lado igual R, como indicado na fi-
gura [I2a). Em seguida, para facilitar a visualizacdo do método, utilizamos apenas o
quadrante onde se encontram o quadrado e o arco de circunferéncia de comprimento P /4.
Podemos escrever, entdao, uma relac¢ao entre a area do quarto de circulo, A/4, com a area
do quadrado de lado R. Da figura[12(b) temos que

AJ4 < R (2.23)
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ou
A < 4R (2.24)

Dividimos agora a area desse quadrado em nove partes iguais, como indicado na fi-
gura (c) Dessa forma, a area do quadrado equivale a nove divisoes, enquanto que
a area do quarto de circulo equivale a, aproximadamente, sete divisoes. Podemos escrever
entao que

A=~ 4A(T/9)R?. (2.25)

Assim, em uma primeira aproximacao, podemos escrever
A3 11R% (2.26)

Aumentamos o nimero de divisoes para 36, como indicado na figura [12(d). A area do
quadrado passa a equivaler agora a 36 divisdes, enquanto que a area do quarto de circulo
equivale agora a, aproximadamente, 28 divisoes. Podemos escrever, entao, que a area do
circulo corresponde agora a

A = 4(28/36)R? (2.27)

ou, ainda, nesta nova aproximacao, que
Ar3,11R%, (2.28)

Aumentando novamente o nimero de divisoes, agora para 81, ficamos com a imagem
indicada na figura (e). Temos agora 81 divisoes equivalentes a area do quadrado e,
aproximadamente, 64 divisoes equivalentes a drea do quarto de circulo. Portanto, a area
A do circulo corresponde a

A~ 4(64/81)R? (2.29)
ou, ainda,

A3, 16R%. (2.30)

Este resultado ¢ semelhante ao resultado dos egipcios antigos para valor de m. Dizemos
entao que, no limite, a area do circulo é linearmente proporcional a area do quadrado.
Vamos agora extrapolar as divisoes para 324, como indicado na figura (f) Dessa
forma, serdao 324 subdivisdes equivalentes a area do quadrado e, aproximadamente, 255
subdivisoes equivalentes a area do quarto de circulo. Deste modo, podemos determinar a

constante de proporcionalidade com maior precisao:
A = 4(255/324) R?. (2.31)

Finalmente, conhecido o raio R do circulo podemos determinar a sua area pela expressao

Ar 3, 14R2. (2.32)
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Se denominarmos essa constante pela letra grega m, estabelecemos o seguinte resultado:

A=rR (2.33)

() (b) (c)

(d) (e) ()

Figura 12. — Area do circulo. (a) Primeira etapa do processo para obtencao da area
de um circulo: representagao de um circulo de raio R e um quadro também de lado
R. (b) Segunda etapa: representacdo do quadrado de lado R que contém o arco de
circunferéncia de tamanho A com representacio de apenas um quadrante para facilitar
a visualizagdo do procedimento. (c) Continuagdo do processo: divisdo do quadrado de
lado R em nove partes iguais. (d) Quarta etapa: aumento da divisdo do quadrado para
36 partes iguais. (e) Quinta etapa: ampliacdo das divisdes do quadrado para 81 partes
iguais. (f) Etapa final: extrapolagao da divisdo do quadrado em 324 partes iguais.

Perimetro da circunferéncia

O comprimento P da circunferéncia de raio R também pode ser determinado através
de uma construcao geométrica. Para obté-lo, iremos relacionar a area e o perimetro de
um poligono regular com a area circulo, que agora conhecemos.

Comegamos o processo como da forma anterior, desenhando um circulo, de raio R.
Com o compasso, tragamos os arcos de circunferéncia de mesmo raio R de maneira a divi-
dir a circunferéncia principal em doze partes iguais. Assim, construimos um dodeciagono
regular, inscrito na circunferéncia. Observamos que a area deste poligono é bastante pro-
xima & area do circulo. Com uma régua, uniremos os pontos do poligono diametralmente
opostos e, dessa maneira, formamos 12 triangulos idénticos.

Na etapa seguinte, “recortamos” seis desses triangulos contidos no primeiro quadrante.

Eles sao suficientes para o nosso objetivo. O proximo passo é agrupa-los, da maneira
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indicada na figura (d) Em seguida recortamos metade de um dos triangulos da ex-
tremidade. Esta fatia pode ser encaixada no triangulo da outra extremidade, formando

assim,uma figura que se assemelha a um retangulo.

(a) (b) (c)

(d) (e) ()

Figura 13. — Perimetro da circunferéncia. (a) Representagdo do circulo de raio R
dividido em quatro partes iguais; (b) Divisdo do circulo em doze partes iguais. Re-
presentacao de um dodecdgono regular inscrito no circulo de raio R; (c¢) Recorte dos
tridangulos semelhantes; (d) Agrupamento dos seis tridngulos recortados; (e) Recorte de
um dos tridngulos da extremidade; (f) Acoplamento do tridngulo recortado na outra
extremidade, formando uma figura que se assemelha & um retdngulo. Ficamos com um
retdngulo de altura semelhante ao raio da circunferéncia e de comprimento semelhante
a um quarto do perimetro do poligono.

Considerando-se um poligono com um ntmero muito maior de lados, a altura do
retangulo composto pelos triangulos recortados corresponde praticamente ao raio da cir-
cunferéncia inicial, enquanto que o comprimento desta figura — que equivale a um quarto
do perimetro do poligono —, em um poligono de muitos lados corresponde praticamente ao
perimetro P da circunferéncia. Como representacao do final do processo ficamos com um
“retdngulo” de altura semelhante ao raio da circunferéncia e de comprimento semelhante
a um quarto do perimetro da circunferéncia.

A partir da figura [13] podemos escrever entdo uma relagdo entre a drea do retangulo

e a area da metade circunferéncia:
P A
() R=". (2.34)
4 2
Deste modo, conhecido o raio R e a area A do circulo, o perimetro da sua circunferéncia

também é determinado a partir da expressao

2A
P=—. 2.35
. (2:35)
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Substituindo (2.33]) em (2.35)), concluimos entao, que o perimetro P de uma circunferéncia

¢ linearmente proporcional ao seu raio R e o fator de proporcionalidade ¢ igual a 27:

P =2rR. (2.36)

2.2.5 Medida de qualquer angulo

Nesta secao definimos geometricamente a forma de medir o angulo 8, ou seja, o grau de
inclinacdo de uma reta em relacdo a uma outra. Observamos na se¢ao que podemos
determinar o comprimento de um segmento de reta conhecendo-se as coordenadas euclidi-
anas dos seus extremos. Como indicado na figura [L4|(a). Tracamos, com o auxilio de um
compasso, um arco de circunferéncia de raio u. Novamente, com o compasso, tracamos
um arco de circunferéncia de tamanho R, que passa por um ponto M, como indicado
nas figura [14(b) e [14(c). Com uma régua tracamos os catetos a e b de um tridngulo
retdngulo, como representado na figura (d) Em seguida, procedemos de forma similar,
descrevendo uma outra circunferéncia de raio R e cujos catetos sdo x e y, representados
na figura [14{e). Por tltimo, tragamos os arcos de comprimento L e S, representados na
figura [14]f).

A partir dessa construgao podemos, pela semelhanca entre as figuras, concluir que

b
a2 (2.37)
Yy
Logo,
S L
- = —; 2.38
== (239)
ou, ainda, que
RL
S=—-: (2.39)
u

Podemos escolher u como unidade de medida e expressar R, L, a, b, x e y em unidades
de w. Definimos o dngulo 6 como a razdo ¢ = L/u. Lembramos que o angulo definido
desta maneira é expresso em radianos. Desta forma, o comprimento do S do arco de

circunferéncia é dado por

S = Rf. (2.40)

Finalmente, determinamos a orientacao do ponto M em relagao a reta orientada colinear

a z, em funcdo da “inclinacao” 0 = L/u.
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Figura 14. — Medida de um angulo qualquer. (a) Circunferéncia de raio u; (b) Cir-
cunferéncia de raio u e o ponto M; (¢) Circunferéncia de raio R que passa pelo ponto
M; (d) Triangulo retdngulo que possui catetos iguais a a e b; (e) Tridngulo retangulo
que possui catetos iguais a x e y; (f) Arcos de circunferéncia de comprimentos L e S.
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3 Uma visao geométrica do movimento

3.1 A particula

E comum ao ensinarmos Fisica, na parte de cinemdtica, fazermos a descricao de um
objeto sem fazer referéncia as suas dimensdes. Afirmamos simplesmente que ele é um
ponto material. Mas o que vem a ser algo sem dimensao? Tudo o que conhecemos possui,
mesmo que minimo, um certo tamanho. De onde vem a ideia de um objeto ter dimensao
desprezivel?

O primeiro registro desse tipo foi escrito pelo filésofo e matematico grego Euclides
como definicdo 1 no livro I de sua obra, onde ele escreve que “um ponto é aquilo de
que nada é parte”; ou seja, a Fisica traz essa definicio geométrica em uma situacgao
especifica para descrever a cinematica de uma particula. Assim, qualquer corpo pode ser
considerado uma particula desde que as suas dimensoes nao sejam relevantes na descri¢ao
que queremos realizar.

Uma motocicleta pode ser considerada como uma particula se desejamos descrever
uma viagem sua do Rio de Janeiro a Minas Gerais: indicamos as duas cidades em um
mapa, tracamos sua trajetéria e cada ponto desta linha é associado a posicao da mo-
tocicleta. Por outro lado, se quisermos estudar os movimentos de ultrapassagem dessa
mesma motocicleta em um horario de bastante engarrafamento na cidade do Rio de Ja-
neiro, nao podemos considera-la como uma particula. Nesta nova situacgao suas dimensoes
sao relevantes para o problema, uma vez que é preciso desvia-la dos carros sem causar
acidentes. Deve ficar claro com esse exemplo que um corpo pode ou nao ser considerado
como particula, dependendo da situagdo em questao. Por esse motivo é que nao afirma-
mos simplesmente que uma particula é um corpo de dimensoes despreziveis, mas que é
um corpo de dimensoes despreziveis em uma dada situacdo. De posse dessa definicao,
iniciamos o estudo sobre o movimento dessa particula.

A cinematica se ocupa em descrever o movimento de um corpo sem levar em conside-
racao as suas causas. Desta maneira, para construirmos a cinematica de uma particula,
precisamos observar a mudanca de posi¢ao do corpo pontual em um dado instante de
tempo. Entretanto, a determinagdao de posicao de um corpo e a sua variacado dependem
do observador. A experiéncia nos revela que podemos ter diversos observadores e cada um
deles observa diferentes trajetérias associadas ao movimento do mesmo corpo. Assim, a
descricao de uma trajetéria particular associada ao movimento da particula esta associada

a um dado referencial.
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3.2 O referencial

Nesta secao definimos o referencial: um observador munido de réguas e relégios. Para

que possamos descrever o movimento de um corpo precisamos observa-lo. Mas isso nao

faz com que o observador seja necessariamente uma pessoa. Ele pode ser representado

por um corpo, um ser sem vida. Como Tonnelat| (1971) descreve em seu livro:

“Neste livro usaremos frequentemente a palavra “observador”. Mas nao
nos iludamos. Esta expressao nao estard comportando a ideia de um ser
pensante, suscetivel de dispor suas percepgoes em opinioes subjetivas e
eventualmente deforma-las.

O observador é o suporte desencarnado, porém, no entanto, material,
ao qual esta ligado um sistema de referéncia e, com isto, uma possi-
bilidade de mensuragdo. O observador é munido de réguas e reldgios,
mas desprovido de paixdes. Ele efetua medidas com o auxilio dos seus
instrumentos; ele observa coincidéncias. Sua “humanidade” termina ai.

Empregaremos sempre a palavra “observador” nesse sentido, que nao
comporta nem subjetivismo nem julgamento de valor. E néao falaremos
mais sobre a auséncia de todo carater antropomoérfico de tais observa-
dores.”

As réguas e relégios mencionados por Tonnelat fazem parte de um sistema de referéncia

que possibilita ao observador do movimento de um corpo, ou particula, mensurar sua

mudanca de posicao em um dado intervalo de tempo, em relagdo a um referencial. Como

Einstein| (2003]) observa:

“A Mecanica tem que descrever como corpos, com o tempo, modificam
sua posicdo no espaco. Neste caso estaria onerando minha conscién-
cia com alguns pecados graves contra o espirito da santa clareza; esses
pecados precisam logo ser desmascarados.

Nao estd claro o que devemos compreender aqui por posicao e espaco.
Suponhamos que eu me encontre junto a janela do vagao de um trem que
viaja uniformemente e que deixe cair uma pedra sobre o leito da estrada,
sem lhe conferir nenhum impulso inicial. Entao (abstraindo do efeito da
resisténcia do ar) eu vejo a pedra cair em linha reta. Um pedestre que
esteja observando minha acéo a partir do solo observa que a pedra cai a
terra percorrendo um arco de parabola.Pergunto, entdo: as “posigoes”
seguidas pela pedra estao situadas, na realidade, sobre uma reta ou sobre
uma parabola? Além disto, o que significa aqui movimento no espago?
Comegamos, portanto, por deixar de lado estd obscura palavra espago,
com a qual, para sermos sinceros, nao somos capazes de imaginar coisa
alguma; em lugar de espago falaremos em movimento em relacdo a um
corpo de referéncia praticamente rigido. Introduzindo, em lugar de corpo
de referéncia, o conceito de sistema de coordenadas, que é mais vantajoso
para a descricdo matemaética, podemos dizer: em relagdo a um sistema
de coordenadas rigidamente ligado ao vagao, a pedra descreve uma reta;
em relacdo a um sistema de coordenadas rigidamente ligado ao solo, a
pedra descreve uma parabola. Com este exemplo, vemos claramente que
nao existe uma trajetéria em si, mas apenas uma trajetéria em relagao
a um determinado corpo de referéncia.”
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3.2.1 O corpo

A partir das defini¢des e construgoes geométricas apresentadas no capitulo 2] cons-
truimos geometricamente um sistema de referéncia e os instrumentos necessarios para a
localizacdo de uma particula. Em um espago qualquer, simbolizado por uma folha em
branco, construimos o referencial usado nos livros textos de fisica, utilizando as defini¢oes
geométricas de Euclides e instrumentos de desenho, tais como régua e compasso.

Comecamos a nossa construgao representando um corpo M por um ponto, no espago
(plano do papel), como mostra a figura (a). Para localizarmos sua posicao neste sistema,
precisamos de um ponto de referéncia O (origem), situado em uma regiao qualquer da
folha. Contudo, apenas o ponto O nao é suficiente para caracterizar completamente a
posicao de M em relacao a O. Para nos auxiliar na localizacdo do corpo M usaremos mais
dois pontos no plano, indicados por P e Q. Existem apenas duas exigéncias para esses
pontos: que a distancia entre eles seja invariante e que eles sejam nao-colineares, como

indicado na figura [15|b).

(a) (b)

Figura 15. — Construgao geométrica do referencial. (a) Representacao do ponto M no
plano da folha de papel; (b) Representacdao do ponto M e do corpo de referéncia OPQ
no plano da folha.

O conjunto desses trés pontos define o nosso “corpo de referéncia”. Com os pontos P e
Q, e utilizando uma régua, tracamos uma linha entre dois desses pontos, como ilustrado
na figura[l6fa). esta construcio revela a necessidade dos pontos O, P e Q: pelo axioma 1
de Euclides, para definirmos uma reta precisamos de, pelo menos, dois pontos. Para a
defini¢do de um plano no qual o corpo esté inserido precisamos, contudo, pela defini¢ao 6,
de duas retas concorrentes.

Para chegarmos ao plano construido por Descartes precisamos de duas retas que se-
jam perpendiculares entre si. Com um compasso, tracamos um arco de circunferéncia e

seguimos a defini¢ao 15: utilizamos o ponto (Q como centro da figura e a distancia entre os
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pontos O e Q como o raio desse arco de circunferéncia. O resultado deste procedimento

estd ilustrado na figura [L6|(b).

A A

(a) (b)

Figura 16. — Construgao geométrica do referencial (cont.). (a) Construcao da reta
OP segundo o corpo OPQ, pelo axioma um de Euclides; (b) Descricdo do arco de

circunferéncia de raio QO e centro em Q.

Em seguida marcamos com um ponto a intersecdo do arco de circunferéncia com a
reta que passa pelos pontos O e Q, como representado na figura [17[(a). Usamos esse
arco de circunferéncia auxiliar para criar uma reta perpendicular a primeira. Tracamos
assim um segmento de reta que passa pelo ponto QQ e pelo ponto da intersecao do arco de
circunferéncia com a reta que passa pelos pontos O e Q. Marcamos com mais um ponto
a outra intersecao do ultimo segmento de reta tracado, como indicado na figura (b)

(a) (b)

Figura 17. — Construgao geométrica do referencial (cont.). (a) Representagao da in-
tersecao do arco de circunferéncia com a reta que passa pelos pontos O e Q; (b) Segmento
de reta que passa pelo ponto @ e pelo ponto da intersecdo do arco de circunferéncia

com a reta que passa pelos pontos O e Q.
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Como representado na figura (a), tracamos um segmento de reta que passa por
esse ponto e pelo ponto O. Deste modo, construimos uma segunda reta e, com ela, o
“comprimento” e a “largura” de um plano ortogonal onde podemos localizar o corpo M
em relacdo a O. O resultado estd ilustrado na figura [L§(b).

(a) (b)

Figura 18. — Construcgao geométrica do referencial (cont.). (a) Intersegdo da reta com
a circunferéncia; (b) Construgdo da reta congruente a OP: construcdo da reta perpen-
dicular a reta OP.

Para a localizagao do corpo M, uma unidade de medida de comprimento se faz ne-
cessaria. Para tal, usamos a distancia entre dois pontos da circunferéncia auxiliar como
unidade de medida e, como representado na figura (a), mapeamos todo o espacgo utili-
zando um compasso. Apagamos as construgoes auxiliares e temos agora um sistema de
referéncia euclidiano, representando as abscissas, na horizontal e as ordenadas, na vertical.
A figura[L9(b) ilustra esta dltima etapa.

(a) (b)

Figura 19. — Construgdo geométrica do referencial (cont.). (a) Representagdo do ma-
peamento do espaco; (b) Sistema de referéncia euclidiano, representando as abscissas,
na horizontal e as ordenadas, na vertical.
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Através dessa construcao geométrica, somos capazes de localizar o corpo em qual-
quer regiao do plano (euclidiano) em relagdo ao observador O. A maneira com a qual
descrevemos essa posicao ¢ que pode variar. Podemos localizar o ponto M, também ge-
ometricamente, por pelo menos duas maneiras conhecidas: as coordenadas cartesianas,
associadas aos catetos de um tridngulo retangulo cuja hipotenusa corresponde a distan-
cia ao ponto mével, e as coordenadas polares, que adota a distancia o ponto movel e a
medida da sua inclinagdo & uma reta de referencia, ambos discutidos no capitulo 2] A
localizacao do corpo M em coordenadas cartesianas esta representada na figura (a) e
em coordenadas polares na figura 20|b).

<
w

(a) (b)

Figura 20. — Construcao geométrica do referencial (cont.). (a) Localizagao do ponto M
em coordenadas cartesianas, medidas de latitude e longitude do corpo M; (b) Localiza-
¢ao do ponto M em coordenadas polares, circunferéncia de raio unitario e representacao
dos comprimentos L, R e S que localizam o ponto M.

3.2.2 O relégio

Para completar a descricaio do movimento de uma particula precisamos estabelecer
uma relagao entre os deslocamentos que ela realiza, descrito na se¢ao [3.2.1) com a sua
duragao. Para isso precisamos definir o que vem a ser a duracdo de um evento para

podermos estabelecer a duracao do movimento dessa particula.

Construgao do relégio

Para calibrarmos um medidor de intervalos de tempo precisamos montar um aparato
que combine seu funcionamento com algo natural e que possua um ciclo regular como, por
exemplo, o movimento do Sol. Aprendemos com |Feather (1961)) e [Savoie| (2009) que um
dos primeiros marcadores de duracgao de tempo foi o relégio de Sol. Aprendemos também
que seu movimento relativo nao se da com uma regularidade perfeita porém com uma

aproximacao. Podemos entao apresentar ao aluno uma forma de medir geometricamente
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uma duracao temporal do movimento do Sol ao longo de um dia, por exemplo. Para isto,
construimos um aparato conhecido mas bem intuitivo de observagao do movimento solar
e explorado ainda na época de Galileu.

Temos uma torneira que possui uma vazao. Combinamos o fluxo de dgua através da
torneira com o movimento do Sol e observamos que, conforme o dia transcorre, podemos
registrar simultaneamente as orientagoes do Sol no céu e a quantidade de agua que a
torneira libera. Assim, como indicado na figura (a), registramos que entre os instantes
do nascer do Sol até ele se por, a torneira libera uma quantidade de dgua que pode ser
determinada por uma régua. Este movimento estd indicado nas figuras [22] 23], [24]
e . A duracao do movimento relativo do Sol, ao longo do primeiro 1/12 avos de sua
trajetoria, é comparado com a duragdo para preencher este primeiro volume da agua
jorrada da torneira. Este primeiro avo da trajetéria solar é definido como a unidade de
tempo. Ao observarmos a figura (b) percebemos que o Sol varre a mesma area relativa
da figura anterior. Porém, a quantidade de agua que foi liberada pela torneira nao é a

mesma quantidade de agua liberada anteriormenteﬂ

(a) (b)

Figura 21. — Construgdo do relégio a partir do movimento relativo do Sol desde o
nascente ate o poente e a altura correspondente da coluna de dgua. (a) O movimento
relativo do Sol ao longo do primeiro 1/12 avos de sua trajetéria, comparado com a
vazao de dgua da torneira. Este primeiro avo é definido como a unidade de tempo; (b)
O movimento relativo do Sol, ao longo de 2/12 avos de sua trajetéria, comparado com
a altura da coluna de agua da mesma torneira.

L Savoie| (2009, p. 34) chama a atencdo para o fato dos antigos relégios registrarem horas de duracio

variavel até a Idade Média. O dia era dividido em doze partes iguais ndo importando a estacdo do
ano.
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(a) (b)

Figura 22. — Construcao do relégio (cont.). (a) O Sol continua varrendo a mesma area
e a torneira liberando uma certa quantidade de dgua; (b) O Sol realiza seu movimento
e torneira continua a liberar agua.

(a) (b)

Figura 23. — Construgao do relégio (cont.). (a) A dgua segue preenchendo o reserva-
tério e o sol continua realizando seu movimento relativo ; (b) O Sol percorreu metade
do seu percurso enquanto a torneira liberou uma certa quantidade de agua.

(a) (b)

Figura 24. — Construgao do reldgio (cont.). (a) Como a torneira possui vazao cons-
tante, os deslocamento relativos do Sol ao longo da circunferéncia deixam claro que seu
movimento nao é sempre constante; (b) O Sol continua seu movimento enquanto a agua
continua a preencher o recipiente.
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(a) (b)

Figura 25. — Construcgao do relégio (cont.). (a) O recipiente estd quase todo preen-
chido e o Sol estd quase terminando o seu percurso; (b) O recipiente continua sendo
preenchido pela dgua que sai da torneira enquanto o Sol estd quase terminando o seu
percurso.

(a) (b)

Figura 26. — Construgao do relégio (cont.). (a) O Sol chega préximo ao final do seu
percurso e o recipiente com o nivel de dgua aumentando; (b) O Sol termina o seu
percurso e o recipiente esta com o seu nivel registrado para um dia.

3.3 O movimento da particula

Observamos na figura [27] o movimento de uma corpo ao longo de um trilho retilineo
e o descrevemos em relacao ao trilho. Consideramos nosso moével um corpo pontual, e
construimos um diagrama representando os seus deslocamentos sucessivos e as respectivas
duragoes desses deslocamentosEl Deste modo, as sucessivas posi¢oes da particula sao
registradas no eixo horizontal do diagrama e os intervalos de tempo correspondentes,
medidos com o “nosso relogio de agua produzido pela nossa torneira”, sao registrados na

orientacao vertical do mesmo diagrama.

2 |Clagett| (1968) chama a nossa atencdo para o fato desta técnica de representacdo do movimento ja
ter sido definida por Oresme 250 anos antes dos trabalhos de Galileu.
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(a) (b)

Jf
Jf

(c) (d)

Figura 27. — O movimento da particula. (a) Inicio do movimento da particula ao
longo de um trilho; (b) Primeiro deslocamento da particula ao longo de um trilho; (c)
Segundo deslocamento da particula ao longo de um trilho; (d) Terceiro deslocamento
da particula ao longo de um trilho.

3.3.1 O movimento uniforme

Tracamos retas paralelas que fazem uma relagdo entre As e At, como ilustrado na
figura 28] A partir desta figura, definimos como velocidade média a razdo entre essas

duas grandezas, ou seja:
As

=X

Durante a analise desse movimento observamos também que os deslocamentos realizados

(3.1)

Um

pela particula e pelo preenchimento da coluna de agua sdo constantes e, assim, podemos
concluir que essa particula percorre distancias iguais em intervalos de tempos iguais, ou

seja:
ASl B ASQ B ASg

Aty Aty Ats’

Definimos entao como movimento uniforme aquele movimento em que a velocidade média

(3.2)

da particula é a mesma em qualquer intervalo de tempo considerado ou que o médulo
do deslocamento realizado em um dado intervalo de tempo ¢ igual a distancia percorrida

pela particula nesse mesmo intervalo de tempo. Por consequéncia para um movimento
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uniforme podemos concluir que

Uy, = Uy = constante.

I

Atz
Aty
At4
AS+ AS»> AS3
: ER
‘ I I j
(b)

(3.3)

Figura 28. — Movimento uniforme. (a) Composi¢do do deslocamento horizontal da
particula com o preenchimento da coluna de dgua na vertical; (b) Marcagao dos deslo-
camentos horizontais com os intervalos de tempo na vertical.

Em seguida, como indicado na figura [29|(a), construimos um grafico com os desloca-

mentos da particula em fungao dos intervalos de tempos e tragamos os segmentos de reta

correspondentes. Podemos entdo determinar, a partir da representagao grafica ilustrada

na figura, qual a posi¢do da particula em determinado instante de tempo a partir da

adicao dos diferentes deslocamentos realizados. Denominamos por velocidade a taxa de

variacao da posicao do corpo e construimos, na figura (b), o grafico da velocidade média

em funcao do intervalo de tempo transcorrido.

AS3

AS>

AS 1

Aty Aty Atg

(a)

Aty Aty Ats

(b)

Figura 29. — Movimento uniforme (cont.). (a) Grafico dos deslocamentos em fungao
do intervalo de tempo transcorrido; (b) Grafico da velocidade média em funcao deste

mesmo intervalos de tempo.
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Na figura [30|a) temos a ampliacdo do gréfico da figura29(b) e nas figuras B0j(b), (c) e
(d) temos o gréfico da velocidade média em funcao do tempo transcorrido na realizagao

do movimento.

Vm Vm
A AR Aty Aty Atg
(a) (b)
Vm Vm
Aty Aty Ats At
(c) (d)

Figura 30. — Movimento uniforme (cont.). (a) Ampliagao do gréfico da velocidade mé-
dia em fungao do intervalo de tempo transcorrido na realizagdo do movimento; (b) Area
do gréfico definida pela velocidade média em fungao deste intervalo de tempo; (c) Cél-
culo geométrico dos deslocamentos da particula nos trés intervalos de tempo considera-
dos; (d) Determinagao geométrica do deslocamento total da particula através da area
do grafico.

Uma andlise mais detalhada da figura [30] também nos revela que a area sob a curva
indicativa da velocidade média corresponde ao deslocamento realizado pelo mével no

intervalo de tempo considerado:
As = vpAt = &rea da curva sob o grafico. (3.4)

Deste modo, a partir a figura geométrica da figura podemos obter a expressao algébrica

para descrever a posicao do corpo em fung¢ao do tempo:

s — so = vpAt. (3.5)



Capitulo 3. Uma visdo geométrica do movimento 37

3.3.2 O movimento uniformemente variado

Descrevemos na figura o movimento uniformemente variado realizado por uma

particula.

=)

Jf

(a) (b)

—1f
1

(c) (d)

Jf
Jf

(e) (f)

Figura 31. — Movimento uniformemente variado. (a) Inicio do movimento da particula
ao longo de um trilho; (b) Primeiro deslocamento da particula ao longo de um trilho;
(c) Posigao da particula apés o segundo deslocamento ao longo do trilho, que é trés
vezes maior que o seu deslocamento no primeiro intervalo de tempo; (d) Particula no
terceiro deslocamento ao longo do trilho, cinco vezes maior que o primeiro deslocamento
realizado; (e) Posigdo da particula ap6s o quarto deslocamento ao longo do trilho, que é
sete vezes maior que o seu primeiro deslocamento; (f) Posicao final da particula no quinto
instante de tempo. Esta tltima posicao corresponde a nove unidades de deslocamento.
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Representamos na figura |31| o diagrama posicao vs. tempo de modo que as sucessivas
posigoes da particula ao longo do trilho sdao registradas na horizontal. O nosso relégio
ainda é o relégio de agua, onde esses intervalos de tempo sao registrados na csua coluna
vertical.

Ao analisarmos o movimento dessa particula, de acordo com nosso referencial, podemos
concluir que ela descreve um movimento em linha reta e seus deslocamentos estao em
proporg¢ao com os nimeros impares a partir da unidade, a saber, 1, 3, 5, 7 e 9, de modo

que, da figura, podemos escrever

Asy Aso A33:5 %_7’... %:271—1. (3.6)

ASl ’ ASl ASl ’ ASl - ’ ASl

Na figura [32] representamos as velocidades médias desse movimento:

Asq Aso Ass Asy Ass As,,

Um1 = At y Um2 =
1

—Um3 = ——Und = ——Ums = ———, " s Umn = .
Aty ™ Ats” ™ AL ™ At ™AL,

B E Aty
Jite \\ et \\
. N B N
E B At
. e . e
i \ i Aty \
E \\ \ B \\ \
AS;As,As;  As, Asg
; o [ —

() (b)

Figura 32. — Movimento uniformemente variado(cont.). (a) Composicao do desloca-
mento horizontal da particula com o preenchimento da coluna de agua na vertical;
(b) Representagao das velocidades médias desse movimento de acordo com os desloca-~
mentos horizontais e os intervalos de tempo registrados pela coluna de agua.

De acordo com os deslocamentos horizontais e os intervalos de tempo registrados
pela coluna de agua, podemos perceber que essas retas nao sao paralelas. Deste modo,
observamos também que as velocidades médias aumentam na mesma proporc¢ao dos des-

locamentos:

Um1 Um2 Um3 Uma Umn
ml g m2 g 5 T g T o . (3.8)
Um1 Um1 Um1 Um1 Um1

Percebemos assim que as inclinagoes das retas seguem aumentando a cada intervalo de
tempo considerado, o que confirma um aumento na velocidade média dessa particula.

Representamos na figura[33|(a) as velocidades médias associadas a cada intervalo de tempo
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e, deste grafico, como representado na figura (b), obtemos as velocidades instantaneas v,
correspondentes aos instantes médio aritméticos da reta tracada a partir das velocidades
médias. Finalmente, na figura [34] representamos o grafico da velocidade em funcao do

tempo transcorrido pelo mével na realizagao do seu movimento.

Vs RSRiRiacal Vins o
Vma Vina
Vm3 Vms
Vma2 Vo
Vi cjiie
At, At, Aty At, At At, At, At At, At
(a) (b)

Figura 33. — Movimento uniformemente variado (cont.). (a) Representacao das velo-
cidades médias associadas a cada intervalo de tempo. Observe os incrementos iguais de
velocidade para intervalos de tempo iguais; (b) Marcac¢ao dos pontos médios aritméticos
das velocidades médias.

m5 mb

Vm4 Vm4 /

Vms3 Vs /
Vm2 V2
V1 Vo |
At, At, Ats At, At At, At, At At, Ats
(a) (b)

Figura 34. — Movimento uniformemente variado (cont.). (a) Representagao da veloci-
dade média e instantanea no instante médio aritmético da reta tracada pelas velocidades
médias; (b) Representagdo somente da velocidade instantdnea no instante médio arit-
mético da reta tracada pelas velocidades médias.

A representacao geométrica dessa classe de movimento nos leva a mais uma conclusao

sobre a velocidade média. Uma vez que

Um3 + Umi U4 + Uma2 Um(n+1) + Umn,(n—1)

9 = Um2, 9 = Um3," ", 9

= Upn, (3.9)

podemos deste modo escrever que a velocidade média em um dado intervalo de tempo

corresponde a média aritmética das velocidades instantaneas nos instantes extremos do
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intervalo de tempo considerado:

_As

= A média aritmética das velocidades no intervalo de tempo. (3.10)

Um

Para uma particula que descreve um movimento uniformemente variado essa constru-
¢ao geométrica demonstra que a velocidade média coincide com a média aritmética das
velocidades.

Podemos despertar os nossos alunos para o fato de que a area abaixo dos patamares de
velocidade média nos permite também determinar o deslocamento realizado pela particula
no intervalo de tempo considerado: fixamos o instante em que queremos determina-la
como a linha delimitadora da superficie a ser calculada, como indicado na figura 35|(a) e
calculamos a area através da soma das areas dos retangulos; observamos que a area abaixo
da linha de tendéncia da velocidade instantanea ¢é igual a area abaixo dos patamares que
representam as velocidades médias; e, finalmente, podemos conferir esse resultado através

da drea do poligono em destaque na figura B5|(b).

mb mb

mé m4

m3 m3

m2 m2

mi

Aty At AtAEC AL Aty At AELAE AL

mi

(a) (b)

Figura 35. — Movimento uniformemente variado (cont.). (a) Representagdo das areas
dos retangulos; (b) Representacdo da area abaixo dos patamares de velocidade média
nos da o deslocamento da particula.

Analogamente a definicdo de velocidade média, utilizamos o mesmo principio para
definir o conceito de aceleracao média: a razao entre as variagoes da velocidade em um

dado intervalo de tempo:
Av

N
Da figura podemos concluir geometricamente que as razoes entre Av e At é um

(3.11)

Am

valor constante, de modo que, para o MUV

a,, = ay = constante. (3.12)
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At Ath At AL AL Ato AL AL AL AL

(a) (b)

Figura 36. — Movimento uniformemente variado (cont.). (a) Construgdo do gréfico
aceleracao média vs. intervalo de tempo; (b) Ampliacdo do gréafico (a). Observamos
que a variacao de velocidade sofrida pela particula em um dado intervalo de tempo pode
ser estabelecida a partir da figura, determinando-se a area sob o segmento de reta que
representa a aceleracio.

A partir da figura [36[b) demonstramos geometricamente que a variagao de velocidade
sofrida pela particula em um dado intervalo de tempo pode ser determinada pela drea do

grafico representando a aceleracdo em fun¢ao do tempo transcorrido:
Av = qp/At = &rea da curva sob o gréfico, (3.13)

ou, ainda,
v — vy = apAt. (3.14)

Para a construcao do grafico dos deslocamentos da particula em fungao do intervalo
de tempo necessério para a sua realizacdo, construimos na figura[37(a) um diagrama onde

marcamos os deslocamentos associados aos intervalos de tempo correspondentes.

Ass Asg
Asg As;
As, As,
At, At, Aty At, At, At, At, At, At, At
(a) (b)

Figura 37. — Movimento uniformemente variado (cont.). (a) Deslocamentos realiza-
dos pela particula nos seus correspondentes intervalos de tempo; (b) Representacao da
posicao ocupada pelo mével ao final do intervalo de tempo transcorrido.
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Em seguida, como indica a figura (b), marcamos as posigoes associadas a sucessao de
deslocamentos. Depois de marcadas as posi¢oes, escolhemos uma delas — a posigao inicial,
como indicado na figura [38(a), por exemplo —, e posicionamos o esquadro conforme
indicado na mesma figura. Observamos que podemos deslizar o esquadro da maneira
indicada na figura (b): um dos catetos do esquadro intercepta a primeira posi¢do no
instante de tempo correspondente; o vértice do angulo reto do esquadro se apoia sobre
um instante de tempo igual a metade do instante de tempo correspondente a primeira
posicao; e, por construcao, o outro cateto intercepta uma determinada localizacao f sobre

o eixo vertical. Em nosso grafico esta posicao corresponde a AS; + AS,, como ilustra a

figura [B§|(b).

Asg ASs;
As, ASy
As, AS,
As, As,
As, As;
Aty At, At; At, Atg Aty At, At; At, Aty
() (b)

Figura 38. — Construgao da parabola. (a) Esquadro com o vértice reto na origem de
coordenadas; (b) Um dos catetos do esquadro intercepta a primeira posigdo no instante
de tempo correspondente; o vértice do angulo reto do esquadro se apoia sobre um
instante de tempo igual & metade do instante de tempo correspondente a primeira
posicao; e, por construcao, o outro cateto intercepta uma determinada localizacdo f =
AS] + ASs sobre o eixo vertical.

Podemos continuar este procedimento para as duas outras posi¢oes seguintes e obte-
mos as duas representacoes indicadas na figura (a). Ao realizar mesma construgao para
todas as outras posi¢des também observamos na figura 39(b) e (¢) a mesma intercepta-
¢ao na localizagao f sobre o eixo vertical. Este comportamento significa que as posi¢oes
representadas no grafico pertencem a uma parabola. Os segmentos de reta tracados pelos
catetos do esquadro sobre as posi¢oes nos respectivos instantes de tempo representam as
tangentes a parabola no ponto considerado e, por construgao, envelopam a curva parabé-
lica, como indicado na figura (d) O ponto f é denominado ponto focal da parabola e
a distancia da origem de coordenadas ao ponto f é denominada de distancia focal.

A parédbola é a curva definida pelo conjunto de pontos M do plano tais que a distancia
de cada um deles até um ponto determinado, o ponto focal f, é igual a distancia destes

mesmos pontos M até uma reta particular, denominada a reta diretriz da parabola. A
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Asg Asg
AS4 AS4
ASg ASg
As, As,
As, As;
Aty At, Aty At, Atg Aty At, At; At, Aty
(a) (b)

Ass Asg /

ASy Asy

//
ASg Asg /
As, As, A
As, As,

At, At, At At, At Aty A, A, A, At

(c) (d)

Figura 39. — Construgao da parabola (cont.). (a) Com o mesmo procedimento ante-
rior, um dos catetos do esquadro intercepta a segunda posicdo no instante de tempo
correspondente; observamos que o outro catetos do esquadro intercepta a mesma loca-
lizagdo f sobre o eixo vertical que no procedimento anterior; (b) Ao realizar a mesma
construgao para a terceira e a quarta posicado também observamos a interceptagdo na
mesma localizagdo f sobre o eixo vertical; (¢) Ao realizar a mesma construgao para a
quinta posicdo observamos uma vez mais a interceptacdo na mesma localizagdo f so-
bre o eixo vertical; (d) Os segmentos de reta tragados pelos catetos do esquadro sobre
as posicdes nos respectivos instantes de tempo representam as tangentes a curva no
ponto considerado e, por construcao, envelopam a curva que define as diferentes posi-
¢oOes ao longo do tempo. Curvas que obedecem a este tipo de construcao geométrica sao
denominadas parabolas.

reta diretriz é paralela a tangente ao vértice da pardbola e, com esta informacoes podemos
tragé-la como ilustrado na figura [40]

Podemos verificar uma vez mais se a curva envelope gerada pelas tangentes obtidas
com o esquadro é de fato uma parabola. Tracamos com uma régua um segmento de reta
da focal até um ponto da curva, como indicado na figura Com um compasso tragamos
uma circunferéncia de raio igual ao comprimento do segmento de reta definido pela focal
até o ponto da curva considerado e centro sobre um ponto da curva. Observamos que esta

circunferéncia tangencia a reta diretriz.
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Asg / Asg /

AS 4 AS 4
/ .
Asg / Asg /
As, As,
As, As;

At ALY AL, A, AL At At) Aty A, At

(a) (b)

Figura 40. — Construgao da parabola. (a) Curva parabdlica representando as posigdes
em fung¢ao do instante de tempo considerado; (b) Indicacao em vermelho da reta diretriz
da curva parabdlica.

J
As; / Asg /\\(

As, As,
A J \
As; = / Asy = /

As, As,
As, Asy
Aty At, At At, Aty At Aty Aty At/

(a) (b)

Figura 41. — Construcgao da pardbola(cont.). (a) Tragamos com uma régua um seg-
mento de reta da focal até um ponto da curva; (b) Com o compasso tragamos uma
circunferéncia cujo raio possui o comprimento do segmento de reta definido pela focal
até o ponto da curva e esta circunferéncia tangencia a reta diretriz.

Repetimos esta construcao mais duas vezes escolhendo agora dois outros pontos so-
bre a curva como centros e concluimos que estas outras duas circunferéncias também
tangenciam a reta diretriz. Esta propriedade indica que os segmentos fM sao iguais aos

segmentos PM, onde P é o ponto tangente sobre a reta diretriz, como representado na

figura [42(d).
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/

Vi
Asg e —\\[ As, /—\7[
As, As,
- .
3\ 3
As, / As,
= At DAL, At |At, Ate” - MMS M, At
(a) (b)

/

s | M

o
P

As,
As,

Aty /Aty | A, Ats” p
(c) (d)

Figura 42. — Construgao da pardbola (cont.). (a) Circunferéncia cujo raio possui o
comprimento do segmento de reta definido pela focal até o ponto da curva e essa cir-
cunferéncia tangencia a reta diretriz.; (b) Construcao andloga a anterior mas de centro
em outra posigdo sobre a curva; (c) Outra construcao andloga a anterior; (d) Os seg-
mentos M e PM sdo sempre iguais, ndo importa qual ponto M escolhido sobre a curva
parabolica.

A construcao geométrica descrita na figura [39] permite determinar a expressao algé-
brica da posicao do mével ao longo do seu movimento em funcdo do instante de tempo
considerado. A partir do grafico da figura |39, reproduzida na figura se denominarmos
o deslocamento realizado pelo mével por z e no intervalo de tempo correspondente por x
e a distancia entre o ponto focal f e a origem de coordenadas também por f, observamos

que sao satisfeitas as seguintes relagoes entre z, z e f:

z x/2
—_— = — 3.15
¢ Ar z)2
z
— = 3.16
Ar o J (3.16)
Da relagao (3.15)) podemos escrever que
2
P (3.17)
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Ass 71 as 7| As
/At At
o/ e/ Z

AS; 5
A32 --"ﬁ; 7 f "!,=’
AS-I #_,‘; o s

At AL AR AR AL t/2 t

x/2 X
(a) (b)

Figura 43. — Construgao da parabola (cont.). (a) Deslocamentos associados aos in-
tervalos de tempo e a construcdo geométrica das tangentes que envelopam a curva pa-
rabdlica representando as posi¢oes do mével; (b) Indicagdo dos tridngulos semelhantes
que compoem a figura: Az/Ax = (x/2)/f = z/(x/2).

e, substituindo z pela posicao S do mével e x pelo instante de tempo ¢, obtemos

t2

S=—. 3.18

- (3.18)

A partir da relagao (3.16]), depois de substituir z por S e x por ¢, podemos escrever que
AS t

— = —. 3.19

At 2f (3.19)

Lembramos ainda que o lado esquerdo da identidade (3.19) corresponde a velocidade mé-
dia v, do mével no intervalo de tempo At e, pela definicao do movimento uniformemente
variado, também corresponde ao valor da velocidade no instante médio aritmético dos
instantes no extremo do mesmo intervalo At. Assim, temos que v,, = v, a velocidade no
instante t. A partir da expressao , sabemos que, para velocidade inicial nula, v = at

e, deste modo, podemos concluir que a acelera¢do do mével a corresponde a 1/2f:

1
— =aq. 3.20
5 (3.20)
Assim, podemos concluir que a descricdo das posi¢oes do mével que parte do repouso
e realiza um movimento uniformemente variado (¢ = constante) é representada pela
expressao algébrica
at?

Observamos, ainda, que se multiplicarmos e dividirmos o lado direito de (3.21]) pelo
valor da aceleracdo a e lembrarmos que v = at obtemos a expressao de Torricelli:

U2

A expressao ((3.22)) também pode ser determinada geometricamente. Primeiro construimos

S (3.22)

o grafico dos deslocamentos, como ilustrado na figura[d4j(a). Na mesma figura descrevemos
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circunferéncias auxiliares de diametro igual a adi¢cao de um dos deslocamentos realizados
mais o primeiro deslocamento que serve como unidade de comprimento. A intersecao
destas circunferéncias com o eixo horizontal define varios segmentos de reta de diferentes
tamanhos, como indicado na figura (b) Este procedimento estabelece a média geomé-
trica entre os dois deslocamentos e, assim, cada um dos segmentos horizontais corresponde

a raiz quadrada do deslocamento que compoe o diametro da circunferéncia considerada.

L

(a) (b)

Figura 44. — Determinacao da raiz quadrada do deslocamento pela média geométrica.
(a) Circunferéncias auxiliares de didmetro igual & adicdo de um dos deslocamentos
realizados mais o primeiro deslocamento que serve como unidade de comprimento; (b) A
interse¢do das circunferéncias com o eixo horizontal determina diferentes segmentos.
Cada um deles corresponde a raiz quadrada do deslocamento que compde o didmetro
da circunferéncia.

A figura [45|(a) ilustra um conjunto de circunferéncias de didmetro correspondente &
soma dos deslocamentos iguais a 1, 4, 9 e 16 vezes o primeiro deslocamento mais o primeiro
deslocamento realizado, igual a u, na mesma unidade de tempo. A intersecao destas
circunferéncias com o eixo horizontal corresponde a um segmento de reta de comprimento
igual a raiz quadrada do deslocamento zg. Os segmentos de reta indicados na figura (b)
correspondem aos catetos de um triangulo retangulo e a partir da discussao realizada na

se¢ao [2.2.3] podemos estabelecer entre eles a relacao
— == (3.23)

Observamos também na figura 45(b) que o dobro de zg corresponde ao deslocamento

realizado pela particula na unidade de tempo At. Deste modo, obtemos

zq = 5 (At). (3.24)

N <

Da equagao (3.21]), o primeiro deslocamento pode ser escrito como

(A1)?. (3.25)

u =

N
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Apés a substituicao de (3.24)) e (3.25) em (3.23]) obtemos o resultado de Torricelli ([3.22)):

S = (322

~\\\\

&L | /

(a) (b)

Figura 45. — Determinacao da raiz quadrada do deslocamento pela média geométrica.
(a) Circunferéncias de didmetro igual a soma das distancias s iguais a 1, 4, 9 e 16
vezes o primeiro deslocamento mais o primeiro deslocamento realizado, igual a u. A
intersecao destas circunferéncias com o eixo horizontal corresponde a um segmento de
reta de comprimento igual a raiz quadrada do deslocamento zg. Destacamos na figura
a distancia igual & 16 vezes o primeiro deslocamento; (b) Os segmentos de reta que
correspondem aos catetos de um tridngulo retangulo estabelecem a relagio s/zg = zg/u.
Os arcos em espiral definem a relacdo 2z = vAt. Este comportamento pode ser
verificado por construcdo geométrica para todas as outras distdncias indicadas.

3.3.3 Os movimentos uniforme e variado e o movimento parabolico

Nesta secao discutimos os resultados de diferentes combinacoes das duas classes e
movimento estudadas e as suas consequéncias. Ao final da discussao procuramos realgar
o papel da aceleragdo nao somente como um parametro fisico que estabelece a variacao
do valor da velocidade ao longo do movimento mas também como um agente fisico que

pode alterar a direcdo do movimento que o moével realiza.

MRU-MRU

Inicialmente, consideramos o moével como uma particula que descreve um MRU na
direcdo vertical, como representamos na figura [46], onde os deslocamentos realizados pelo

corpo sao, por definicao, iguais para intervalos de tempos iguais.
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Figura 46. — Cinco posigoes da particula que realiza um MRU, determinadas em qua-
tro intervalos de tempo sequenciais e idénticos.

Em seguida representamos a composicao desse MRU com outro MRU na dire¢ao ho-

rizontal, como ilustrado na figura [47]

Figura 47. — Cinco posigoes da particula que realiza um MRU, tanto na direcdo ver-
tical quanto na horizontal, determinadas em quatro intervalos de tempo sequenciais e
idénticos. Observe que as velocidades em cada uma dessas dire¢des sdo diferentes.

Combinamos os dois movimentos perpendiculares, como ilustrado na figura[48] Marca-
mos os pontos verticais em correspondéncia temporal com os pontos horizontais no inicio
do movimento e apds o primeiro, o segundo, o terceiro e o quarto intervalo de tempo.

Observe que apesar dos intervalos de tempo serem os mesmos em ambas as direcoes,
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os deslocamentos iniciais em cada direcao sao diferentes o que equivale a dizer que as

aceleracoes em cada direcao sao distintas.

Figura 48. — Composicao de dois movimentos retilineos, uniformes e perpendiculares
que possuem mesmas condi¢oes iniciais.

Concluimos, da figura 9] que a combinagao dos dois movimentos implica também em

um movimento retilineo e uniforme.

SO . . . .
@ \//\

@ \//\

@ \//\

1 N

Figura 49. — Combinacao de dois movimentos retilineos e uniformes que possuem mes-
mas condic¢oes inicias. A figura revela que obtemos outro movimento retilineo e unifor-
memente variado. Para intervalo de tempo idénticos, os deslocamentos realizados pela
composicao do movimento também sao idénticos e na mesma diregao.

De fato, ao combinarmos os dois movimentos retilineos e uniformes em duas dire¢oes

perpendiculares e que possuem as mesmas posigoes iniciais, obtemos como resultado um
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outro movimento também retilineo e uniforme: apds a composicao dos dois movimentos
os deslocamentos realizados nos intervalos de tempo considerados sao idénticos e, assim,
a velocidade do mével permanece constante ao longo do movimento e o seu produto pelo
intervalo de tempo decorrido corresponde a hipotenusa do triangulo retangulo formado
pelos deslocamentos perpendiculares realizados no mesmo intervalo de tempo. As tnicas
alteracoes sao a nova direcao do movimento e a nova velocidade com a qual ele agora o
realiza mas as caracteristicas do movimento, ser retilineo e uniforme permanecem inalte-

radas.

MRUV-MRUV

Executamos o mesmo procedimento para o movimento retilineo uniformemente vari-
ado. Pela definicao de MRUV, uma particula partindo do repouso descreve sua trajetoria
na diregao vertical, como representada na figura [50] Neste caso, como j& discutido na
se¢ao [3.3.2] os deslocamentos realizados pela particula para intervalos de tempos iguais

estao na proporgao 1, 3, 5, ---.

P
e

aE:

Figura 50. — Movimento retilineo uniformemente variado na dire¢do vertical represen-
tado no plano real. Observe os deslocamentos realizados pela particula para intervalos
de tempos iguais estdo na proporcao 1, 3, 5, ---.

Em seguida, realizamos a composi¢ao desse MRUV com outro MRUV orientado per-
pendicularmente, como indicado na figura Observe na figura os deslocamentos reali-
zados pela particula para intervalos de tempos iguais estao na proporcao 1, 3, 5, ---, em
ambas as dire¢oes, mas de diferentes valores absolutos. Isto significa que o movimento

em cada direcao possui uma aceleragao particular.
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Figura 51. — Movimento retilineo uniformemente variado nas diregoes vertical e ho-
rizontal representados no plano real. Observe que os deslocamentos realizados pela
particula para intervalos de tempos iguais estdo na proporc¢ao 1, 3, 5, ---, em ambas
as direcoes, mas de diferentes valores absolutos o que implica uma aceleracio diferente
para cada direcao.

Na figura [52) marcamos as posigoes verticais e as posigoes horizontais correspondentes

no inicio do movimento, no primeiro, no segundo e no terceiro intervalo de tempo.
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Figura 52. — Composicdo dos movimentos retilineos perpendiculares, uniformemente
variados e que possuem mesmas condigoes iniciais.
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Figura 53. — Combinag¢ao de dois movimentos perpendiculares, retilineos e uniforme-
mente variados que possuem mesmas condigoes inicias e produzem um outro movimento
também retilineo e uniformemente variado. Observe que os deslocamentos realizados
pela particula para intervalos de tempos iguais estdo na proporcdo 1, 3, 5, ---, a nova
velocidade e a nova aceleracao estdo na nova direcdo do movimento.

Analisamos a figura [52] como indicado na figura Observamos nesta figura que a
combinacao dos dois movimentos retilineos uniformemente variados realizados pela par-
ticula, em diregoes perpendiculares e que possuem mesmas posicoes iniciais e partem do
repouso, sempre produz um outro movimento também retilineo e uniformemente variado:
os deslocamentos resultantes da composicao também estao na proporgao 1, 3, 5, ---. As
Unicas alteragoes sao a nova direcao do movimento, a nova velocidade e a nova aceleracao
com a qual ele agora o realiza.

Concluimos entao que ao combinarmos os dois movimentos retilineos uniformes per-
pendiculares, de mesmas posi¢oes iniciais, obtemos um outro movimento retilineo e uni-
forme e que ao combinarmos dois movimentos retilineos uniformemente variados, que
possuem mesmas condigoes iniciais, obtemos um outro movimento também retilineo e
uniformemente variado. Apesar das modificacoes dos valores das velocidades, no MRU, e
das velocidades e da aceleragao, no MRUV, os movimentos nao tiveram as suas caracte-

risticas alteradas.

MRU-MRUV

Agora combinamos essas duas classes de movimentos exigindo que o movel realize um
MRU na direcao horizontal e um MRUV na direcao vertical. Neste caso, o movimento
retilineo uniformemente variado na direcao vertical, realizado pela particula partindo do
repouso e a uma certa altura, esta representado na figura em seis instantaneos que

definem cinco intervalos de tempos iguais.
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Figura 54. — Representacdo do MRUV na diregdo vertical em seis instantaneos que
definem cinco intervalos de tempos iguais. No quinto instante de tempo a particula
toca a horizontal. A particula parte de uma certa altura em relacido & horizontal com
velocidade inicial nula.

O intervalo de tempo adotado corresponde a unidade de tempo empregada na descri-
¢ao do movimento. Observamos que ao dividimos o espaco em um conjunto de pontos
igualmente espagados que produz o quadriculado de fundo da figura. O lado do menor
quadrado da figura corresponde a nossa unidade de comprimento. Também chamamos
a atengao que as posicoes sao estabelecidas em relagdo a um ponto particular sobre a
reta horizontal e que no quarto intervalo de tempo a particula estd sobre este ponto.
Assim, o quinto intervalo de tempo indica somente a posicao hipotética da particula se
ela continuasse o seu movimento. Esta indica¢ao nos sera ttil mais adiante.

Dos resultados obtidos na se¢io [3.3.2 para descrever a cineméatica do MRUV. Podemos
estabelecer geometricamente a relagao entre a altura h, a velocidade v ao tocar o ponto
sobre a reta horizontal e a aceleracao a deste movimento. Com um compasso tragamos
um arco de circunferéncia com 17 unidades de comprimento, sendo 16 unidades associada
a altura de queda da particula desde o inicio do movimento até o instante que toca a
horizontal e mais uma unidade de deslocamento para a determinacao da raiz quadrada

desta altura:

h (vAt)/2
WAD/2 ~ a(AD)?)2 (3:26)
b= % (3.27)

Os resultados estao indicados na figura Deste modo, determinamos o segmento que

representa a velocidade v sobre a reta horizontal de referéncia, como indicado na figura.
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Figura 55. — Determinagao geométrica da relagdo entre a altura, a velocidade na ori-
gem de coordenadas e a aceleragdo. Observe que o segmento associado a velocidade é o
dobro do segmento associado & média geométrica.

Vamos agora combinar este MRUV com um MRU na horizontal animado desta mesma

velocidade, como ilustrado na figura

Figura 56. — Representacdo do MRU na direcao horizontal com o inicio coincidente
com o do MRUV construido previamente.

O MRU escolhido na direcao horizontal estd animado da mesma velocidade v de-
terminada previamente do MRUV, ao tocar a reta horizontal. Empregamos os mesmos
intervalos de tempo para compormos os dois movimentos em diregoes perpendiculares. A
figura [57] representa a combinagao dos dois movimentos em dire¢oes perpendiculares que

possuem a mesma origem (a altura h).
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Figura 57. — Composi¢do dos dois movimentos perpendiculares.

Com o auxilio de um esquadro tracamos a curva que passa pelos pontos referentes
as intersecoes dos dois movimentos. A figura [58] ilustra este processo. Posicionamos um
esquadro de modo que um dos cinco pontos associados as posi¢oes da particula esteja
em contato com um dos catetos do esquadro e o vértice reto do mesmo esquadro toca a
componente da trajetoria horizontal em MRU. Observamos que o outro cateto do esqua-

dro intercepta o eixo vertical em um determinado ponto (a origem de coordenadas, na

figura .

Figura 58. — Representacdo da primeira posicao do esquadro.

Ao repetir a mesma operacao com o esquadro para os outros pontos, observamos em

todas as construcgoes a interse¢ao do cateto do esquadro com o eixo de coordenadas ocorre
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na mesma posicao. Observamos também que os segmentos de reta definidos pelo outro

cateto do esquadro definem tangentes que envelopam a curva que descreve a trajetéria da

particula.

TN
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/

Figura 59. — Construgao da curva que contém todos pontos associados as combinagdes
do MRU na diregao horizontal e do MRUV na direcdo vertical.

Se a particula realiza o MRU na direcao horizontal porém com o sentido para a es-

querda, como representado na figura 60, obtemos um comportamento similar ao descrito

previamente. A composigao final dos dois movimentos esté representada na figura [61]

/

Figura 60. — Representacdo do MRU com sentido oposto em relacdo ao primeiro.

Como ilustrado na figura[61], ao realizar o mesmo processo de construgao com o esqua-

dro para definir a trajetéria da particula, obtemos a curva que representa o movimento
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Figura 61. — Representacdo da curva que indica geometricamente a composicao dos
movimentos perpendiculares.

combinado dos dois movimentos MMRU e MRUV ja conhecidos. Para determinar as
caracteristicas geométricas dessa trajetoria tracamos uma circunferéncia de o centro da
circunferéncia na posicao inicial do movimento e o seu raio ¢ igual a altura de queda da

particula, como representado na figura [62}
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Figura 62. — Circunferéncia cujo raio igual ao deslocamento realizado pela particula
durante o movimento vertical.

Construimos outras circunferéncias de centro sobre pontos da curva e raio igual a
distancia destes pontos até a origem de coordenadas. Observamos que as circunferéncias
tracadas sao tangenciadas por uma reta paralela ao eixo horizontal, como indicado na
figura
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Figura 63. — Segmento de reta que é tangenciado pelas circunferéncias tragadas.

Curvas cujos pontos obedecem a este comportamento pertencem a uma parabola, a
reta paralela ao eixo horizontal e tangente as circunferéncia auxiliares é a reta diretriz da
parabola e o ponto de intersecao destas circunferéncias é o ponto focal da curva. Assim,
concluimos geometricamente que a combinacao de um MRU e um MRUV em direcoes

perpendiculares descrevem uma trajetéria parabdlica, como representado na figura 64}

J
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Figura 64. — Representacdo do movimento parabdlico,com a sua reta diretriz, obtido
pela composicao dos dois movimentos estudados anteriormente. Observe que o segmento
associado a aceleragdo é sempre orientado verticalmente.

Observamos que, neste caso, a trajetéria resultante da combinacao do MRU e do

MRUV ndo é mais retilinea. Observamos também que os segmentos que representam a
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velocidade ainda sdo paralelos aos deslocamentos realizados em cada intervalo de tempo
considerado. Mais ainda, os segmentos que representam a acao da aceleragdo ao longo
do movimento sao sempre verticais e, por consequéncia, nao sao sempre paralelos aos
deslocamentos realizados. Este comportamento extende o papel da aceleragao na descri-
¢do do movimento para além de simplesmente variar o valor da velocidade ao longo do

movimento, ela também pode alterar a direcao do movimento ao longo do tempo.

O movimento do projétil

Vamos explorar o movimento do projétil para discutir o papel da aceleragao na altera-
cao da direcdo de um movimento. Inicialmente, representamos um outro MRUV de uma
particula com ordenada no ponto de intersecao da parabola determinada anteriormente e

abscissa sobre a diretriz desta mesma parabola, como ilustrado na figura |65]

p4

Figura 65. — Representacao do MRUV que possui o dobro do deslocamento realizado
anteriormente pela particula.

Usando as construgoes geométricas ja discutidas nas se¢des anteriores, determinamos
a velocidade da particula quando ela alcanca o eixo horizontal. este procedimento esta
ilustrado na figura [66]

Observamos na figura[67 que o médulo da velocidade vertical da particula que realiza o
MRUYV ¢ igual a velocidade da particula que descreve o movimento parabdlico. A diferenga
entre os dois movimentos é a orientagao do langcamento em relagao ao eixo horizontal ou
angulo de elevagao 6.

Utilizamos entdo o mesmo método para construir diversos lancamentos mantendo
constante a velocidade que determinamos e mudando somente a sua orientacao ou o
angulo de elevacao. Para essa construgdo construimos o arco de circunferéncia que define

o moédulo da velocidade inicial vy e, em seguida, tragamos varios arcos de circunferéncia,
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Figura 66. — Representagdo geométrica das grandezas fisicas para os dois movimentos.
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Figura 67. — Representacao da velocidade da particula com a elevacdo determinada
em relagdo a horizontal.

dobrando, triplicando e quadruplicando este raio para determinarmos as posi¢oes ao longo
da direcao definida pelo angulo de elevacao 6, e “subtraimos” as distancias na sequéncia
do MRUV, na direcao vertical, a partir da unidade, para o primeiro intervalo de tempo,
seguida da serie 4, 9 e 16 unidades de comprimento, como representado na figura
Diante dessa analise podemos construir outros langcamentos mantendo a velocidade
inicial da particula, igual a vy e variando apenas a sua elevacao. As figuras [69 e [70]
ilustram a construcao destas novas trajetorias parabdlicas para dois angulos de elevagao:
um que precisa de cinco unidades de tempo para alcangar o vértice da trajetéria e outro

que precisa de trés unidades de tempo para alcancar o vértice de sua trajetoria.
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Figura 68. — Construgdo do movimento parabdlico sobre outra representagdo geomé-
trica.
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Figura 69. — Construcao de outro movimento que possui a mesma velocidade que o
anterior mas elevacao diferente em relacao a horizontal.

62
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Figura 70. — Representacao de outro movimento parabdlico com 3 intervalos de tempo
durante a subida.

O lugar geométrico dos pontos focais das parabolas

Nesta secao descrevemos como determinar o lugar geométrico dos pontos focais das
diferentes trajetérias parabodlicas que podem ser geradas com o médulo da velocidade
inicial vy sempre constante e somente variando o angulo de elevacao 6.

Na figura [71] escolhemos trés pontos da trajetéria que precisa de seis unidades de
tempo para alcancar o apice da trajetoria e tragamos circunferéncias de centro em dos
pontos da trajetoria e raio igual a distancia deste ponto até a reta diretriz. Pela defini¢ao
de parabola, o ponto focal fica completamente determinado pela na intersecao dessas trés
circunferéncias, como representado na figura

Repetimos a mesma construcao para a curva que precisa de trés intervalos de tempo
para alcancar o apice e determinamos o ponto focal desta trajetéria, como indicado na
figura [72] Temos agora os pontos focais de de trés trajetérias parabdlicas. Este processo
pode ser realizado para nao importa qual angulo de levagdo. Podemos verificar geometri-
camente, com o auxilio de um compasso, que um arco de circunferéncia passa por todos

esses pontos focais, como representado na figura [73]
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Figura 71. — Lugar geométrico do ponto focal para a trajetéria que precisa de seis
unidades de tempo para alcancar o dpice da trajetéria. As circunferéncias de centro em
dos pontos da trajetoria e raio igual a distdncia deste ponto até a reta diretriz definem
o ponto focal da trajetoria.
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Figura 72. — Lugar geométrico do ponto focal para a trajetéria que precisa de trés
unidades de tempo para alcancar o dpice da trajetéria. As circunferéncias de centro em
dos pontos da trajetoria e raio igual a distdncia deste ponto até a reta diretriz definem
o ponto focal da trajetoria.
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Figura 73. — Lugar geométrico dos pontos focais das diferentes trajetérias parabodlicas
que podem ser geradas com o moédulo da velocidade inicial vy sempre constante e so-
mente variando o angulo de elevacao 0y. Esta curva é uma circunferéncia de raio igual
a maior altura que pode ser alcangada,quando o dngulo de elevagao 6y é igual a 7/2 e
de centro na posigdo de lancamento do projétil.

O lugar geométrico dos vértices das parabolas

Nesta secao descrevemos como determinar o lugar geométrico dos vértices das diferen-
tes trajetorias parabodlicas que podem ser geradas com o modulo da velocidade inicial vy
sempre constante e somente variando o angulo de elevacao 6.

Conhecido o lugar geométrico das focais e a posicao da reta diretriz, o vértice de cada
uma das possiveis trajetérias parabdlicas se encontra no ponto médio do segmento de reta
vertical que possui estes dois pontos extremos. Com o auxilio da figura [73| determinamos
os pontos onde se encontram os vértices das diferentes curvas parabdlicas que podem ser
geradas e o resultado esta ilustrado na figura [74] onde tragamos essa curva.

Qual é esta curva? A geometria também pode nos auxiliar a responder a esta pergunta.
Escolhemos seis pontos arbitrarios sobre a curva que representa o lugar geométrico dos
vértices das pardbolas de forma a construir um hexdgono, como ilustrado na figura [75]
Conectamos estes seis vértices do hexagono por segmentos de reta de maneira a formar
trés pares de diagonais. Observamos na mesma figura que os trés pontos representando
as intersecoes dessas diagonais formam um segmento de reta. Pelo Teorema Mysticum

Hexagrammum ou Teorema de Pascal, curvas cujos pontos apresentam esta caracteristica
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Figura 74. — Lugar geométrico dos vértices das diferentes trajetérias parabdlicas que
podem ser geradas com o médulo da velocidade inicial vg sempre constante e somente
variando o angulo de elevacdo 0y. Esta curva é uma elipse de eixo menor B igual a
metade da maior altitude que o projetil pode alcangar e de eixo maior A igual ao maior
alcance horizontal que a particula pode realizar.

sao denominadas conicas e o segmento gerado pelos pontos das interse¢oes é denominado
linha de PascalEl Concluimos entao que a curva que representa o lugar geométrico dos
pontos focais das diferentes trajetorias parabdlicas é uma conica: uma elipse ou uma

parabola ou uma hipérbole.

Figura 75. — Escolha de seis pontos arbitrarios sobre a curva que representa o lugar
geométrico dos vértices das pardbolas de forma a construir um hexagono e através de
segmentos de reta formar trés pares de diagonais, para usar o Teorema “Mysticum
Hexagrammum” ou Teorema de Pascal de modo a determinar qual é curva.

3 ver, por exemplo, o livro de .
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As duas ultimas op¢oes aparentemente nao se aplicam porque, observando a figura
devemos obter por simetria uma curva similar se os langcamentos do projetil fossem rea-
lizados para a esquerda da origem de coordenadas. Deste modo, a curva que representa
o lugar geométrico dos vértices das parabolas deve ser uma curva fechada. Neste caso, a

curva procurada s6 pode ser a elipse.

Figura 76. — Representacao da elipse cujo o eixo menor B ¢ igual a metade da maior
altitude H que o projetil pode alcancar B = H/2 = 0(2) /4a e o eixo maior A da elipse
¢é igual ao maior alcance horizontal que a particula pode realizar, estabelecida pelo
semilatus retum da pardbola de dngulo de elevagdo 6y = /4, onde A = 2B = 2(v}/4a).

De fato, como podemos observar da figura [76] esta elipse é uma curva de eixo menor
B igual a metade da maior altitude H que o projetil pode alcancar,
H v

B=—

" 3.28
2 4a ( )

O eixo maior A da elipse é igual ao maior alcance horizontal que a particula pode realizar,

estabelecida pelo semilatus retum da parabola de angulo de elevagao 0y = 7/4:

a

A=2B=2 (f) (3.29)

A posicao do foco da elipse também pode ser determinada empregando-se a régua e o

compasso, como indicado na figura [76]

A parabola de seguranca

Observamos, a partir das figuras, que existe uma regiao que nao é alcancada pela
particula. Isto significa que existe uma regiao de seguranca que nenhum projétil que

possua velocidade inicial vy igual podera alcancar, nao importando qual serd o angulo de
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elevacao 6y que o langcamento se realiza. Vamos definir a fronteira da zona efetiva que a
particula alcanca.

Observamos na figura [77] que a curva de seguranga deve envelopar a méxima altura
que a particula pode alcancgar e o maximo alcance horizontal que a particula pode realizar.
A curva de seguranca deve entdo tangenciar todas as possiveis trajetorias parabodlicas que
as diferentes condigoes de elevagao podem produzir.

Empregando o mesmo método do esquadro, como ilustrado na figura [60| percebemos
que a curva que envelopa todas as possiveis parabolas também é uma parabola de ponto

focal na posi¢ao de langamento do projetil, como representado na figura [77]

Figura 77. — Familia de curvas parabdlicas para as respectivas elevacdes em relacdo a
horizontal.

Da figura [78| observamos que
y /2
/2 H'

onde y = H —y e ' = x sdo as ordenadas e abscissas de um ponto da curva envelope.

(3.30)

As coordenadas y e = sdo a ordenada e a abscissa do mesmo ponto em relagdo ao ponto

original de langamento do projétil. Deste modo, temos que

.’12'2

- 3.31
Yy v (3.31)

Concluimos entao que a curva de seguranga também é uma parabola.
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Figura 78. — Representacdo dos esquadros na determinacio geométrica da equagao
que representa a familia de curvas parabodlicas para as respectivas elevagoes em relacao
a horizontal.

Como Nemeényi (1962)) observa, a maioria destes resultados geométricos apresentados

neste capitulo encontram-se nos trabalhos de Galileu e de [Torricelli (1644), envolvendo

varias aplicagoes, particularmente em hidrodinamica. Torricelli, estudante do monge be-
neditino Benedetto Castelli, grande amigo de Galileu, foi assistente de Galileu durante os
seus ultimos meses de vida e o sucede como filésofo e matematico no ducado da Toscana.
Torricelli reinvestiga e confirma os resultados de Galileu sobre a trajetoria parabdlica dos
projéteis, se ignorarmos a resisténcia do ar, e ainda acrescenta as conclusoes obtidas o
seguinte coroldrio remarcavel: as trajetorias do projéteis que seguem diferentes direcoes
mas com velocidade inicial de mesmo moédulo sdo envoltas por uma outra parabola, a

denominada pardbola de segurancga.
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4 Consideracoes finais

Apresentamos neste trabalho um material didatico para a descricdo geométrica do
movimento de uma particula e escolhemos a geometria basica para desenvolver essa tarefa.
Assim, apresentamos os conceitos fundamentais dessa geometria e algumas construgoes
e demonstragoes geométricas também foram utilizadas ao longo do trabalho para assim
construir toda a cinematica usualmente apresentada aos alunos do ensino médio e de
graduagao. A proposta de ensino que discutimos nessa dissertacao auxilia o professor na
preparacao das aulas de introducao a mecanica classica.

O objetivo principal da nossa atividade é construir os conceitos fisicos relevantes para
a descricdo do movimento utilizando somente a geometria euclidiana e ressaltando que o
emprego da geometria béasica permite apresentar o mesmo contetido especifico da cine-
matica e simultaneamente realcar os seus aspectos geométricos. Isto permite ao professor
explorar a parte visual do movimento, por intermédio de sua construcao, juntamente com
o aspecto vetorial das grandezas fisicas envolvidas no processo.

Vale ainda ressaltar que ao longo dos tultimos 2000 anos a geometria de Euclides tem
sido ensinada em escolas e universidades e durante algum tempo também esteve associada
ao desenvolvimento do raciocinio 16gico. Entretanto, como |Anglin e Lambek| (1998)) nos
chamam a atencao, apds a Segunda Grande Guerra houve uma reacao dos educadores
contra este programa de ensino. Decidiu-se entao que a geometria euclidiana nao seria o
instrumento apropriado para o treinamento em Logica e, em 1889, Hilbert apresenta uma
descrigao axiomatica mais adequada para a descri¢ao do espaco euclidiano tridimensional.
As discussoes geométricas apresentadas em nosso trabalho poderiam servir de introducgao
ao rigoroso tratamento da geometria realizado por de Hilbert para alunos mais avancados.

Desejamos também, com este trabalho, resgatar a geometria basica e ao apresentar-
mos os movimentos retilineo uniforme, retilineo uniformemente variado e o movimento
parabdlico ndo nos limitarmos somente em resolver equagoes algébricas e determinar uma
resposta numérica. Queremos explorar a geometria destes movimentos e fundamentar as
leis da dindmica de outros movimentos mais complexos.

Este trabalho também apresenta uma estratégia alternativa para as aulas iniciais de
Mecanica que pode ser empregada pelos professores em seus planos de aula. Nossa pro-
posta também pode ser realizada em uma aula interdisciplinar junto com o professor de
matematica. Ela reforca as habilidades dos alunos em construgoes geométricas utilizando
régua e compasso e na interpretacao das figuras geométricas construidas.

Estes aspectos didaticos vao ao encontro das recomendagoes dos Parametros Curricu-
lares Nacionais (PCNs), em geral, e dos Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio (PCNEM), em particular. Os PCNs orientam os professores a fazer referéncia a

Historia da Ciéncia, a experimentacao, a construcao do conhecimento passo a passo e
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a interdisciplinaridade (BRASIL; [1996; BRASIL), |1998). Os PCNEM estabelecem como
dimensodes para o ensino de Fisica a investigacao, a abstracao e generalizacao, assim como
a aplicagdo do conhecimento cientifico e tecnoldgico (BRASIL, 2002a; BRASIL| [2002b;
BRASIL; [2006).

Como observado por Abramovich (2011, 2014), “uma das mais produtivas maneiras
de ensinar matematica na era digital é através da experimentacao com conceitos mate-
maticos que aproveitem a capacidade dos computadores em realizar graficos sofisticados,
construir formas geométricas dinamicas, gerar sequéncias numéricas interativas e realizar
computacao simbdlica.” Animados por esta perspectiva, esperamos que um dos possiveis
desdobramentos deste nosso trabalho seja o emprego de programas computacionais de ge-
ometria e matematica simbodlica na discussao didatica dos problemas fisico-matematicos
e na fundamentacgao das leis da dinamica.

Por fim, incluimos na versao impressa desta dissertacaio um CD contendo todo o
material apresentado ao longo do texto em forma digital. O contetido do CD esta orga-
nizado em uma sequéncia de “aulas” auto-instrutivas onde apresentamos as construgoes
geométricas de forma bem detalhada. Elas podem ser utilizadas tanto em sala de aula
quanto fora dela ou pelo proprio professor ou pelos alunos sob sua orientacao. Todo
o material desta dissertacao também esta disponivel na pagina eletronica do Programa
de Mestrado Profissional em Ensino de Fisica:<http://www.if.ufrj.br/~pet/producao_

academica/dissertacoes.html>
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