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1 Introducao

Este texto é um Guia destinado aos professores de Fisica que lecionem no Ensino
Médio. Ele é o produto da minha dissertacao de Mestrado, intitulada “Uma Mecanica
discreta para o ensino”(SOUSA/ 2013). Na dissertagao foi discutido o método da discre-
tizacao aplicado a resolucao de problemas de Mecanica.

A aplicacao do método da discretizagdo consiste em uma maneira alternativa para
o estudo de problemas de Mecanica no contexto principalmente do Ensino Médio. Ela
permite a obtencao de equagoes discretas como solu¢ao de problemas de movimento, a
partir da aplicagdo da segunda lei de Newton discretizada.

Neste Guia procuramos desenvolver um manual para o uso do programa FExcel, com o
qual os alunos e os professores poderao construir tabelas e graficos para estudar problemas
de Mecanica. Esta construgao se dé pela digitacao, no Excel, das equacoes obtidas pela
aplicacao da segunda lei de Newton.

No texto sdo apresentadas as equacgoes discretas resultantes da aplicacgdo da segunda
lei de Newton discretizada, e os procedimentos para escrevé-las no Excel. Em seguida
estarao as figuras com a face da folha, ou planilha, que resultam do uso deste programa. As
planilhas apresentadas neste Guia se encontram disponiveis em um CD que o acompanha.

O leitor deve estar atento para o fato de que neste texto nao procuramos discutir teorias
e conceitos da Fisica. Também nao pretendemos discutir o método da discretizacao,
bem como suas vantagens e eficacia. A discussao dos conceitos envolvidos no método
da discretizagao é realizada na dissertacao mencionada no primeiro paragrafo. Para um

melhor aproveitamento deste material aconselhamos que os professores leiam a dissertacao.



2 Programacao

Neste capitulo apresentamos as equacoes discretas e os procedimentos para escrevé-las
em uma planilha eletronica (Excel) envolvendo dez atividades: 1. Movimento retilineo
uniforme; 2. Movimento retilineo uniformemente variado; 3. Movimento com forca resi-
tiva proporcional a velocidade; 4. Oscilador harmonico; 5. Movimento com forca resitiva
proporcional ao quadrado da velocidade; 6. Movimento de projéteis; 7. Exercicio com o
oscilador; 8. Oscilador com atrito cinético; 9. Oscilador amortecido; e 10. Oscilador em

duas dimensoes.

2.1 Movimento retilineo uniforme

Das equagoes
(xn—i-l - l’n)

g = Tl T n) 2.1
Un+1 - ( )

temos como resultado, para o movimento retilineo uniforme, as equagoes

Ay = M, (2.2)
T
e
Apy1 = ap = 0. (2.3)
Assim a solucao sera
Tpil = Tp + Uy T. (2.4)

Sempre que desejarmos usar o Excel, ou qualquer planilha eletronica, devemos ter
em mente que o que vamos fazer é construir tabelas. O numero de colunas e linhas
que cada tabela tera depende de cada problema. Nesta parte da dissertacao procuramos
estabelecer um padrao que consiste em construir as tabelas com trés colunas e com um
numero de linhas que dependera de cada problema. Na primeira coluna estao os valores
dos instantes de tempo. Na segunda os valores das velocidades e na terceira os valores
das posi¢oes. Quando tratamos de problemas bidimensionais surgem tabelas em que as
segunda e terceira colunas serdo reservadas para os valores das componentes do vetor
posicao.

Ainda sobre o padrao que estabelecemos, escolhemos a coluna B para os instantes de
tempo, a coluna C para as velocidades e a coluna D para as posi¢oes. Assim, na célula
B2 escrevemos a letra t, na célula C2 escrevemos v(t) e na célula D2 escrevemos x(t).
Nestas células constam os titulos de cada coluna. Usamos as colunas que vao de F a K,
nas linhas 2, 3 e 4, para escrever os parametros envolvidos no estudo do problema. Estes

parametros, uma vez definidos, podem ser alterados mudando os valores numéricos da
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célula correspondente a eles e, automaticamente, os valores das tabelas e os graficos tam-
bém serao alterados. Escolhemos este padrao apenas por questoes de estética das figuras
que apresentamos. As regras e procedimentos com o Excel independem das escolhas que
podem ser feitas.

Nas células B3, C3 e D3 escrevemos os valores iniciais. Escolhemos o instante inicial

igual a zero em todos os problemas. Portanto, deve-se selecionar a célula B3 e:

1. Escrever =0;

2. Apertar a tecla “enter”.

Em seguida faca:

1. Selecione a célula F2 e escreva tau=;

2. Selecione a célula G2 e escreva 0,1;

3. Clique no comando Férmulas e depois em Definir nomes;

4. Aparecerd uma janela como na figura [I}

MNowo Nome @
Mome: tau
Escopo: Pasta de Trabalha |E|
Comentario: B
Refere-se 3! | _moyretuniforme$G42
[ oK ] [ Cancelar I
/

Figura 1. — Janela do Excel onde se define um parametro. A palavra tau é o
nome do pardmetro que estard definido na planilha movretuniforme, e seu valor
sera o escrito na célula G2.

5. Clique em OK e o parametro tau estara definido. Este procedimento deve ser associ-
ado a expressao “defina o parametro” e deve ser repetido sempre que for necessario

definir um parametro;
6. Selecione B4 e escreva: =B3+tau;
7. Aperte a tecla “enter”;

8. Selecione novamente B4 e posicione o cursor no canto inferior direito da célula, onde

aparecesse um ponto e onde o cursor assumira a forma de uma cruz;
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Clique no botao direito do mouse e, com o botao pressionado, arraste o cursor ao
longo da coluna até a linha 43. Este procedimento devera ser associado a expressao

“preencha a coluna” e repetido quando se desejar preencher uma coluna;

Assim como foi definido o pardmetro tau, defina o pardmetro vy (velocidade inicial)

com a representacao vO em F3 e seu valor em G3;
Em C3 escreva: =v0;

Selecione C3 e, assim como na coluna do tempo, preencha a coluna com o valor de

vo até a linha 43;

Defina o parametro zy: a representacao x0 em F4 e seu valor em G4;
Em D3 escreva: =x0;

Em D4 escreva: =D3+C3*tau;

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;

Defina o pardmetro m (massa da particula em movimento): a representagdo m em

H2 e seu valor em I2;

Selecione as colunas do tempo e da velocidade e crie o grafico velocidade v(t) vs.
tempo: clique em Inserir e depois na primeira opc¢ao de plotagem do comando

Disperséo;

Selecione as colunas do tempo e da posicao e crie o grafico posigao x(t) vs. tempo.

Com os procedimentos acima e com os valores iniciais de v9 = 3.0m/s e zp = Om

obtemos o resultado apresentado na figura
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A B | ¢ D G H I J K L

| 1]
| 2| t v(t) x(t) tau= 0,1 m= 1
3] 0,0 3,0 0,0 v0= 3,0
| 4] 0,1 3,0 03 x0= 0
[ 5| 0,2 3,0 0,6
[ 6| 03 3,0 0,9

7 0,4 3,0 1,2
z 0,5 3,0 1,5 velocidade v(t) vs. tempo
| 9 | 0,6 3,0 18
[10] 0,7 3,0 21 ¢
[11] 0,8 3,0 2,4 3
[ 12] 0,9 3,0 2,7
[13] 1,0 3,0 3,0 2
[14] 1,1 3,0 33
[15] 1,2 3,0 3,6 1
|16 13 3,0 3,9
17 1,4 3,0 4,2 0 ; | |
| 18] 15 3,0 45 1 2 3
[19] 16 3,0 4,8

20 1,7 3,0 5,1
21 18 3,0 5,4 posig¢do x(t) vs. tempo
[ 22] 1,9 3,0 5,7 12 =
123 | 2,0 3,0 6,0 10 et
[ 24] 2,1 3,0 6,3 e
| 25 2,2 3,0 6,6 8 -
| 26 23 3,0 69 6 et
[ 27 2,4 3,0 7,2 Lot
28 | 2,5 3,0 7,5 4 O
[ 29] 26 3,0 78 2 LA
30] 2,7 3,0 81 et
[31] 2,8 3,0 8,4 0 ) : '
32 2,9 3,0 8,7 ! VZ 3
133] 3,0 3,0 9,0
[ 34] 31 3,0 9,3
135 3.2 3,0 9,6
36| 33 3,0 9,9
[37] 3,4 3,0 10,2
38 3,5 3,0 10,5
139 3,6 3,0 10,8
[ 40| 3,7 3,0 11,1
[ 41] 38 3,0 11,4
| 42 | 3,9 3,0 11,7

43 4,0 3,0 12,0

Figura 2. — Planilha Excel para um movimento retilineo uniforme.
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2.2 Movimento de queda livre

Das equagoes
(anrl - :Cn)

Vg = ot — ) (2.5)
T

Un, — Un
oy = =00, (2.6

temos como resultado, para o movimento de queda livre de um corpo, as equagoes

(py1 = a, = —g = constante. (2.7)
e
Uy, = Vg — g by (2.8)
Assim, a solugao sera
1
Ty, = o+ vy t, — [(—1—271)71] gt (2.9)

Nao esqueca que t,, = n7, que pode ser reescrita como n = t,/7. No Excel, faga:
1. Defina 7, vg, ¢ € m, nas mesmas células em que foram definidas na Se¢ao anterior;
2. Defina g: a representacio g em H3 e seu valor em I3. Consideramos g = —10m/s?;
3. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 34, com tau=0, 1;
4. Em C3 escreva: =v0;

5. Em C4 escreva; =vO0+g*tau. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até
a linha 34,

6. Em D4 escreva;

=x0+v0*B4+(1/2) *xgx (B4~2)+(1/2) *g*B4*tau.

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 34;
7. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posi¢do x(t) vs. tempo.

A figura [3] mostra o resultado obtido, considerando-se vO = 0 e x0 = 50 m.
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A B | ¢ | o T E F G H i ) K L

11
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,1 m= 2
| 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 49,9 X0= 50
[ 5] 0,2 2 49,7

6 0,3 3 49,4
7 | 0,4 2 29,0 velocidade v(t) vs. tempo
B 05 5 48,5 0 s
ER 0,6 -6 47,9 5 e, 1 2 3 4
110 | 0,7 -7 47,2 ..
|11 0,8 -8 46,4 -10 el .
[12] 0,9 9 45,5 15 el

13 1,0 -10 44,5 ...
[14] 11 11 43,4 20 <
15 | 1,2 12 42,2 25 e
16 | 1,3 -13 40,9 20 .,
[17] 1,4 -14 39,5 .
118 | 1,5 -15 38,0 35
119 1,6 -16 36,4

20 1,7 -17 34,7 -
211 1,8 18 32,9 posicdo x(t) vs. tempo
[ 22] 19 -19 31,0 60
[23] 2,0 -20 29,0 s .
| 24| 2,1 21 26,9
| 25| 2,2 -22 24,7 40 Sl 2
26| 2,3 23 22,4 10 ..
[ 27] 2,4 24 20,0 .
28] 2,5 25 17,5 20 el
[ 29] 26 -26 14,9 10 T,
130 2,7 27 12,2 e
131 2,8 -28 9,4 0 w \ e :
132 2,9 29 6,5 0 1 2 3 4
[33] 3,0 -30 3,5
[ 34] 3,1 31 0,4
135
136
137
| 38
139
140
141
142 |

43

Figura 3. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram obtidos
considerando-se as solucoes discretas que ndo estdo de acordo com a conservacao da
energia
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Considerando outra discretizagao para a velocidade, como a equagao

(Un-H + Un) _ (xn+1 - ‘x”) (2.10)

a solucao sera
(2.11)

No Excel, faga:

1. Repita todos os procedimentos acima, alterando apenas o que se recomenda escrever

na célula D4. Agora, nesta célula deve-se escrever:
=x0+v0*B4+(1/2) xg*(B472) .

Assim, o resultado serd o apresentado na figura [] para os mesmos valores iniciais

anteriores.
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A B | c¢c | o J € T F T e T w T 1 ] K JL
| 1]
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,1 m= 1
B 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
| 4] 0,1 -1 50,0 X0= 50
| 5| 0,2 2 49,8
L & 03 3 49,6 velocidade v(t) vs. tempo
| 7 ] 0,4 -4 49,2

8 0,5 -5 48,8 01+ T T T 1
B 06 -6 48,2 sd " 3 2 3 4

10 0,7 7 47,6 el
[11] 0,8 8 46,8 -10 ..

[12] 0,9 o] 460 15 ..

| 13 1,0 -10 45,0 2 ‘..

[14] 1,1 11 44,0 ...

15| 1,2 -12 42,8 -25 s
|16 1,3 -13 41,6 30 e
[17] 1,4 -14 40,2

[ 18] 1,5 -15 38,8 35

[19] 1,6 -16 37,2

[ 20] 1,7 -17 35,6 -

21 18 18 338 posigdo x(t) vs. tempo
[22] 1,9 -19 32,0 60

[ 23] 2,0 -20 30,0 s I

[ 24] 2,1 21 28,0 teell,

| 25 2,2 -22 25,8 40 el

| 26 | 23 23 23,6 30 .. ;

[ 27 2,4 24 21,2 ..

[ 28] 2,5 -25 18,8 20 =,

29| 2,6 -26 16,2 10 ‘.
130] 2,7 27 13,6 .,

31 2,8 28 10,8 0 ' ' ' ‘
[32] 2,9 29 7,9 0 ! 2 3 4
133] 3,0 -30 5,0
[ 34] 3,1 31 1,9
35
E3
37]

38 ]
39
| 40
141
142
43

Figura 4. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram obtidos
considerando-se as solugoes discretas que estdo de acordo com a conservagao da energia.
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2.3 Queda com atrito

Esta Secao esta dividida em duas subsecoes. Nas duas subsegodes resolvemos o pro-
blema de movimento da queda de um corpo que sofre a acao do ar. Porém, na primeira
subsecao consideramos a solugao discreta do problema que foi obtida considerando-se a
discretizacao da velocidade em que nao se adota o critério da conservacao da energia.
J& na segunda subse¢do consideramos a solugdo discreta obtida com o estabelecimento
do critério de conservacao da energia para a discretizacao da velocidade. Lembre-se que

neste problema a discretizagao da aceleracao pode ser a mesma nas duas situagoes.

2.3.1 Equacgoes discretas sem o critério de conservacgao
Considerando as equagoes
Ups1 = M (2.12)
a, = L= (2.13)

e aplicando a segunda lei de Newton,

(Z F)n ma, = —mg — buy, (2.14)

temos como resultado, para o movimento de queda com atrito de um corpo, as equagoes

vp, = vy + (97 + aTvy)) [(1—(;:)”—1] (2.15)
Ty = Xg+ Vg -ty — g—;;:wo {IT—=ar)[(1—=ar)"—=1]+at,}, (2.16)

onde oo = b/m. No Excel faga:

1. Defina: 7, vg, g, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Secoes

anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0,1;
3. Em C2 escreva: v(t);
4. Em C3 escreva: =v0;
5. Em C4 escreva: =v0O+g*B4;
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;

7. Em D2 escreva: x(t);
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8. Em D3 escreva: =x0;

9. Em D4 escreva; =x0+v0*B4+(((B4~2xg) /2)+((g*B4xtau)/2));
10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
11. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo;
12. A figura [5| mostra o resultado obtido, para vO = 0, x0 = 50 m e alfa = 0.

Dentro de uma planilha do Excel nés podemos construir varias folhas que farao parte
do mesmo documento. Com este recurso resolvemos construir quatro folhas. Na primeira
folha estudamos o movimento de um corpo no qual consideramos a acao do ar desprezivel.
Nas trés folhas seguintes consideramos valores diferentes do parametro alfa, que estd
associado a intensidade da resisténcia do ar.

No Excel, faca:

1. Repita os procedimentos acima, de 2 a 8, com excecao do item 5. Na célula C4
escreva:
=v0-((g*tautalfal*tau*xv0)*((1-alfalxtau) " (B4/tau)-1)/(alfalxtau));

2. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
3. Defina alfal: a representacdo alfal em H4 e seu valor em I4;

4. Em D4 escreva:
=x0+v0*B4 + ((g+alfal*v0)/(alfal”2))*
((1-alfalx*tau) *((1-alfal*tau) ~(B4/tau)-1)+alfal*B4);

5. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
6. Construa os graficos: velocidade v'(t) vs. tempo e posi¢ao x'(t) vs. tempo;

Consideramos v0 = 0, x0 = 50m e alfal = 0,2 e obtivemos os resultados mostrados na
figura [0} Construimos mais duas folhas repetindo estes tltimos procedimentos e consi-
derando alfa2 =0,6 e alfa3 = 1,25, definidos nas suas respectivas folhas assim como
foi definido alfal. A figura [7] mostra os resultados para alfa2 = 0,6 e a figura |8 para
alfa3 =1,25. Ao realizar estes ultimos procedimentos considerando alfa2 e alfa3,
deve-se escrever as equacoes dos itens 1 e 4 substituindo alfal por alfa2 ou alfa3,
dependendo da folha em que se estd concentrando atencao. Além disso, para evitar pos-
siveis confusdes, pode-se diferenciar os titulos das colunas dos valores das velocidades e
das posic¢oes, bem como os titulos dos graficos. Na folha de trabalho em que se considera
alfal, por exemplo, escrevemos em C2 a representagao v’ (t) e em D2 a representacao
x'(t). Na folha com alfa2, escrevemos v"(t) e x"(t). E na folha do alfa3, escrevemos
v (t) e x”(t).
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A [ ¢ T o 1] G H | K L
| 1]
1 2| v(t) x(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 49,9 X0= 50
[ 5] 0,2 2 49,7
L6 03 3 49,4 velocidade v(t) vs. tempo
| 7] 0,4 -4 49,0
| 8] 05 -5 48,5 10
[ 9] 0,6 6 47,9
10 0,7 -7 47,2 0 1=, ‘ ‘ ‘ T ‘ ‘
11 0.8 3 6.4 2 3 4 5 6 7 8
[12] 0,9 9 45,5 -10 5
[ 13] 1,0 -10 44,5
|14 | 1,1 -11 43,4 -20 e,
[ 15 ] 1,2 -12 42,2
16 | 13 -13 40,9 -30 e
[17] 1,4 -14 39,5
[ 18] 1,5 -15 38,0 -40 -
[19] 1,6 -16 36,4
[20] 1,7 -17 34,7 icio x(t) vs. t
1] 18 18 329 posigdo x(t) vs. tempo
122 19 -19 31,0 60
[23] 2,0 -20 29,0 P —
[ 24] 2,1 21 26,9 .,
25 | 2,2 22 24,7 40
[ 26| 2,3 23 22,4 30 o
[ 27] 2,4 -24 20,0
[ 28] 2,5 -25 17,5 20 s
[ 29] 26 -26 14,9 10
[30] 2,7 -27 12,2 °
[31] 2,8 28 9,4 0 : : ‘ ‘ ‘ ‘
32 29 29 65 1 2 3 4 5 6 7 8
[33] 3,0 -30 3,5
[ 34] 3,1 31 0,4
[ 35] 3,2 -32 2,8
[ 36 33 -33 6,1
[37] 3,4 -34 9,5
[ 38] 3,5 -35 -13,0
[39] 3,6 -36 -16,6
| 40] 3,7 -37 20,3
[ 41] 3,8 -38 24,1
[ 42 ] 3,9 -39 -28,0
43 4,0 -40 -32,0

Figura 5. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram obtidos
considerando-se as solucoes discretas que ndo estdo de acordo com a conservacao da

energia.
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A C D F G H I J L
| 1]
| 2 | V'(t) x'(t) tau= 0,1 m= 0,4
3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 01 -1,0 49,9 X0= 50  alfal= 0,2
[ 5 | 0,2 2,0 49,7
| & 03 29 49,4 velocidade v'(t) vs. tempo
| 7 | 0,4 -3,9 49,0
| 8| 05 -4,8 48,5 10
[ 9] 0,6 -5,7 48,0
10 07 -6,6 473 0t ‘ I ‘ i I i
E 08 75 266 . 2 3 4 5 6 7
12 0,9 8,3 45,7 -10 T
[13] 1,0 -9,1 44,8
[14] 11 100 43,8 -20 e
[ 15] 1,2 -10,8 42,7
[ 16| 13] 115 41,6 -30
117 14 12,3 40,4
18] 15 131 39,1 40
[19] 1,6 -13,8 37,7
20 1,7 -14,5 36,2 sx
1] 18 152 347 posigdo x'(t) vs. tempo
[ 22] 19 159 33,1 &0
[23] 2,0 -16,6 31,4 50 sornss
[ 24] 21 173 29,7 e,
[ 25| 22 a19 27,9 40 s
| 26 2,3 -18,6 26,1 30 .
[ 27] 2,4 -19,2 24,1 .
28] 25| 198 22,2 20 -
[29] 2,6 20,4 20,1 10
[30] 2,7 21,0 18,0 .
|31] 2,8 -21,6 15,8 0 T T — T : .
i 2,9 -22,2 13,6 0 1 2 3 4 5 6 7
133 3,0 22,7 11,4
[34] 31 23,3 9,0
[35] 3,2 -23,8 6,6
[ 36] 33 24,3 4,2
[37] 3,4 24,8 1,7
38 ] 3,5 -25,3 0,38
[39] 3,6 -25,8 -3,4
[ 40| 3,7 -26,3 -6,0
[ 41] 38 -26,8 -8,7
[ 42] 3,9 27,3 11,4
43 4,0 27,7 -14,2

Figura 6. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservacgao da energia e alfal = 0,2.
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A C D G H I J
| 1]
| 2| v'(t) x"(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,0 Xx0= 50  alfa2= 0,6
| 5| 0,2 -1,9 49,8
% gj ;3 22;2 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8] 05 4,4 488 10
[ o] 0,6 5,2 48,4
[10] 0,7 5,9 47,8 0 4o : : ‘ ‘ ! !
[ 11] 08 6,5 47,2 - 5 6 7
[12] 0,9 71 46,5 -10
ﬁ 1,0 »7’7 45’8 9000000000000ccssssccccscce
| 14 1,1 -8,2 45,0 -20
[15] 1,2 -8,7 44,1
16 | 13 -9,2 43,2 -30
[17] 1,4 9,7 42,3
[18] 1,5 -10,1 41,3 =40
[19] 1,6 -10,5 40,3
20 1,7 -10,8 39,2 e
B 18 112 381 posi¢do x"(t) vs. tempo
[ 22] 19 115 37,0 60
[23] 2,0 11,8 35,8 50 deoems
[ 24] 2,1 12,1 34,6
| 25| 2,2 12,4 33,4 40
[ 26 2,3 12,7 32,1 20
[ 27] 2,4 -12,9 30,8
| 28| 2,5 -13,1 29,5 20 S
29| 26 13,3 28,2 10
[30] 2,7 -13,5 26,9
| 31] 2,8 13,7 25,5 0 ; ; ; —— w !
| 32] 2,9 -13,9 24,1 ! 2 3 4 5 6 7
133] 3,0 -14,1 22,7
[34] 3,1 -14,2 21,3
[35] 3,2 -14,4 19,9
36 33 -14,5 18,4
[37] 3,4 -14,6 17,0
[ 38] 3,5 -14,8 15,5
139 3,6 -14,9 14,0
[ 40| 3,7 -15,0 12,5
| 41] 3,8 -15,1 11,0
| 42| 3,9 -15,2 9,5
43 4,0 -15,3 8,0

Figura 7. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservacgao da energia e alfa2 = 0,6.
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A B | D G H I J L
[1]
1 2 | t V() x"(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
| 4] 0,1 1,0 49,9 x0= 50  alfa3= 1,25
| 5| 0.2 -1,9 49,7
6 03 2,6 49,4 . "
Z 04 33 .1 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8| 05 3,9 48,7 10
[ 9] 0,6 -4,4 483
1 10] 0,7 -4,9 47,8 0t ; ; : : ‘
| 111 08 53 47,3 R R SR AN AT A
[12] 0,9 5,6 46,7 -10
[ 13] 1,0 5,9 46,1
[14] 1,1 6,2 45,5 -20
| 15| 1,2 6,4 44,9
| 16 13 6,6 44,2 -30
[17] 1,4 6,8 43,5
[18] 15 6,9 42,8 -40
[19] 16 7,1 42,1
20 17 7,2 41,4 P
21] 18 73 20,7 posicdo x'"'(t) vs tempo
122 | 19 74 40,0 60
23] 2,0 7,4 39,2 I —
| 24] 2,1 7,5 38,5 .,
25| 2,2 7,6 37,7 40 B
| 26| 2,3 7,6 36,9 30 .
| 27| 2,4 7,7 36,2
| 28] 2,5 7,7 35,4 20 o
129 2,6 7,8 34,6 10 .
| 30] 27 7,8 33,8
31 2,8 7,8 33,1 0 ; ; ; ‘ ‘ \
[32] 29 7,8 32,3 o2 3 4 56
| 33| 3,0 7,9 31,5
| 34] 31 7,9 30,7
35 3.2 7,9 29,9
| 36| 33 7,9 29,1
| 37 3,4 7,9 28,3
| 38| 35 7,9 27,5
39 3,6 7,9 26,8
| 40] 3,7 7,9 26,0
| 41| 38 7,9 25,2
| 42| 3,9 -8,0 24,4
43 4,0 -8,0 23,6

Figura 8. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservagao da energia e alfa3 = 1,25.
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2.3.2 Equagoes discretas com critério de conservagao

Considerando as equagoes

Un+1 + Un Tn4+1 — Tn

= 2.17
2 T ( )
e
g, = oL " U (2.18)
T
e aplicando a segunda lei de Newton,
<Z F) = ma, = —mg — bu,, (2.19)

temos como resultado, para o movimento de queda com atrito de um corpo, as equagoes

1— ]
U = vo + (97 + aTvy) [(Oﬁ)] (2.20)
ar
e
+ av n
o = T+ Vo by — % (B[(1—ar)" — 1] +at,}, (2.21)

onde a =b/me f=1—ar/2. No Excel faca:

1. Defina 7, vy, 29, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Segoes

anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0, 1;
3. Em C2 escreva: v(t);
4. Em C3 escreva: =vO0;
5. Em C4 escreva: =v0+g*B4;
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
7. Em D2 escreva: x(t);
8. Em D3 escreva: =x0;
9. Em D4 escreva; =D3+C3*tau+(g/2) *tau~2;
10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
11. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo.

A figura [J] mostra o resultado obtido, com as mesmos valores iniciais da subsecgao
anterior.

Como na subse¢ao anterior, resolvemos construir novamente quatro folhas. Na pri-
meira folha estudamos o movimento de queda de um corpo no qual consideramos a acao
do ar desprezivel. Nas trés folhas seguintes consideramos valores diferentes do parametro

alfa. No Excel, faca:
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A B | c¢c | o T E F ] 6 T H T 0 T K L
(1]
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 01 1 50,0 x0= 50
| 5] 0.2 2 49,8
% g:z _i 22;2 velocidade v(t) vs. tempo
B 05 5| 488 10
[ 9] 06 6 48,2
[ 10] 07 7 47,6 0 4 : : . |
[ 11] 08 -8 46,8 2 4 6 8
[12] 0,9 9 46,0 -10 e
13| 1,0 -10 45,0
|14 | 1,1 -11 44,0 -20 e,
[ 15 12 12 428
[ 16] 13 -13 416 -30 N
[17] 14 -14 40,2
| 18] 15 -15 38,8 40 )
[ 19] 16 -16 37,2
[ 20] 17 -17 35,6
21 18 -18 33,38 .
27 19 19 32,0 posigdo x(t) vs. tempo
23] 2,0 -20 30,0 60
| 24] 2,1 21 28,0 50 dooms
[ 25 22 22 25,8
[ 26] 23 -23 236 40 oo,
[ 27] 2,4 -24 21,2 30
| 28| 2,5 -25 18,8
29 2,6 -26 16,2 20
30] 2,7 27 13,6 10
[31] 28 28 10,8 s
32 2,9 -29 8,0 0 ' ; ' ' ' ' ' ‘
B 30 30 50 0 1 2 3 4 5 6 7 8
34] 31 31 2,0
35 32 32 1,2
| 36 33 33 4,4
37] 3,4 34 7.8
[ 38] 35 35 113
139 36 36 148
[ 40] 3,7 37] 85
[ 41] 3,8 38 222
[ 42 ] 39 39 261
43 4,0 -40] 30,0

Figura 9. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram obtidos
considerando-se as solugoes discretas que estdo de acordo com a conservagao da energia.
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1. Repita os procedimentos acima, de 1 a 8, com excecao do item 5. Na célula C4
escreva:

=v0-((gxtautalfalxtauxv0)*((1-alfal*tau) ~(B4/tau)-1)/(alfal*tau));
2. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
3. Defina alfal: a representacao alfal em H4 e seu valor em I4;

4. Fm D4 escreva:
=x0+v0*B4+ ((g+talfal*v0)/(alfal~2))*((1-(alfal*tau/2))
((1-alfalxtau) ~(B4/tau)-1)+alfal*B4);

5. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
6. Construa os graficos: velocidade v'(t) vs. tempo e posigao x'(t) vs. tempo.

A figura [I0] mostra o resultado obtido para alfal = 0,2. Construimos mais duas fo-
lhas repetindo estes ultimos procedimentos e considerando alfa2 = 0,6 e alfa3 = 1,25,
definidos nas suas respectivas folhas assim como foi definido alfal. A figura [11] mostra
os resultados para alfa2=0,6 e a figura para alfa3 =1,25. Ao realizar os proce-
dimentos acima considerando alfa2 e alfa3, deve-se escrever as equacoes dos itens 1
e 4 substituindo alfal por alfa2 ou alfa3, dependendo da folha em que se esta con-
centrando atencao. Novamente, para evitar possiveis confusoes, sugerimos diferenciar os
titulos das colunas dos valores das velocidades e das posi¢oes. Na folha de trabalho em
que se considera alfal, por exemplo, escrevemos em C2 a representacao v’ (t) e em D2
a representacao x’ (t). Na folha com alfa2, escrevemos v"(t) e x"(t). E na folha do

alfa3, escrevemos v"’ (t) e x"’ (t).
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A [ ¢ D | G H I J L
[ 1]
| 2 | V'(t) x'(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0,0 50,0 v0= 0 g= -10
[ 4] 01 -1,0 50,0 x0= 50  alfal= 0.2
B 02 2,0 49,8
% g:z ;2 22;2 velocidade v'(t) vs. tempo
[ 8] 05 4,8 48,8 10
B 06 5,7 48,3
[ 10| 0,7 6,6 47,6 0 4 ‘ : |
[ 11 ] 0,8 7,5 46,9 2 4 6
| 12 | 0,9 -8,3 46,1 -10
[ 13 ] 10 -9,1 45,3
[ 14] 11 100 44,3 -20 e
15 12] 108 433
16 13 15| 422 -30 e
| 17 | 1,4 12,3 41,0
[ 18] 15 131 39,7 -40
[19] 16| 138 38,4
[ 20] 17 -14,5 36,9 sa
1] 18 152 355 posicdo x'(t) vs. tempo
[ 22 19 -15,9 339 60
[ 23] 20 166 323 50 Jeeers
[ 24] 2,1 17,3 30,6
| 25 | 2,2 -17,9 28,8 40 o8
[ 26 23] 186 27,0 20
[ 27 24 192 251
| 28 | 2,5 19,8 23,1 20
[ 29] 26 -204 21,1 10 )
[ 30] 2,7 21,0 19,1
31 2,8 21,6 16,9 0 ‘ —— ‘ ‘ ‘
[32] 29| 222 14,7 : 3 45 & 7
[ 33] 300 227 12,5
[ 34] 3,1 233 10,2
35| 32 23,8 7.8
[ 36| 33 24,3 54
[37] 34 248 3,0
[ 38 35 25,3 05
[ 39] 36/ 258 2,1
[ 40] 3,7 26,3 4,7
[ 41] 38 268 7,4
[ 42 3,9 27,3 -10,1
43 40 277 12,8

Figura 10. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que estdao de acordo com a conser-
vagao da energia e alfa = 0,2.
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A C D G H I J
| 1]
| 2| v'(t) x"(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,0 Xx0= 50  alfa2= 0,6
| 5| 0,2 -1,9 49,8
% gj ;3 22;2 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8] 05 4,4 488 10
[ o] 0,6 5,2 48,4
[10] 0,7 5,9 47,8 0 4o : : ‘ ‘ ! !
[ 11] 08 6,5 47,2 - 5 6 7
[12] 0,9 71 46,5 -10
ﬁ 1,0 »7’7 45’8 9000000000000ccssssccccscce
| 14 1,1 -8,2 45,0 -20
[15] 1,2 -8,7 44,1
16 | 13 -9,2 43,2 -30
[17] 1,4 9,7 42,3
[18] 1,5 -10,1 41,3 =40
[19] 1,6 -10,5 40,3
20 1,7 -10,8 39,2 e
B 18 112 381 posi¢do x"(t) vs. tempo
[ 22] 19 115 37,0 60
[23] 2,0 11,8 35,8 50 deoems
[ 24] 2,1 12,1 34,6
| 25| 2,2 12,4 33,4 40
[ 26 2,3 12,7 32,1 20
[ 27] 2,4 -12,9 30,8
| 28| 2,5 -13,1 29,5 20 S
29| 26 13,3 28,2 10
[30] 2,7 -13,5 26,9
| 31] 2,8 13,7 25,5 0 ; ; ; —— w !
| 32] 2,9 -13,9 24,1 ! 2 3 4 5 6 7
133] 3,0 -14,1 22,7
[34] 3,1 -14,2 21,3
[35] 3,2 -14,4 19,9
36 33 -14,5 18,4
[37] 3,4 -14,6 17,0
[ 38] 3,5 -14,8 15,5
139 3,6 -14,9 14,0
[ 40| 3,7 -15,0 12,5
| 41] 3,8 -15,1 11,0
| 42| 3,9 -15,2 9,5
43 4,0 -15,3 8,0

Figura 11. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que estdao de acordo com a conser-
vagao da energia e alfa2 = 0,6.
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A B | ¢ [ o [ E F G H I J K L
[ 1]
| 2 | t v'"'(t) x"'(t) tau= 0,1 m= 0,4
E 0,0 0,0 50,0 vO= 0 g= -10
| 4 | 01 -1,0 50,0 x0= 50  alfa3= 1,25
[ 5 | 0,2 -1,9 49,8
% gj ;g 22;2 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8] 05 3,9 48,9 10
B 0,6 -4,4 48,5
[ 10 0,7 -4,9 48,0 0t : : : ; ; ‘ ‘
| 11 08 5,3 47,5 R 3 ' 5 6 7 8
[12] 0,9 5,6 47,0 -10
| 13 | 1,0 5,9 46,4
| 14| 1,1 -6,2 45,8 -20
15 ] 1,2 6,4 452
| 16 | 13 -6,6 44,5 -30
[17] L4 6,8 43,9
| 18 | 15 6,9 43,2 -40
[ 19| 16 71 42,5
20 17 7,2 418 ix
z 138 73 a1 posigao x'"'(t) vs. tempo
[ 22 ] 19 74 40,3 60
| 23 | 2,0 7,4 39,6 50 seeenss
| 24 21 7,5 38,8
[ 25 | 2,2 7,6 38,1 40 e,
| 26 | 2,3 7,6 37,3 30 .
| 27 | 2,4 7,7 36,6
| 28 | 2,5 7,7 35,8 20 o
| 29 | 2,6 7,8 35,0 10
[ 30 2,7 7,8 34,2
| 31 2,8 7,8 33,5 0 ; ; ; \ w — \
32 2,9 7,8 32,7 0 1 2 3 4 5 6 7 8
33] 3,0 7,9 31,9
[ 34] 3,1 7,9 31,1
| 35| 3,2 7,9 30,3
| 36 | 3,3 7,9 29,5
| 37 34 7,9 28,7
| 38 3,5 7,9 27,9
[ 39| 3,6 7,9 27,2
[ 40 | 3,7 7,9 26,4
| 41| 3,8 7,9 256
[ 42 ] 3,9 -8,0 24,8
43 4,0 -8,0 24,0

Figura 12. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservagao da energia e alfa3 = 1,25.
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2.4 Oscilador harménico

Esta Secao esta dividida em duas subsecoes. Nas duas subsegodes resolvemos o pro-
blema de movimento do oscilador harmoénico simples. Porém, na primeira subsecao con-
sideramos a solucao discreta do problema que foi obtida considerando-se a discretizagoes
da velocidade e da aceleragao em que nao adotamos o critério da conservagao da energia
Nesta subse¢do construimos quatro folhas de trabalho que se diferenciam apenas pelo
valor do passo adotado. O objetivo é mostrar que, dependendo do problema, a escolha
do passo é um fator importante para o estudo do problema. J& na segunda subsecao
consideramos a solucao discreta obtida com o estabelecimento do critério de conservacao

da energia para as discretizagoes da velocidade e da aceleragao.

2.4.1 Equagoes discretas sem critério de conservagao

Neste problema, a forga elastica é dada por

F, = kx,. (2.22)
Considerando as equagoes
ey = Entl = Tn) (2.23)
T
e
a, = M) (2.24)
T
e definindo a freqiiéncia angular como
k
2
- 2.25
W= (225)
obtemos como solucao as equagoes
U = /1 + (w7)? [vg cos(wyty) — wxg sen(wyty,)] (2.26)
e
Ty =/1+ (w7)? [3:0 cos(wqty) + % sen(wgty,) (2.27)
W
onde .
wg = — atan(wT) (2.28)
T

No Excel faca:

1. Defina 7, vy, 29, m e g nas mesmas células em que foram definidas na Se¢ao anterior.

Defina 7: a representacao taul em F2 e seu valor em G2;
2. Defina a frequéncia angular w: a representacdo omega em H4 e seu valor em I4;

3. Em I4 escreva: =(k/m)~(1/2);
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4. Defina a constante elastica da mola: a representacao k em J2 e seu valor em K2;
5. Defina o periodo: a representacao periodo em J3 e seu valor em K3;

6. Em K3 escreva:
=2¥PI () *((m/k)~(1/2));

7. Construa a coluna do tempo até a linha 203, com tauI=0,02;
8. Em C2 escreva: vI(t);
9. Em C3 escreva: =vO0;

10. Em C4 escreva:

=((1+((omega*xtaul)~2))~(1/2))~(B4/taul)* (vO*COS((B4/taul)*
ATAN (omegax*taul))-omega*x0*SEN((B4/taul)*ATAN (omega*taul))) .

Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 203;
11. Em D2 escreva: xI(t);
12. Em D3 escreva: =x0;

13. Em D4 escreva;

=(((1+(omegaxtaul)~2)~(1/2))~ (B4/taul))*(x0*xCOS((B4/taul)*

ATAN (omega*taul))+(v0/omega)*SEN ((B4/taul) *ATAN (omega*taul))) .

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 203;
14. Construa os graficos: velocidade vI(t) vs. tempo e posicao xI(t) vs. tempo.

A figura [13] mostra o resultado obtido.

Novamente resolvemos construir quatro folhas e realizamos os mesmos procedimentos
acima discriminados mudando o valor do passo. Assim, obtemos uma folha de trabalho
para taul = 0,02, cujos procedimentos estdo acima listados, para taull = 0,01, para
taulll = 0,006 e para taulV=0,001. Com estd estratégia de trabalho podemos ter
numa mesma planilha as quatro folhas cujos resultados estao apresentados nas figuras
desta subsecao. A figura mostra os resultados para taull =0,01, a figura para
taulll = 0,006 e a figura para taulV=0,001. O objetivo desta organizacao das

folhas de trabalho é facilitar a comparacao dos graficos quando se altera o valor do passo.
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A B8 | c | o [ E F G H [ T 1 T « L
1]
[ 2] t vit) xI(t) tau= 0,02 m= 2 k= 32
| 3| 0 0,00 0,10 V0= 0 g= -10 periodo= 1,57
i 0,02 -0,03 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
[ 5] 004 006 0,10
| 6] 006]  -010 0,10 velocidade vi(t) vs. tempo
[ 7] 008 013 0,10
| 8] 01 -0,16 0,09 08
9 0,12 20,19 0,09
[10] 0,14 -0,22 0,09 04 A\ -/\
[11] 016 -024 0,08 _:’ A R
12 0,18 0,27 0,08 < :
[13] 02[ 030 0,07 00 R s 7]
[14] 022 032 0,07 1 vy 28 3y :1
[ 15] 024 034 0,06 04 1 ;'v'ig;
16 0,26 0,36 0,05 s 4
[17] 0,28 -0,38 0,05 \/
[ 18] 03] 039 0,04 08
[19] 0,32 -0,40 0,03
| 20] 034 -0,41 0,02 posicdo xI(t) vs. tempo
[ 21] 036 042 0,01
22 0,38 -0,42 0,01 02
| 23] 0,4 0,43 0,00 /\
[ 24] 042 043 001 o1 M\ G Y
[25] 044 042 0 ' PR FAR
26 | 046  042[  -0,03 : i
27 048 041 004 0,0 F ] e s
28] 05/ 039 -004 \ /‘ A8 1
29 0,52 -0,38 -0,05 01 LN S
30] 054 036  -006 ~ \ V' 5
[31] 056 034 007 AV
32] 0,58 0,32 -0,07 02
33] 06 030 -0,08
34] 0,62 20,27 -0,09
[35] 064 025 -0,09
[ 36 066 022 -0,10
37] 068 018 -0,10
[ 38] 0,7 0,15 0,11
[39] 0,72 0,12 0,11
[ 40] 074 008 0,11
[ 41] 076 0,05 0,11
[ 42] 078 0,01 0,11
43 0,38 0,02 0,11

Figura 13. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmoénico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao
da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se taul = 0,02.
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A B | ¢ | o T = F G H [ T T« L

1
[ 2] t vii(t) xII(t) taull= 0,01 m= 2 k= 32
| 3] 0 0,00 0,10 v0= 0 g= -10 periodo= 1,57
| 4| 0,01 -0,02 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
[ 5 | 0,02 -0,03 0,10

6 0,03 -0,05 0,10 .
] 0,04 0,06 0,10 velocidade vli(t) vs. tempo
[ 8] 005  -0,08 0,10 08
[ 9| 0,06 -0,10 0,10
[ 10] 0,07 -0,11 0,10 04 —~ /\
[11] 0,08 0,13 0,09
[12] 0,09 0,14 0,09

13 0,1 -0,16 0,09 0,0 1
[ 14] 0,11 0,17 0,09 1 3 4
[15 ] 0,12 0,19 0,09 04 1
[ 16 | 0,13 -0,20 0,09

17 0,14 0,21 0,08
18] 0,15 0,23 0,08 038
[19] 0,16 0,24 0,08

20 0,17 -0,25 0,08 .
B 0.18 027 0,07 posigdo xlI(t) vs. tempo
[ 22] 019 028 0,07 02
23] 0,2 -0,29 0,07
[ 24] 0,21 -0,30 0,06 o1 |
[ 25 | 0,22 0,31 0,06
| 26 | 0,23 -0,32 0,06
| 27 | 0,24 0,33 0,06 00 7
| 28| 0,25 0,34 0,05 3 4
[ 29 ] 0,26 -0,35 0,05 o1 |
30] 0,27 -0,36 0,04
31] 0,28 -0,37 0,04
32 0,29 0,38 0,04 0,2
33] 0,3 0,38 0,03
[ 34] 0,31 -0,39 0,03

35 0,32 -0,39 0,03
[ 36] 0,33 -0,40 0,02
37] 0,34 -0,40 0,02
[ 38] 0,35 0,41 0,01

39 0,36 0,41 0,01
[ 40] 037] 041 0,01
[ 41] 0,38 0,41 0,00
[ 42 ] 0,39 0,41 0,00

43 0,4 -0,41 -0,01

Figura 14. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmoénico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao
da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tauIl = 0,01.
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A B | ¢ J o T E F G H T« L
[ 1]
[ 2] t villi) [ xIli(y) taull= 0,006 m= 2 k= 32
| 3| 0 0,00 0,10 v0= 0 g= -10 periodo= 1,57
i 0,006 -0,01 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
B 0,012|  -0,02 0,10
% g:g;i -gigi gjg velocidade vlli(t) vs. tempo
B 003 -0,05 0,10 08
[ 9] 0,036 -0,06 0,10
[10] 0,042|  -0,07 0,10
[ 11] 0,048|  -0,08 0,10
[ 12] 0,054|  -0,09 0,10
[ 13] 006/ 0,10 0,10
[ 14] 0,066]  -0,10 0,10
[ 15] 0,072  -011 0,10
| 16 0,078]  -0,12 0,10
[ 17] 0,084| -0,13 0,09
| 18] 009 014 0,09 08
[ 19] 0,0%| -0,15 0,09
20 0,102] -0,16 0,09
1] 0,108 0,17 0,09 posicdo xlli(t) vs. tempo
[ 22] 0114] 0,18 0,09 02
[ 23] 012 0,19 0,09
[ 24] 0,126] -0,19 0,09 01 4
[ 25 0132 -0,20 0,09
[ 26] 0,138 -021 0,09
| 27| 0,144 0,22 0,08 00 1
[ 28] 0,15 -0,23 0,08 } ¢
[ 29] 0,156 -0,24 0,08 01 -
[30] 0,162] 0,24 0,08
[ 31] 0,168]  -0,25 0,08
[32] 0174 _-026] 008 02
[33] 018/ 027 0,08
[ 34] 0,186 -0,27 0,07
35 0192| -0,28 0,07
[ 36] 0,198  -0,29 0,07
37] 0,204  -0,29 0,07
[ 38] 021 030 0,07
[39] 0216| -031 0,07
[ 40] 0222  -031 0,06
[ 41] 0,228 -032 0,06
[ 42] 0,234 -033 0,06
43 024  -033 0,06

Figura 15. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmonico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao
da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tauIII = 0,0086.
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Al 8 ] ¢ | o T E F [T e v T 0T 17 17T x TJ1u
[ 1]
[ 2] t vIV(t) xIV(t) taulV=_ 0,001 m= 2 k= 32
| 3| 0 0,00 0,10 V0= 0 g= -10 periodo= 1,57
i 0,001 0,00 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
[ 5| 0,002 0,00 0,10
6 0,003 0,00 0,10 i
] 0,004 0,01 0,10 velocidade viV(t) vs. tempo
[ 8] 0,005 -0,01 0,10 08
[ 9] 0,006 -0,01 0,10
[10] 0,007 -0,01 0,10
[ 11] 0,008 -0,01 0,10
[12] 0,009 -0,01 0,10
[13] 0,01 -0,02 0,10
[ 14] 0,011 -0,02 0,10
[15] 0,012 -0,02 0,10
|16 0,013 -0,02 0,10
[ 17] 0,014 -0,02 0,10
[ 18] 0015 0,02 0,10 08
[19] 0,016 -0,03 0,10
20 0,017 -0,03 0,10 -
1] 0,018 0,03 0,10 posigdo xIV(t) vs. tempo
[ 22] 0019 0,03 0,10 0.2
[ 23] 0,02 -0,03 0,10
[ 24] 0,021 -0,03 0,10
[ 25| 0,022 -0,04 0,10
[ 26 0,023 0,04 0,10
[ 27] 0,024 -0,04 0,10
[ 28] 0,025 -0,04 0,10
[29] 0,026 -0,04 0,10
130] 0,027 -0,04 0,10
[31] 0,028 -0,04 0,10
32] 0029 0,05 0,10 02
[33] 0,03 -0,05 0,10
[ 34] 0,031 -0,05 0,10
35 ] 0,032 -0,05 0,10
[ 36] 0,033 -0,05 0,10
[37] 0,034 -0,05 0,10
38 ] 0,035 -0,06 0,10
[39] 0,036 -0,06 0,10
[40] 0,037 -0,06 0,10
[ 41] 0,038 -0,06 0,10
[ 42] 0,039 -0,06 0,10
43 0,04 -0,06 0,10

Figura 16. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmonico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao
da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tauIV = 0,001.
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2.4.2 Equagoes discretas com critério de conservagao
Neste problema, a forga elastica é dada por
F, = ka,. (2.29)

Considerando as equagoes
Un+1 + Un (xn+1 - xn)

= 2.30
2 T ( )

e ( )

An+1 + Ap Up+1 — Up
= 2.31
2 T ( )

e definindo a frequéncia angular como
k
2

= —, 2.32
“ m ( )

obtemos como solucao as equagoes

4 — w272 4
Upy1 = <M> Uy — <M) Wy, (2.33)

4 + w272 4 + w272
€ 2.2
Wyl = 4_:_1i;7_2vn + wan (2.34)
onde
Wy = 1 atan L“ (2.35)
T LW
4

No Excel faga:

1. Defina 7, vy, 29, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Segoes

anteriores;
2. Defina a frequéncia angular w: a representacao omega em H4 e seu valor em I4;
3. Em I4 escreva: =(k/m)~(1/2);
4. Defina a constante elastica da mola: a representacao k em J2 e seu valor em K2;
5. Defina o periodo: a representacao periodo em J3 e seu valor em K3;
6. Em K3 escreva: =2+¥PI()*((m/k)~(1/2));
7. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 703, com tau=0,01;
8. Em C2 escreva: v(t);
9. Em C3 escreva: =v0;

10. Em C4 escreva: =((4-(omegaxtau)~2))/(4+(omega*tau) ~2)*
C3-((4*taux (omega~2) )/ (4+(omega*xtau) ~2))*D3;
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11. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 703;
12. Em D2 escreva: x(t);
13. Em D3 escreva: =x0;

14. Em D4 escreva: =(4*xtau/ (4+(omega*tau)~2))
C3+((4-(omegaxtau) ~2)/ (4+(omega*tau) ~2) ) *D3;

15. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 703;
16. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura [I7)mostra o resultado obtido. Os pardmetros devem ser observados no quadro

de valores na figura.
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A B | c¢c | o T E F G H [ 0 ] ] [« L
1]
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,01 m= 2 k= 32
| 3 | 0 0,20 0,20 v0= 0,2 g= -10 periodo= 1,57
| 4 | 0,01 0,17 0,20 x0= 0,2 omega= 4,0 amplitude= 0,21
[ 5 | 0,02 0,14 0,20
6 0,03 0,10 0,20 .
Z 004 007 021 velocidade v(t) vs. tempo
| 8 | 0,05 0,04 0,21 1,0
| 9 | 0,06 0,00 0,21 08
| 10 | 0,07 -0,03 0,21 06
[ 11 0,08 -0,06 0,21 04
[ 12 | 0,09 -0,09 0,20 0.2
[ 13 ] 01 0,13 0,20 00
[ 14] 0,11 -0,16 0,20 0.2
15 0,12 -0,19 0,20 04
[ 16] 013 022 0,20 06
[ 17] 0,14 -0,26 0,20 08
18] 015 -029 0,19 10
[ 19| 0,16 0,32 0,19
[ 20 0,17 0,35 0,19 -
1] 0.8 038 0.18 posicdo x(t) vs. tempo
[ 22 ] 0,19 0,41 0,18 03
[ 23] 0,2 0,43 0,18
[ 24 ] 0,21 -0,46 0,17
[ 25 | 0,22 -0,49 0,17
| 26 | 0,23 0,52 0,16
[ 27 ] 0,24 0,54 0,16
[ 28 | 0,25 0,57 0,15
[ 29 | 0,26 0,59 0,14
[ 30 0,27 -0,61 0,14
[31] 0,28 0,63 0,13
| 32| 0,29 -0,65 0,13 0.3
[ 33 ] 03 0,67 0,12
[ 34] 0,31 -0,69 0,11
[ 35 ] 0,32 0,71 0,11
[ 36| 0,33 0,73 0,10
| 37 0,34 0,74 0,09
[ 38 ] 0,35 0,75 0,08
[39] 0,36 0,77 0,08
[ 40 | 0,37 0,78 0,07
[ 41 ] 0,38 0,79 0,06
[ 42 ] 0,39 -0,80 0,05
43 0,4 0,81 0,04

Figura 17. — Solucdo do problema de movimento de um oscilador harménico consi-
derando as equacoOes discretas que estdo de acordo com o principio da conservagao da
energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tau = 0,01.
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2.5 Movimento com atrito proporcional ao quadrado da velocidade

Nesta parte do trabalho, vamos considerar a for¢a de resisténcia do ar sobre um corpo
em queda igual a

Foppy = —bv2é (2.36)

onde € é um vetor unitario que tem a dire¢ao e o sentido do vetor velocidade do corpo em
movimento.

Considerando as equagoes

] = ———" 2.37
Un+1 - ( )
e
Un+1 — Un

n=—""7, 2.38
4y = (239)

e aplicando a segunda lei de Newton,
(Z F) = ma, = —mg — bv? , (2.39)

temos como resultado, para o movimento de queda com atrito de um corpo, as equagoes

Upy1 = Up — QUAT — gT (2.40)

Tpil = Tp + VT — avZTQ — g7? (2.41)
onde o = b/m. No Excel faga:

1. Defina 7, vy, zg, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Secoes

anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0,1;
3. Em C2 escreva: v(t);
4. Em C3 escreva: =v0;
5. Em C4 escreva: =v0O+g*B4;
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
7. Em D2 escreva: x(t);
8. Em D3 escreva: =x0;
9. Em D4 escreva; =D3+C3*tautg*tau”2;
10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;

11. Construa os gréficos: velocidade v(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo;
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A [ ¢ T o 1 [ [ n T 1+ 1 L
| 1]
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
| 4| 0,1 -1 49,9 X0= 50
| 5| 0,2 -2 49,7
L & 03 3 49,4 velocidade v(t) vs. tempo
| 7] 0,4 -4 49,0
| 8| 05 -5 48,5 10
El 0,6 -6 47,9
10 0,7 -7 47,2 0t T T T T T
11 0,8 3 464 -, 1 2 3 4 5 6
12| 0,9 -9 45,5 -10 o
| 13| 1,0 -10 44,5
| 14 | 1,1 -11 43,4 -20 :
| 15 | 1,2 -12 42,2
| 16| 1,3 -13 40,9 -30 e
17 1,4 -14 39,5
18 1,5 -15 38,0 -40 .
19 1,6 -16 36,4
20 1,7 -17 34,7 -
n 18 18 32,9 posicdo x(t) vs. tempo
22 1,9 -19 31,0 60
23 2,0 -20 29,0 50 teness
24 2,1 21 26,9
25 22 22 24,7 40 o
26 2,3 23 22,4 30
27 2,4 24 20,0
28 2,5 -25 17,5 20 .
29 2,6 26 14,9 10
30 2,7 -27 12,2 .
31 2,8 -28 9,4 0 T T e T T
32 2,9 -29 6,5 1 2 3 4 5 6
33 3,0 -30 3,5
34 3,1 31 0,4
35 3,2 -32 2,8
36 3,3 -33 -6,1
37 3,4 -34 9,5
38 3,5 -35 -13,0
39 3,6 -36 -16,6
40 3,7 -37 -20,3
41 3,8 -38 24,1
42 3,9 -39 -28,0
43 4,0 -40 -32,0

Figura 18. — Planilha Excel para o movimento de Queda livre de uma massa.
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A figura (18| mostra os resultados obtidos.

Agora vamos criar novas folhas e considerar a resisténcia do ar. Faca:

1. Repita os procedimentos acima, de 2 a 8, com excecao do item 5. Na célula C4
escreva:

=C3+g*tau-alfal*tauxC372;
2. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
3. Defina alfal: a representacao alfal em H4 e seu valor em I4;
4. Em D4 escreva; =D3+C3*tau-g*xtau~2-(alfal)*(tau~2)*C372;
5. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
6. Construa os graficos: velocidade v'(t) vs. tempo e posi¢ao x'(t) vs. tempo.

A figura [I9|mostra o resultado obtido para alfal = 0,025. Construimos mais duas fo-
lhas repetindo estes ultimos procedimentos e considerando alfa2 = 0,075 e alfa3 = 0,125,
definidos nas suas respectivas folhas assim como foi definido alfal. A figura [20] mostra
os resultados para alfa2 = 0,075 e a figura [21]| para alfa3 = 0,125. Ao realizar os pro-
cedimentos acima considerando alfa2 e alfa3, deve-se escrever as equagoes dos itens 1
e 4 substituindo alfal por alfa2 ou alfa3, dependendo da folha em que se esta con-
centrando atencao. Além disso, para evitar possiveis confusoes, pode-se diferenciar os
titulos das colunas dos valores das velocidades e das posi¢oes. Na folha de trabalho em
que se considera alfal, por exemplo, escrevemos em C2 a representacao v’ (t) e em D2
a representacao x'(t). Na folha com alfa2, escrevemos v"(t) e x"(t). E na folha do

alfa3, escrevemos v"’ (t) e x”'(t).
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A C D F G H )
| 1]
| 2 | Vv'(t) x'(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,1 X0= 50  alfal= 0,025
B 0,2 2,0 50,1
L 6| 03 3,0 50,0 velocidade v'(t) vs. tempo
[ 7] 04 -4,0 49,8
| 8 | 05 -4,9 49,5 10
B 0,6 5,9 49,1
10 07 6,8 48,6 0+, [ ‘ i
[11] 038 2,7 48,0 ? 4 $
[ 12 | 0,9 8,5 47,3 -10 o,
[ 13 1,0 9,3 46,6
[ 14] 1,1 -10,1 45,7 -20
[ 15] 1,2 -10,9 44,8
[ 16 13 -11,6 43,8 -30
[ 17] 1,4 12,2 42,7
[ 18] 1,5 -12,9 41,5 -40
[19] 1,6 -13,4 40,3
20 L7 140 =50 posigdo x'(t) vs. tempo
[ 21] 1,8 -14,5 37,6
| 22 | 1,9 -15,0 36,2 60
[ 23] 2,0 -15,4 34,8
[24] 21| 158 333 20—
[ 25| 2,2 -16,2 31,7 20 KN
[ 26 2,3 -16,5 30,2
[ 27 2,4 -16,9 285 30 =
| 28 | 2,5 -17,1 26,9
[ 29] 2,6 17,4 25,2 0 ..
[30] 27 17 235 10
[31] 2,8 -17,9 21,7
[32] 2,9 -18,1 20,0 0 ‘ | | ) | |
[33] 3,0 -18,3 18,2 0 1 2 3 4 5 6
[34] 3,1 -18,4 16,4
35 ] 3.2 -18,6 14,5
[ 36| 3,3 -18,7 12,7
[37] 3,4 -18,8 10,8
[38] 3,5 -19,0 9,0
[39] 3,6 -19,1 71
[ 40] 3,7 19,1 5,2
[ 41] 38 -19,2 33
[ 42] 3,9 -19,3 1,4
43 4,0 19,4 -0,6

Figura 19. — Planilha Excel para o movimento de Queda de uma massa. O corpo sofre
a acao de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da velocidade do corpo. Neste
caso o pardmetro alfa vale: alfal = 0,025.
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A B | c | o | E F G H I J K L

(1]
| 2 | t v"'(t) x"'(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 01 -1,0 50,1 X0= 50  alfa2= 0,075
[ 5| 0,2 2,0 50,1
| 6 03 -3,0 50,0 velocidade v"(t) vs. tempo
[ 7] 0,4 -3,9 49,8
| 8| 0,5 -4,8 49,5 10
[ o] 0,6 5,6 49,1

10 07 -6,4 48,6 0 o [ [ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
1] 08 1 280 -l 2 3 4 5 6 7 8
[12] 0,9 7,7 47,4 -10 -
[13] 1,0 -8,3 46,7
[14] 1,1 -8,7 45,9 -20
[15] 1,2 9,2 45,1
[ 16] 13 9,5 44,2 -30
[17] 1,4 9,9 43,3
| 18| 1,5 -10,1 42,3 -40
[19] 1,6 -10,4 41,3
1 20 L7 -106 403 posigdo x"(t) vs. tempo
[21] 1,8 -10,7 39,3

122 | 19 -10,9 38,2 60

[ 23] 2,0 -11,0 37,1 50 seneenes,

[ 24] 2,1 11,1 36,1

| 25| 2,2 -11,2 35,0 40 N

[ 26 2,3 -11,2 33,8 30

[ 27] 2,4 -11,3 32,7

28] 2,5 11,3 31,6 20 .

[29] 26 11,4 30,5 10 T,

130 2,7 -11,4 29,3

31] 2,8 11,4 28,2 0 ; ‘ ; ‘ — ; ‘
ﬁ 2,9 11,4 27,1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
33] 3,0 -11,5 25,9

[34] 3,1 -11,5 24,8

35 ] 3,2 -11,5 23,6

[ 36] 33 -11,5 22,5

[37] 3,4 -11,5 21,3

38 ] 3,5 -11,5 20,2

[39] 3,6 -11,5 19,0

[40] 3,7 -11,5 17,9

[ 41] 3,8 -11,5 16,7

[ 42] 3,9 -11,5 15,6

43 4,0 -11,5 14,4

Figura 20. — Planilha Excel para o movimento de Queda de uma massa. O corpo sofre
a acao de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da velocidade do corpo. Neste
caso o pardmetro alfa vale: alfa2 = 0,075.
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A B | c | o | E F G H I J K L
[1]
| 2 | t v'"'(t) x'"'(t) tau= 0,1 m= 0,4
3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,1 X0= 50  alfa3= 0,125
[ 5| 0,2 2,0 50,1
6 03 2,9 50,0 .
z 04 38 298 velocidade v'"'(t) vs. tempo
1 8 | 0,5 -4,6 49,5 10
[ 9] 0,6 5,4 49,1
10 0,7 6,0 48,6 0 1, ‘ ‘ ‘ !
11 08 -6,6 48,1 e 4 6 8
[12] 0,9 7,0 47,5 -10 :
[13] 1,0 7,4 46,8
| 14] 1,1 7,7 46,1 -20
[ 15 ] 1,2 -8,0 45,3
| 16| 13 -8,2 44,6 -30
[17] 1,4 -8,3 43,8
[ 18] 1,5 -8,5 42,9 -40
[19] 1,6 -8,6 42,1
20 1,7 -8,7 41,3 T
Z s 7 204 posigao x'"'(t) vs. tempo
[ 22] 19 -8,8 39,5 60
[23] 2,0 -8,8 38,7 50
| 24] 2,1 -8,8 37,8
[ 25 ] 2,2 -8,9 36,9 40
[ 26| 2,3 -8,9 36,0 30
[ 27] 2,4 -8,9 35,1
[ 28] 2,5 -8,9 34,2 20
[29] 2,6 -8,9 33,4 10
130] 2,7 -8,9 32,5
31 2,8 -8,9 31,6 0 ‘ ‘
=2 29 89 307 0 1 2 3 4 5 6 7 8
33] 3,0 -8,9 29,8
34] 3,1 -8,9 28,9
35| 3,2 -8,9 28,0
36 33 -8,9 27,1
[37] 3,4 -8,9 26,2
38] 3,5 -8,9 25,3
139] 3,6 -8,9 24,4
[ 40| 3,7 -8,9 23,5
[ 41] 3,8 -8,9 22,6
[ 42] 3,9 -8,9 21,7
43 4,0 -8,9 20,8

Figura 21. — Planilha Excel para o movimento de Queda de uma massa. O corpo sofre
a acao de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da velocidade do corpo. Neste
caso o pardmetro alfa vale: alfa3 = 0,125.
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2.6 Movimento de projéteis

Nesta Se¢ao resolvemos o problema de movimento do projétil. Dividimos a Sec¢ao em
quatro subsecoes. Na primeira consideramos a agao do ar desprezivel. Nas trés subsecoes
seguintes consideramos valores diferentes da intensidade da forca que caracteriza a resis-
téncia do ar sobre o projétil. Nestas subsecoes vamos considerar a forca de resisténcia do

ar sobre um corpo igual a

—

F .\ = —bv’é 2.42
a(n) n€ >

onde € é um vetor unitario que tem a direcao e o sentido do vetor velocidade do corpo em
movimento. Usamos as mesmas discretiza¢oes nas quatro situagoes. Além disso, em nossa
abordagem analisamos o movimento do projétil construindo trés folhas em cada situacao:
uma com os comportamentos da velocidade e da posicao em funcao do tempo na direcao
horizontal, outra com os comportamentos da velocidade e da posi¢cao em funcao do tempo

na direcao vertical e a dltima com a trajetéria do projétil.

2.6.1 Movimento de projéteis com atrito desprezivel
Considerando as equagoes

Vg(n+1) + Uz (n) (-In—i-l - xn)
= 2.43
2 T ( )

i Vz(n+1) — Vz(n) (244>

e aplicando a segunda lei de Newton,

(> F)x(n) = Mgy = 0, (2.45)

temos como resultado as equagoes

Uz(n+1) = VUz(n) = constante, (2.46)

Tpi1 = Tp + VgynT . (2.47)

Para o estudo das grandezas na horizontal faga:
1. Defina 7 como foi definido nas Sec¢oes anteriores;

2. Defina v, (componente horizontal do vetor velocidade inicial): a representac¢ao vx0

em F3 e seu valor em G3;

3. Defina z (componente horizontal do vetor posigao inicial): a representagao x0 em

F4 e seu valor em G4;
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4. Defina m: a representacdo m em H2 e seu valor em I2;
5. Defina g: a representacao g em H3 e seu valor em I3;
6. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 43, com tau=0, 1;
7. Em C2 escreva: vx(t);
8. Em C3 escreva: =vxO0;
9. Em C4 escreva: =vxO0;
10. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 43;
11. Em D2 escreva: x(t);
12. Em D3 escreva: =x0;
13. Em D4 escreva; =D3+C3*tau;
14. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;
15. Construa os graficos: velocidade vx(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25m/s, x0=0, m=1kg e
g=-10m/s%

Considerando as equagoes

Vyn+1) T Vyn)  (Ynt1 — Yn)

= 2.48
2 T ( )
e
Ay(nt1) + Ay) _ (Vy(nrn) = Vy(m) (2.49)
2 T '
e aplicando a segunda lei de Newton,
F = ) = —mg, 2.50
(Z )y(n) may( ) mg ( )
temos como resultado as equagoes
Vy(nt1) = Vy(n) — 9T » (2.51)
e
Ynt+1 = Yn + Vy(n)T — g7—2 . (252)

2
Para o estudo das grandezas na vertical faca:

1. O parametro 7 ja estda definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a
linha 43, com tau=0,1;
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A B | ¢ [ o T € T *F T @ T W T 1 T K [t
| 1]
| 2 | t vx(t) x(t) tau= 0,1 x0= 0 8= =il0)
[ 3] 0,0 25 0,0 vx0= 25 y0= 0
[ 4] 0,1 25 2,5 vy0= 20 m= 1
[ 5] 0,2 25 5,0
6 03 25 7,5
7] 0,4 25 10,0 velocidade vx(t) vs. tempo
[ 8] 0,5 25 12,5 30
[ 9] 0,6 25 15,0 -
[ 10] 0,7 25 17,5
[ 11] 0,8 25 20,0 20
[ 12] 0,9 25 22,5 15
[ 13] 1,0 25 25,0
| 14] 1,1 25 27,5 10
[ 15] 1,2 25 30,0 S
| 16] 1,3 25 32,5
[17] 14 25 35,0 0 ' : ' !
(18] 15 5] 375 0 ! 2 } ¢
[ 19] 1,6 25 40,0
20 1,7 25 42,5 -
Z 18 % 250 posigdo x(t) vs. tempo
122 | 1,9 25 47,5 150
[ 23] 2,0 25 50,0 125
| 24] 2,1 25 52,5
[25] 2,2 25 55,0 100 e
| 26| 23 25 57,5 75 -
27 2,4 25 60,0
[ 28] 2,5 25 62,5 50
[ 29] 26 25 65,0 25 et
[30] 2,7 25 67,5 AN
[31] 2,8 25 70,0 o i} 5 3 .
[ 32] 2,9 25 72,5
[33] 3,0 25 75,0
[ 34] 3,1 25 77,5
[35] 3,2 25 80,0
36 3,3 25 82,5
[37] 3,4 25 85,0
[ 38] 3,5 25 87,5
139 3,6 25 90,0
[ 40] 3,7 25 92,5
[ 41] 3,8 25 95,0
[ 42] 3,9 25 97,5
43 4,0 25 100,0

Figura 22. — Comportamentos das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao
do projétil. Neste caso consideramos desprezivel a agdo do ar.
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2. Defina vy0 (componente vertical do vetor velocidade inicial): a representacao vyO

em F3 e seu valor em G3;

3. Defina y0 (componente vertical do vetor posigao inicial): a representacao yO em F4

e seu valor em G4;

4. Os parametros m e g ja estao definidos;

5. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 43, com tau=0, 1;
6. Em C2 escreva: vy(t);

7. Em C3 escreva: =vyo0;

8. Em C4 escreva: =C3+g*tau,

9. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 43;
10. Em D2 escreva: y(t);
11. Em D3 escreva: =yO0;
12. Em D4 escreva; =D3+C3*tautg/2*xtau”2;
13. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;
14. Construa os graficos: velocidade vy(t) vs. tempo e posigao y(t) vs. tempo.

A figura 23] mostra o resultado, considerando-se vy0=20, y0=0, m=1 e g=-10.

Para construir a trajetéria do projétil faga:

1. tau ja esta definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 43, com
tau=0,1;

2. Em C2 escreva: x(t);
3. Em C3 escreva: =x0;
4. Em C4 escreva: =C3+movhorizontal!C3x*tau;

5. movhorizontal!C3 é o valor da célula C3 da folha chamada movhorizontal. Como
a folha movhorizontal é a folha de estudo do comportamento das grandezas na
horizontal e na coluna C estao os valores da componente horizontal da velocidade, a
representacao movhorizontal ! C3 esta associada ao valor da velocidade que preenche

a célula C3.
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 43;

7. Em D2 escreva: y(t);
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al s | [ I I

| 1]
| 2 | t vy(t) y(t) 0,1 X0= 0
| 3] 0,0 20 0,0 25 V0= 0
| 4| 0,1 19 2,0 20 m= 1
1 5| 0,2 18 3,8

6 0,3 17 5,6 )
z 0,4 16 72 velocidade vy(t) vs. tempo
| 8 | 0,5 15 8,8 20
1 9 | 0,6 14 10,2 15
1 10| 0,7 13 11,6 10 i
| 11] 0,8 12 12,8 ...
|12 ] 0,9 11 14,0 5 o
113 | 1,0 10 15,0 0 T e
| 14| 1,1 9 16,0 5 1 2 .
| 15| 12 8 16,8 10 BN
| 16 | 13 7 17,6 s
117 ] 14 6 18,2
| 18] 15 5 18,8 -20
| 19] 16 4 19,2
1 20] 17 3 196 L
| 21| 1,8 2 19,8 posicdo y(t) vs. tempo
122 | 19 1 20,0 25

23 2,0 0 20,0
[ 24] 2,1 -1 20,0 20
125 | 2,2 -2 19,8 s .ot ‘e
| 26 2,3 3 19,6
| 27 24 -4 19,2 10
1 28 | 2,5 -5 18,8
| 29 2,6 -6 18,2 5
| 30] 2,7 7 17,6
|31 2,8 -8 16,8 0 : !
132 2,9 9 16,0 1 2
133 3,0 -10 15,0
134 | 3,1 -11 14,0
135 3,2 -12 12,8
36 | 3,3 -13 11,6
137 3,4 -14 10,2
E: 3,5 -15 8,8
139 3,6 -16 7,2
1 40 | 3,7 -17 5,6
| 41 3,8 -18 3,8
142 | 3,9 -19 2,0

43 4,0 -20 0,0

Figura 23. — Comportamentos das componentes verticais da velocidade e posi¢do do
projétil. Neste caso consideramos desprezivel a acdo do ar.
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8. Em D3 escreva: =yO0;
9. Em D4 escreva; =D3+movvertical!C3*tau+(g/2)*tau~2;

10. movvertical!C3 é o valor da célula C3 da folha chamada movvertical. Como a
folha movvertical é a folha de estudo do comportamento das grandezas na vertical
e na coluna C estao os valores da componente vertical da velocidade, a representacao

movhorizontal!C3 estd associada ao valor da velocidade que preenche a célula C3;
11. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;
12. Construa o grafico: posigao x(t) vs. posicao y(t).

A figura 24] mostra o resultado, considerando-se: vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 = 0,
y0=0,m=1kgeg=-10m/s%
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A c D F G H ! J K L
1]
| 2 | x(t) y(t) tau= 0,1 X0= 0 g= 10
[ 3] 0,0 0,0 0,0 vx0= 25 y0= 0
[ 4] 0,1 2,5 2,0 vy0= 20 m= 1
[ 5] 02 5,0 38
6 03 7,5 56
[ 7] 04 10,0 7,2 posicdo y(t) vs. posicio x(t)
[ 8] 05 12,5 8,8 30
E 0,6 15,0 10,2
[ 10] 0,7 17,5 11,6 %
[ 11] 0,38 20,0 12,8 20 S
112 | 0,9 22,5 14,0 et Se..
[13] 1,0 25,0 15,0 - T O
| 14 1,1 27,5 16,0 10 - el
[15] 1,2 30,0 16,8 s 1 o .,
| 16 13 32,5 17,6 . .
117 | 1,4 35,0 18,2 0 T T T T T T r r : .
18 1,5 37,5 18,8 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
[19] 16 40,0 19,2
[ 20] 17 425 19,6
[ 21] 18 45,0 19,8
[ 22] 1,9 475 20,0
23] 2,0 50,0 20,0
[ 24] 2,1 52,5 20,0
[ 25 2,2 55,0 19,8
| 26] 23 57,5 19,6
[ 27] 2,4 60,0 19,2
[ 28] 25 62,5 18,8
[ 29] 26 65,0 18,2
30] 2,7 67,5 17,6
[31] 28 70,0 16,8
[32] 2,9 72,5 16,0
33] 3,0 75,0 15,0
[ 34] 3,1 77,5 14,0
35 32 80,0 12,8
[ 36] 33 82,5 116
37] 3,4 85,0 10,2
[ 38] 35 87,5 8,7
[39] 36 90,0 72
[ 40] 3,7 92,5 55
[ 41] 38 95,0 38
[ 42] 39 97,5 1,9
43 40 1000 0,0

Figura 24. — Trajetoria do projétil. Neste caso consideramos desprezivel a agdo do ar.
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2.6.2 Movimento de projéteis com atrito
A forca de arrasto sobre o projétil tem componentes
) 5 \1/2
Faac(n) = -} (Ux(n) + Uy(n)) Um(n) (253)
e
) 5 \1/2
Fay(”) = —b (vx(n) + Uy(n)) Uy(n)- (254>
Considerando as equagoes
x(n + z(n n - 4n
v ( +1) (% ( ) — (‘T +1 x ) (255)
2 T
e
Up(n) = (Bett) = tetm) (2.56)
T
e aplicando a segunda lei de Newton,
) 5 \1/2
(Z F)z’(n) = MAg(n) = —b (Uw(n) - Uy(n)) Va(n) (2.57)
temos como resultado as equagoes
1/2
Vg(n+1) = VUz(n) — {(U%(n) + UZ(n)) Ux(n)] aT (258)
e
_ 2 2 \1/2 o o
Tpy1 = T + Up(m)T — [(Um(n) + vy(n)) vx(n)} 57 (2.59)

Para o estudo do comportamento da grandezas na horizontal faca:

1. Defina 7 como foi definido nas Se¢oes anteriores;;

2. Defina v, (componente horizontal do vetor velocidade inicial): a representacao vx0

em F3 e seu valor em G3;

3. Defina v, (componente vertical do vetor velocidade inicial): a representacao vyO

em F4 e seu valor em G4;

4. Defina zy (componente horizontal do vetor posi¢ao inicial): a representagdo x0 em

H2 e seu valor em I2;

5. Defina gy, (componente vertical do vetor posigdo inicial): a representagdo yO em H3

e seu valor em 13;
6. Defina m: a representagdo m em H4 e seu valor em I4;
7. Defina g: a representacao g em J2 e seu valor em K2;

8. Defina a: a representacao alfal em J3 e seu valor em K3;
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9. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 83, com tau=0,05;
10. Em C2 escreva: vx'(t);
11. Em C3 escreva: =vxO0;
12. Em C4 escreva: =C3-alfal*C3xtau*(C372+’movvertical alfal’!C372)~(1/2);
13. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 83;
14. Em D2 escreva: x'(t);
15. Em D3 escreva: =x0;

16. Em D4 escreva; =D3+C3*tau-((alfal*C3*(tau~2))/2)*
(C372+(’movvertical alfal’!C3)~2)~(1/2);

17. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 83;
18. Construa os graficos: velocidade vx/(t) vs. tempo e posigao x'(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 = 0,
yO=0,m=0,45kg, g=-10m/s? ¢ alfal =0,1s™%.

Considerando as equagoes

Uy(n+1) T Vy(n)  Ynt1 — Yn
— 2.60
2 T ( )

Uy(n+1) — Uy(n) (261)

(y(n) = -

e aplicando a segunda lei de Newton,

(2F)

temos como resultado as equagoes

1/2
o) = may(n) =—-—mgyg— b (,Ui(n) + 'UZ(n)) Uy(n) (262)

1/2
Uy(n+1) = Vy(n) — {(Ufs(n) + V) Uy(n)} ar —g T, (2.63)
€
1/2 o
Ynt1 = Yn + Uy(n)T — |:(U325(n) + U;(n)) Uy(n):| 57'2 . (264)

Para o estudo das grandezas na vertical faca:

1. tau ja estd definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 83, com
tau=0,05;

2. Todos os parametros ja estdo definidos. Apenas copie o quadro que contém os

parametros da folha anterior para a que estd trabalhando;
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Al B | ¢ T o F ] 6 T v T 0T 0T ok T
(1]
[ 2] t vx'(t) X'(t) tau= 0,05 X0= 0 g= -10
[ 3] 0,0 25,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfal= 0,1
[ 4] 0,1 21,0 1,1 w0= 20 m= 0,45
(5] 0,1 18,2 2,1
6 0,2 16,1 3,0 . .
Z 02 145 38 velocidade vx'(t) vs. tempo
[ 8] 03 13,3 45 30
[ 9] 0,3 12,2 5.1 5
[ 10] 0,4 11,3 5,7
[ 11] 04 10,6 62 20
[12] 0,5 10,0 6,7 15 e,
[ 13] 0,5 9,4 7,2
14 06 8,9 7,7 10 )
[15] 0,6 8,5 8,1 S
| 16] 0,7 8,1 8,5
[17] 0,7 78 8,9 0 ' : : ‘
18] 08 7,5 9,3 ! 2 } 4
[19] 08 7,2 9,7
20 0,9 6,9 10,0 L.
1] 0.9 67 10,4 posicdo x'(t) vs. tempo
[ 22] 1,0 6,5 10,7 20
| 23] 1,0 6,3 11,0 e
| 24 1,1 6,1 11,3 15 —_— Laeeer*”
| 25| 1,1 5,9 11,6 o
26 12 57 119 10 o
[ 27] 1,2 5,5 12,2
[ 28] 13 53 12,5 s
[ 29] 1,3 5,1 12,7
30] 1,4 5,0 13,0 »
[31] 1,4 4,8 13,2 0 ' ' ' ‘
32 15 46| 135 ! 2 } 4
33] 1,5 45 13,7
34] 1,6 43 13,9
35 1,6 4,2 14,1
[ 36] 1,7 4,0 14,3
37] 1,7 3,9 14,5
[ 38] 1,8 3,7 14,7
[39] 1,8 36 14,9
[ 40] 1,9 3,4 15,1
[ 41] 1,9 33 15,2
[ 42] 2,0 3,2 15,4
43 2,0 3,0 15,6

Figura 25. — Comportamento das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfal = 0,1.
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3. Em C2 escreva: vy’ (t);
4. FEm C3 escreva: =vyO0;

5. Em C4 escreva:
=C3-alfal*C3*tau* (C372+(’movhorizontal alfal’!C3)~2)~(1/2)+g*tau;

6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 83;
7. Em D2 escreva: y'(t);
8. Em D3 escreva: =yO0;

9. Em D4 escreva;
=D3+C3*tau-((alfal*C3*(tau~2))/2)*
(C372+(’movhorizontal alfal’!C3)72)~(1/2)+(g*(tau~2)/2);

10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 83;
11. Construa os graficos: velocidade vy’(t) vs. tempo e posigao y’'(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 =0,
y0=0,m=0,45kg, g=-10m/s? ¢ alfal =0,1s™".

Para construir a trajetoria do projétil faca:

1. tau ja esta definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 83, com

tau=0,05;
2. Em C2 escreva: x'(t);
3. Em C3 escreva: =x0;

4. Fm C4 escreva:
=C4+’movhorizontal alfal’!C4x*xtau-
((alfal*’movhorizontal alfal’!C4x*(tau~2))/2)*
("movhorizontal alfal’!C4~2+(’movvertical alfal’!C4)~2)~(1/2);

5. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 83;
6. Em D2 escreva: y' (t);
7. Em D3 escreva: =yO0;

8. Em D4 escreva;
=D4+’movvertical alfal’!Cdxtau-((alfal*’movvertical alfal’!C4x*
(tau™2))/2)*(’movvertical alfal’!C4"2+(’movhorizontal alfal’!
C4)~2)~(1/2)+(g* (tau™2) /2);
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A B [ ¢ D | [ e T w T 1+ T [L
| 1]
[ 2] t wy'(t) V'(t) tau= 0,05 x0= 0 - -10
[ 3] 0,0 20,0 0,0 vx0= 25 yO0= 0 alfal= 0,1
[ 4] 0,1 16,3 0,9 vy0= 20 m= 0,45
[ 5] 0,1 13,6 17
6 0,2 11,6 23 . .
7] 0.2 9,9 28 velocidade vy'(t) vs. tempo
[ 8] 03 8,6 33 25
[ o] 03 74 3,7 2
[ 10] 04 6,4 4,0 .
[ 11| 0,4 54 43 153
[12] 05 4,6 46 10 -
[ 13| 05 39 438 ol "
[ 14] 06 3,2 5,0
[15] 06 2,5 5,1 0 o), T ; i
16 | 07 19 52 5 17, 2 3 4
|17 | 07 13 53
18] 038 08 53 10
[19] 038 02 5,4 -15
[ 20| 0,9 0,3 54
[ 21] 0,9 0,8 53
22 1,0 1,2 53 posig¢do y'(t) vs. tempo
[23] 1,0 1,7 52 10
[ 24] 11 2,1 5,1
| 25| 11 2,6 5,0 5
| 26 1,2 -3,0 4,9 e,
[ 27] 12 3,4 4,7 0+ : , ,
(28] 13 338 45 1 2 ", 3 4
[29] 13 4,2 43 s
30 1,4 4,5 4,1
[31] 14 4,9 3,9 10
32 15 5,2 3,6 15 K
33] 15 5,5 3,4
[ 34] 16 5,8 3,1 -20
[35] 16 6,1 2,8
[ 36] 1,7 6,4 2,5
[37] 17 6,6 2,1
[ 38] 18 6,9 18
139 18 7,1 15
[40] 19 7.3 11
[ 41] 1,9 7,5 0,7
[ 42 ] 2,0 7,7 03
43 2,0 7,9 0,0

Figura 26. — Comportamento das componentes vertical da velocidade e posicdo de um

projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfal = 0,1.
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9. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 83;
10. Construa o grafico: posi¢ao x'(t) vs. posigao y'(t).

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 = 0,
yO0=0,m=0,45kg, g=-10m/s? ¢ alfal =0,1s™%.

Os ultimos trés conjuntos de procedimentos nos levaram aos resultados mostrados nas
figuras [25] 26 e 27} Ou seja, o estudo do movimento de um projétil que sofre a ac¢ao do ar
foi separado em trés etapas: uma analise do comportamento das componentes horizontais
da velocidade e posi¢ao, uma analise do comportamento das componentes verticais da
velocidade e posicao e a construgao da trajetéria do projétil. Estes mesmos ultimos
procedimentos podem ser realizados e, entao, outros valores do parametro alfa podem ser
considerados. Assim, teremos mais de uma folha e poderemos fazer comparacoes entre os
resultados obtidos.

Foram repetidos os procedimentos acima e considerados os seguintes valores do para-
metro alfa: alfa2=0,2 e alfa3=0,3. Os resultados para alfa2 sdo mostrados nas
figuras 28] 29 e [30] Nas folhas de trabalho referentes a alfa2 usamos as representagoes
vx”(t) e vy”(t) para as componentes da velocidade e a representagao x”(t) e y”(t)
para as componentes da posicao. Nas folhas de trabalho referentes a alfa3 usamos as
representagoes vx” (t) e vy” (t) para as componentes da velocidade e a representacao
x"(t) e y"” (t) para as componentes da posicao.

Os resultados para alfa3 sdo mostrados nas figuras [31] [32] e B3]
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A B | T kT
[ 1]
[ 2] t X'(t) 0 g= -10
[ 3] 0,0 0,0 0,0 0 alfal= 0,1
| 4| 0,1 1,1 0,9 0,45
[ 5| 0,1 2,1 1,7
| 6 | 0,2 3,0 2,3 o .
7 0,2 38 28 posicdo y'(t) vs. posigdo x'(t)
| 8] 03 45 33
| 9| 0,3 5,1 3,7
10 0,4 5,7 4,0
[11] 0,4 6,2 43
[12] 0,5 6,7 4,6 °
113 | 0,5 7.2 48 ‘.
[14] 0,6 7,7 5,0 %
[ 15 06 8,1 51 "
16 | 0,7 8,5 5,2 °
17 0,7 8,9 5,3 y y y ‘
T 0,8 9,3 53 10 12 14 16
[19] 08 9,7 54
[ 20] 0,9 10,0 5,4
[ 21 0,9 10,4 5,3
[ 22] 1,0 10,7 5,3
[ 23] 1,0 11,0 5,2
[ 24] 1,1 11,3 5,1
[ 25 1,1 11,6 5,0
| 26 | 1,2 11,9 4,9
[ 27] 1,2 12,2 4,7
[ 28] 1,3 12,5 4,5
129 | 1,3 12,7 4,3
130 1,4 13,0 4,1
[31] 1,4 13,2 3,9
32 1,5 13,5 3,6
[33] 1,5 13,7 3,4
[ 34] 1,6 13,9 3,1
35 1,6 14,1 2,8
36 1,7 14,3 2,5
37 1,7 14,5 2,1
38 1,8 14,7 1,8
139 1,8 14,9 1,5
[ 40| 1,9 15,1 1,1
[ 41] 1,9 15,2 0,7
[ 42 ] 2,0 15,4 0,3
43 2,0 15,6 0,0

Figura 27. — Trajetoria de um projétil em movimento.

atrito: alfal =0,1.

Neste caso consideramos o



Capitulo 2. Programagao

o1

A C D F G | H [T 1 T [ L
[ 1 |
[ 2 | ) x"(t) tau= 0,05 x0= 0 = -10
B 0,00 25,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfa2= 0,2
[ 4 | 0,05 17,0 1,0 vy0= 20 m= 0,45
[ 5| 0,10 13,3 1,8
| 6 | 0,15 11 24 velocidade vx''(t) vs. tempo
[ 7 | 0,20 9,6 2,9
| 8 | 0,25 8,5 3,4 30
| 9 | 0,30 7,7 38 2
[ 10| 0,35 7,0 4,2
[ 11 | 0,40 6,5 45 20
[12] 0,45 6,0 4,8 15
13 ] 0,50 5,7 5,1 °
| 14 0,55 53 54 101
| 15 | 0,60 5.0 56 5 et
16 0,65 438 59
[17] 0,70 4,6 6,1 0 ; ' ;
18] 0,75 43 63 ! 2 3 4
19 ] 0,80 4,2 6,6
[ 20 0,85 4,0 6,8 s
21 0.90 38 70 posicdo x"(t) vs. tempo
[ 22 ] 0,95 3,6 7,1 12
[ 23 | 1,00 3,4 73 10
[ 24] 1,05 33 7,5 I
[ 25| 1,10 3,1 7,6 8 P
| 26 | 1,15 2,9 7,8 6
[ 27 1,20 2,8 7,9
| 28| 1,25 2,6 8,1 4
[ 29] 1,30 25 8,2 PR
30 1,35 2,4 83 .
[31] 1,40 2,2 8,4 0 ' ' ' !
32 1,45 21 8,5 0 ! 2 3 4
33 1,50 2,0 8,6
[ 34] 1,55 18 8,7
35| 1,60 1,7 8,8
[ 36| 1,65 16 8,9
[ 37 1,70 1,5 9,0
[ 38 ] 1,75 14 9,1
[39] 1,80 1,3 9,1
[ 40 | 1,85 1,2 9,2
[ 41] 1,90 1,2 9,3
[ 42 ] 1,95 1,1 9,3
43 2,00 1,0 9,4

Figura 28. — Comportamento das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa2 =0,2.
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Al B ] ¢ T o J € T F T e T w T v T 17T x Tu
| 1]
| 2 | t wy"(t) y'(t) tau= 0,05 x0= 0 g= -10
B 0,00 20,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfaz= 0,2
[ 4 | 0,05 13,1 0,8 vy0= 20 m= 0,45
| 5 | 0,10 9,8 1,4
6 0,15 7,7 1,8
7 | 0,20 6,1 22 velocidade vy''(t) vs. tempo
B 0,25 4,9 2,5 25
| 9 | 0,30 3,9 2,7 2
| 10 | 0,35 3,1 2,9
| 11 0,40 2,4 3,0 15
| 12 | 0,45 1,7 3,1 10 1v
| 13| 0,50 1,1 3,2 .
14 0,55 05 3,2 ST
| 15 | 0,60 0,0 3.2 0 oree T , , i
| 16 | 0,65 0,5 32 s e, 2 3 4
| 17 0,70 -1,0 3,2 =
[ 18] 0,75 14 3,1 10
| 19| 0,80 -1,9 3,0
20 0,85 2,3 2,9 o
1 | 0,90 27 28 posigdo y"(t) vs. tempo
[ 22] 0,95 3,0 2,7 5
| 23 | 1,00 3,4 2,5 —
| 24 | 1,05 -3,7 2,3 0 ¢ I I |
| 25| 1,10 41 2,1 1 ., 7 1
| 26 | 1,15 -4,3 1,9 -5
| 27 | 1,20 -4,6 1,7
| 28 | 1,25 -4,9 1,4 -10 o, -
| 29 | 1,30 -5,1 1,2
| 30| 1,35 -5,3 0,9 -15 o
31 1,40 5,5 0,7 1
| 32| 1,45 5,7 0,4 -20
| 33| 1,50 5,8 0,1
| 34| 1,55 6,0 0,2
35| 1,60 6,1 0,5
| 36| 1,65 6,2 0,8
[ 37 1,70 6,3 1,1
[ 38 ] 1,75 6,4 1,4
| 39 1,80 6,5 -1,8
[ 40 | 1,85 6,6 2,1
[ 41] 1,90 6,6 2,4
| 42 | 1,95 6,7 2,7
43 2,00 6,7 3,1

Figura 29. — Comportamento das componentes verticais da velocidade e posi¢do de
um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa2 = 0,2.



Capitulo 2. Programagao

A B | ] 0 T x Ju¢
[ 1 |
| 2 | t y"'(t) 0 = -10
B 0,00 0 0 alfa2= 0.2
[ 4 | 0,05 038 0,45
[ 5 | 0,10 14
6 0,15 18 - T
7] 0,20 22 posicdo y"(t) vs. posigdo x"(t)
B 0,25 2,5
[ 9 | 0,30 2,7
[ 10 0,35 2,9
[ 11] 0,40 3,0
[ 12 | 0,45 3,1
13 ] 0,50 3,2
[ 14] 0,55 32 .
[ 15 | 0,60 3,2
[ 16| 0,65 3,2 .
[ 17| 0,70 3,2 —— , , |
18 0,75 3,1 10 12 14 16
19 0,80 3,0
[ 20 | 0,85 2,9
[ 21 | 0,90 2,8
[ 22 ] 0,95 2,7
[ 23 | 1,00 25
[ 24] 1,05 23
[ 25 | 1,10 2,1
[ 26 | 1,15 19
[ 27 1,20 17
[ 28 | 1,25 L4
[ 29 | 1,30 1,2
[ 30 135 0,9
[ 31 1,40 0,7
E 145 04
[ 33] 1,50 0,1
[ 34] 1,55 -0,2
35| 1,60 0,5
[ 36| 1,65 0,8
[ 37 1,70 1,1
[ 38 ] 175 14
[ 39| 1,80 -1,8
[ 40| 185 2,1
[ 41] 1,90 24
[ 42 | 1,95 2,7
43 2,00 3,1

Figura 30. — Trajetoria de um projétil em movimento.

atrito: alfa2 = 0,2.

Neste caso consideramos o
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Al B | < D F ] 6 T H T v T [ L
| 1]
[ 2] t vx"(t) X"(t) tau= 0,05 X0= 0 g= -10
B 0,00 25,0 0,0 Vx0= 25 y0= 0  alfa3= 0,3
[ 4] 0,05 13,0 0,9 vy0= 20 m= 0,45
[ 5] 0,10 9,8 1,5
6 0,15 8,0 2,0 .
z 020 69 23 velocidade vx'"'(t) vs. tempo
| 8| 0,25 6,1 2,7 30
[ 9] 0,30 5,4 3,0 2
[ 10] 0,35 5,0 3,2
| 11| 0,40 4,6 3,5 20
[12] 0,45 4,3 3,7 15
[13] 0,50 4,0 3,9 .
[ 14] 0,55 3,7 41 10
[ 15| 0,60 3,5 4,3 5 1%,
| 16 0,65 33 4,4
17 0,70 3,2 4,6 0 ' '
18] 0,75 30 4,7 ! 2 ? !
[19] 0,80 2,8 4,9
[20] 0,85 2,6 5,0 ic30 x™(t t
1] 0.90 25 51 posigdo x'"'(t) vs. tempo
[22] 0,95 2,3 5,3 20
[23] 1,00 2,2 5,4
[ 24] 1,05 2,0 5,5 15
[ 25 1,10 1,9 5,6
| 26| 1,15 1,7 5,7 10
[ 27] 1,20 1,6 5,8
[ 28] 1,25 1,5 5,8 J—
[29] 1,30 1,4 59 5 L
130] 1,35 13 6,0
[31] 1,40 1,2 6,0 0 T ' ' ‘
32 1,45 11 6,1 1 2 3 4
33] 1,50 1,0 6,1
[34] 1,55 0,9 6,2
[35] 1,60 0,8 6,2
[ 36] 1,65 0,8 6,3
37] 1,70 0,7 6,3
[ 38] 1,75 0,6 6,3
[39] 1,80 0,6 6,4
[40] 1,85 0,5 6,4
[ 41] 1,90 0,5 6,4
[42] 1,95 0,5 6,5
43 2,00 0,4 6,5

Figura 31. — Comportamento das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa3 =0, 3.
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A [ ¢ T o 1] [ ¢ T w T 7T 7 T x TJu
[ 1 |
| 2 | vy'"'(t) y'"'(t) tau= 0,05 x0= 0 g= -10
B 0,00 20,0 0,0 vx0= 25 yo= 0 alfa3= 03
[ 4 | 0,05 9,9 07 vy0= 20 m= 045
B 0,10 7,0 1,2
6 0,15 52 15 . "
7] 0.20 20 17 velocidade vy"'(t) vs. tempo
B 0,25 3,0 19 25
B 0,30 2,2 2,0 20
[ 10 0,35 15 21 is
[ 11] 0,40 0,9 2,2
[12] 0,45 03 2,2 10 7+
[ 13 ] 0,50 -0,2 2,2 5,
[ 14 0,55 -0,7 2,2 0 : : :
15 ] 0,60 -1,2 21 5 v, 2 3 4
[ 16| 0,65 1,6 21
| 17 | 0,70 -2,0 2,0 10
[ 18 | 0,75 2,4 19 15
[ 19 ] 0,80 2,8 17
[ 20 0,85 3,1 16 N
21 0,90 34 14 posicdo y'"'(t) vs. tempo
[ 22 ] 0,95 3,7 1,2 10
23 1,00 -3,9 1,0
[24] 1,05 4,2 08 >
[ 25| 1,10 44 0,6 o T | | |
| 26 115 4.6 04 1 e, 2 3 4
[ 27| 1,20 4,7 02 5 .
| 28| 1,25 -4,9 0,1 10 .
[ 29 | 1,30 -5,0 -0,3
30 1,35 5,1 0,6 15 e,
[ 31] 1,40 5,2 -0,8
[32] 1,45 5,3 1,1 20
[ 33] 1,50 54 14
[ 34] 1,55 5,4 -1,6
35| 1,60 5,5 -1,9
[ 36 | 1,65 5,5 2,2
[ 37 1,70 5,6 24
[ 38 ] 1,75 5,6 2,7
[ 39] 1,80 5,6 -3,0
[ 40| 1,85 5,6 3,3
[ 41] 1,90 5,7 3,6
[ 42 ] 1,95 5,7 -3,9
43 2,00 5,7 -4,1

Figura 32. — Comportamento das componentes verticais da velocidade e posi¢do de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa3 =0, 3.
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A B | C D | F ] 6 T v T 0T 0] [ L
1]
[ 2] t X" (t) y"(t) tau= 0,05 X0= 0 g= -10
[ 3] 0,00 0,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfa3= 0,3
[ 4] 0,05 0,9 0,7 Vvy0= 20 m= 0,45
|5 | 0,10 1,5 1,2
6 0,15 2,0 1,5 e o
] 0,20 23 17 posicdo y''(t) vs. posicdo x'"'(t)
B 0,25 2,7 1,9
[ 9] 0,30 3,0 2,0
[ 10] 0,35 3,2 2,1
[ 11] 0,40 35 2,2
[12] 0,45 3,7 2,2
[ 13] 0,50 3,9 2,2
[ 14] 0,55 41 2,2 R
[15] 0,60 43 2,1 . kY
|16 0,65 44 2,1 : %
[17] 0,70 4,6 2,0 ' ' i ' ' ' i :
(i8] 075 27 19 2 4 6 8 10 12 14 16
[19] 0,80 4,9 1,7
[ 20] 0,85 5,0 1,6
[ 21] 0,90 51 1,4
[ 22] 0,95 5,3 1,2
[ 23] 1,00 5,4 1,0
[ 24] 1,05 55 0,8
[ 25 1,10 5,6 0,6
[ 26] 1,15 5,7 0,4
[ 27] 1,20 58 0,2
[ 28] 1,25 5,8 0,1
[ 29] 1,30 5,9 0,3
30] 1,35 6,0 0,6
[31] 1,40 6,0 0,8
[32] 1,45 6,1 1,1
33] 1,50 6,1 1,4
[ 34] 1,55 6,2 1,6
[35] 1,60 6,2 -1,9
[ 36] 1,65 6,3 2,2
[37] 1,70 6,3 2,4
[ 38] 1,75 6,3 2,7
139 1,80 6,4 3,0
[ 40] 1,85 6,4 3,3
[ 41] 1,90 6,4 3,6
[ 42] 1,95 6,5 3,9
43 2,00 6,5 4,1

Figura 33. — Trajetoria de um projétil em movimento.

atrito: alfa3 =0,3.

Neste caso consideramos o
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2.7 Exercicio com oscilador
Neste problema, a forca eldstica é dada por
F, = —kx, (2.65)
Considerando as equagoes
T, — Tn
Upgy = L0 (2.66)
T
e
Un, — Un
a, = 4" (2.67)
T
e definindo a frequéncia angular como
k
2
W= — 2.68
= (2.65)
obtemos como solucao as equagoes
Upg1 = Un — W2TnT (2.69)
e
Tpi1 = Tp + VpT — W22, 72 (2.70)
No Excel faca:
1. Defina 7, vy, zg, m, g, w, k e o periodo nas mesmas células em que foram definidas
na Secao 4;
2. Em I4 escreva: =(k/m)~(1/2);
3. Em K3 escreva: =2%PI()*((m/k)~(1/2));
4. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0, 1;
5. Em C2 escreva: v(t);
6. Em C3 escreva: =v0;
7. Em C4 escreva: =C3-omega~2*D3*tau;
8. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
9. Em D2 escreva: x(t);
10. Em D3 escreva: =x0;
11. Em D4 escreva: =D3+C3*tau-omega~2*D3*tau”2;
12. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
13. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado obtido, considerando-se vO =0, x0=2m, m=4kg e
k=9,86 N/m.
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A B | ¢ D F H ] L
(1]
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,1 m= 4 k= 9,86
| 3 | 0,0 0,0 2,0 V0= g= -10 periodo= 4,0
i 0,1 -0,5 2,0 x0= 2 omega= 1,6
[ 5 | 0,2 -1,0 1,9
| 6 ] 03 L4 17 velocidade v(t) vs. tempo
[ 7] 0,4 -1,9 1,5
[ 8 | 05 2,2 13 4
[ o] 0,6 2,5 1,0 3 L. ot
[ 10] 07 2,8 038 2
[ 11 ] 0,8 3,0 0,5 L . .
[12] 0,9 3,1 0,2 . .
13 1,0 -3,1 -0,2 01 ‘ 1 ‘ 1. ‘ . ‘
[14] 11 3,1 0,5 1 3 2 3 4 3 H
15 ] 1,2 3,0 0.8 2L . . .
[ 16 1,3 2,8 1,1 :
7] 14 25 13 3
| 18 | 1,5 22,2 -1,5 -4
[ 19| 1,6 -1,8 -1,7
20 1,7 1,4 -1,9 -
z 18 10 20 posicdo x(t) vs. tempo
| 22| 19 0,5 2,0 3
[ 23] 2,0 0,0 2,0 , L e
[ 24] 21 05 -1,9
[ 25 | 2,2 1,0 -1,9 1 * . %
[ 26| 2,3 1,4 1,7 ‘. . ‘.
[ 27] 2,4 19 15 0 K i o i 5 o
[ 28] 2,5 2,2 1,3 4 il 2 _'3 ¢ 5'.' 7
| 29| 2,6 2,6 -1,0 . . ‘.
[ 30] 2,7 2,8 0,8 2
[31] 2,8 3,0 0,5
| 32 2,9 31 -0,2 3
[ 33] 3,0 3,1 0,2
[ 34] 3,1 3,1 0,5
35| 3,2 3,0 0,8
36| 33 2,8 1,1
[37] 3,4 2,5 1,3
[ 38| 3,5 2,2 1,5
[39] 3,6 1,8 1,7
[ 40 | 3,7 1,4 1,9
[ 41 ] 38 1,0 2,0
[42] 3,9 0,5 2,0
43 4,0 0,0 2,0

Figura 34. — Graficos da velocidade e posicao em funcdo do tempo de um oscilador
harmoénico simples. Em nosso trabalho esta folha de foi construida para resolver um
problema proposto em um livro de ensino médio.



Capitulo 2. Programagao 59

2.8 Oscilador com atrito cinético
Neste problema consideramos duas forcas: A forca elastica
F, = —kz, (2.71)
e a forga de atrito exercida pela superficie sobre a massa em movimento
fat = peN. (2.72)
onde N = mg é o modulo da forca normal exercida pela superficie sobre a massa.

Considerando as equagoes
Tnt1 — Tn

] = ——— " 2.73
Un+1 - ( )
e
Un4+1 — Un
n=—, 2.74
4y = (274)
e aplicando a segunda lei de Newton,
(Z F) =ma, = —k x, — N, (2.75)
obtemos como solucao as equagoes
k
Upyl = Up — — X T — T (2.76)
m
¢ k
Tpi1 = Ty + VT — —TnT> — [LegT>. (2.77)
m

No Excel faca:

1. Defina 7, vg, g, m, g e k nas mesmas células em que foram definidas na Secao

anterior;
2. Defina p.: a representacao mi em H4 e seu valor em I4;
3. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 803, com tau=0,01;
4. Em C2 escreva: v(t);
5. Em C3 escreva: =vO0;

6. Em C4 escreva:
=C3-(k/m) *D3*tau+mi*gxtauxSINAL(C3);

7. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 803;
8. Em D2 escreva: x(t);

9. Em D3 escreva: =x0;
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10. Em D4 escreva: =D3+C3*tau-(k/m)*D3*tau~2-mi*gxtau~2*SINAL(C3);
11. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 803;
12. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posicao x(t) vs. tempo.

A figura [35| mostra o resultado obtido, considerando-se vO = 0, x0 = 1 m, g = -10 m/s?,
m=3kg, k=150 N/m e mi =0,2.
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Al B T ¢ T o T €€ T ¢ T e T w T 7 7T 1 71T «x TJu
[ 1]
1 2| t v(t) x(t) tau= 0,01 m= 3 k= 150
[ 3] 0,00 0,00 1,00 Vo= 0 g= -10
[ 4] 001  -050 1,00 x0= 1 mi= 02
[ 5] 002 098 0,98
[ 6] 003  -145 0,97
[ 7] 004  -191 0,95
| 8| 0,05 -2,37 0,93 8
[ 9] 006 2,81 0,90
[ 10] 007  -324 0,86 4
[ 11] 008  -365 0,83
[ 12] 009  -4,05 0,79
[ 13] 010  -442 0,74 03
[ 14] 011  -477 0,69
[ 15] 012  -510 0,64 a4
[ 16] 013[  -540 0,59
[17] 014 568 0,53
18] 015 59 0,47 8
[19] 016  -614 0,41
[ 20] 017 632 0,35
[ 21] 018  -648 0,28
[ 22] 019  -660 021 1
[ 23] 020 668 0,15 :
[ 24] 021 674 0,08 !\
[ 25 022 676 0,01 :
| 26 023 674 006 :
[ 27 0,24 -6,70 -0,12 0 1t
[ 28] 025 661 0,19
[ 29] 026] 650 0,26
30] 027 635 032
[31] 028 617 038
[32] 029 59| 044
33] 030 572 050 1
[ 34] 031 545 055
[35] 032 515 061
[ 36] 033 483 065
[37] 034 -448] 0,70
[ 38] 035 411 074
139 036 372 078
[ 40] 037] 331 081
[ 41] 038 28| 084
[42] 039 245 087
43 040 1,99 0,89

Figura 35. — Graficos da velocidade e posicao em fungdo do tempo de um oscilador
harmonico submetido a forga de atrito cinético.
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2.9 Oscilador amortecido
Neste problema consideramos duas forcas: A forca elastica
F, = —kx, (2.78)
e a forga resistiva proporcional a velocidade da massa em movimento
Fomy = —bo,. (2.79)
Considerando as equagoes
T, — Tn
Upgy = —L =0 (2.80)
T
e
ay = ot U (2.81)
T
definido a freqiiéncia angular
k
2
we=—, 2.82
y (282)
e aplicando a segunda lei de Newton,
(ZF) =ma, =—kx, —buv,, (2.83)
obtemos como solucao as equagoes
b
Vpi1 = Up — W2TpT — —UnT (2.84)
m
’ b
L1 = Tp + UnT — W2ap 72 — —0, 72 (2.85)
m

No Excel faca:

1. Defina 7, vg, g, m, g ¢ k nas mesmas células em que foram definidas na Secao

anterior;

2. Defina o coeficiente de resistividade b: a representacao b em H4 e seu valor em I4;

3. Defina w; a representagao omega em J3 e seu valor em K3;

4. Em K3 escreva: =(k/m)~(1/2);

5. Defina o periodo: a representacao periodo em J4 e seu valor em K4;

6. Em K4 escreva: =2*PI()*((m/k)~(1/2));

7. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 603, com tau=0,01;
8. Em C2 escreva: v(t);

9. Em C3 escreva: =vO0;
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10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Em C4 escreva: =C3-omega~2*D3*tau-(b/m)*C3*tau;

Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 603;
Em D2 escreva: x(t);

Em D3 escreva: =x0;

Em D4 escreva; =D3+C3*tau-omega~2*D3*tau”2-(b/m) *C3*tau~2;

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 603;

Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado obtido, considerando-se vO =0, x0 = 2 cm, m = 2 kg,
g=-10m/s? b=2Ns/me k = 100 N/m.
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A B | c [ o ] F | 6 [ H [ K L
(1]
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,01 m= 2 k= 100
i 0 0,0 2,0 v0= 0 g= -10 omega= 7,07
| 4| 0,01 -1,0 2,0 x0= 2 b= 2 periodo= 0,89
[ 5] 0,02 2,0 2,0
6 0,03 3,0 1,9 .
] 0,04 3,9 19 velocidade v(t) vs. tempo
B 0,05 438 1,9 15
| 9 | 0,06 5,7 1,8
[10] 0,07 6,5 17 10
[11] 0,08 7,3 1,7 s
[12] 0,09 8,1 16
[13] 0,1 8,38 15 04+ ‘
[ 14] 0,11 9,4 14 p 8
[ 15| 0,12 -10,0 1,3 s 3
|16 0,13 -10,6 1,2 10 ‘,
[17] 0,14 11,1 1,1
| 18] 0,15 -11,5 1,0 15
[19] 0,16 -11,9 0,8
[20] 0,17 -12,2 0,7 -
1] 018 124 06 posigdo x(t) vs. tempo
[22] 0,19 -12,6 0,5 3
[ 23] 0,2 12,7 0,3
[ 24] 0,21 12,8 0,2 2
[ 25 0,22 12,7 0,1 \
| 26| 0,23 12,7 0,0 it
| 27 0,24 -12,5 -0,2
[ 28] 0,25 -12,3 0,3 :
129 | 026]  -12,0 -04 0% !
30 027 -11,7 -0,5 H
[31] 028 113 -0,6 1
32 0,29 -10,9 0,7
133] 0,3 -10,4 0,8 2
[ 34] 0,31 9,9 0,9
35 0,32 9,3 -1,0
36 0,33 8,7 1,1
37] 0,34 8,1 -1,2
38 0,35 7,4 -1,3
139 0,36 6,7 -1,3
[ 40| 0,37 5,9 1,4
[ 41] 0,38 5,2 -1,5
| 42 | 0,39 4,4 -1,5
43 0,4 3,6 -1,5

Figura 36. — Graficos da velocidade e posicao em fungao do tempo de um oscilador

harmonico amortecido.
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2.10 Oscilador em duas dimensoes

Neste problema temos que considerar as componentes horizontal e vertical da forca

elastica. A forca eldstica é dada por

A

Fop = —k (L, — Lo) L, (2.86)

onde Lj e L sao o comprimento da mola relaxada e o vetor unitario na direcao da distensao

da mola, respectivamente. O comprimento L, da mola é dado por

L, = /22 +y2. (2.87)

As componentes da forca elastica sao

Lo
Fea:(n) =—k (ZL'n - \/m) (288)
e
Ly
Foym) = —k (yn — ) . (2.89)
Ven +un
Consideramos as equagoes
oy = ot —n (2.90)
T
e
- ’Un+1 - ’Un
T

Construimos trés folhas de trabalho para este problema. A primeira para analisar
o comportamento das componentes horizontais da velocidade e da posi¢ao em funcao do
tempo, a segunda para analisar o comportamento das componentes verticais da velocidade
e da posicao em fungdo do tempo e a terceira para construir a trajetéria da massa presa
a mola.

Aplicando a segunda lei de Newton, as solugoes para a folha referente ao movimento

na horizontal sdo:

L& Lo 1 (2.92)
Vz(n = VUg(n — | T TnT .
o) = e o
e
Tyl = Ty + Va(m)T + Lo 1| 2,72 (2.93)
n+1l — 4n z(n T ni - .
' | e
As solugoes para a folha referente ao movimento na vertical sdo:
k Lo
Vy(nt1) = Uyn) + — | ——=—= — 1| Yo7 — g7 (2.94)
y(n+1) y(n) m \/m ]
e
Lo

k
Yn+1 = Yn + Vg(n)T + —
m

\/ﬁ — 1] ynTQ — g7'2. (295)
‘Tn yn

Para gerar a folha de analise do movimento na horizontal no Excel faga:
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1. Defina tau como nas Se¢Oes anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 503, com tau=0,01;

3. Defina v0x (componente horizontal do vetor velocidade inicial): a representagao vOx

em F3 e seu valor em G3;

4. Defina vOy (componente vertical do vetor velocidade inicial): a representagao vOy

em F4 e seu valor em G4;
5. Defina x0: a representacao x0 em H2 e seu valor em I2;
6. Defina y0: a representacao yO em H3 e seu valor em I3;
7. Defina m: a representacao m em H4 e seu valor em I4;
8. Defina g: a representacao g em J2 e seu valor em K2;
9. Defina k: a representacao k em J3 e seu valor em K3;
10. Defina LO: a representacao LO em J4 e seu valor em K4;
11. Em C2 escreva: vx(t);
12. Em C3 escreva: =v0x;

13. Em C4 escreva:
=C3+(k/m)* ((LO*D3/((D372)+
(’ comportamento na vertical’!D372))~(1/2))-D3)*tau;

14. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 503;
15. Em D2 escreva: x(t);
16. Em D3 escreva: =x0;

17. Em D4 escreva;
=D3+C3+*tau+(k/m)* (LO*D3/ ((D372) +
((’ comportamento na vertical’!D372)))~(1/2)-D3)*tau"2;

18. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 503;
19. Construa os graficos: velocidade vx(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura[37mostra o resultado obtido, considerando-se v0x=0, vOy=0, x0=0, 1, y0=-0,7,
m=0,5, g=-10, L0=0,6 e k=25.

Para gerar a folha de andlise do movimento na vertical no Excel faca:

1. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 503, com tau=0,01;
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Al 8 T ¢ T o T € T F T o T w T v 1T 17T x Tu
[ 1 |
| 2 | t vx(t) x(t) tau= 0,01 x0= 0,1 = -10
B 0,00 0,00 0,10 VOx= 0 y0= 0,7 k= 25
[ 4 | 0,01 -0,01 0,10 VOy= 0 m= 0,5 L0= 0,6
B 0,02 -0,02 0,10
6 0,03 -0,02 0,10 .
] 0.04 0,03 010 velocidade vx(t) vs. tempo
B 0,05 -0,04 0,10
| 9 | 0,06 -0,05 0,10
[ 10 0,07 -0,05 0,10
[ 11] 0,08 -0,06 0,10
[ 12 | 0,09 -0,07 0,10
[ 13 ] 0,10 -0,08 0,10
[ 14] 0,11 -0,09 0,09
[ 15 | 0,12 -0,10 0,09
[ 16| 0,13 -0,11 0,09
[ 17] 0,14 -0,11 0,09
[ 18 | 0,15 -0,12 0,09
[ 19| 0,16 -0,13 0,09
20 0,17 -0,14 0,09 .
B 0,18 0,15 0,09 posigdo x(t) vs. tempo
[ 22] 0,19 -0,16 0,08 03
[ 23 | 0,20 0,17 0,08
[ 24] 0,21 -0,18 0,08
[ 25 | 0,22 -0,19 0,08
[ 26 | 0,23 -0,20 0,08
[ 27 0,24 -0,21 0,08
| 28 | 0,25 -0,22 0,07
[ 29 | 0,26 0,23 0,07
[ 30 0,27 -0,24 0,07
| 31 0,28 0,25 0,07
[ 32| 029] 0,26 0,06 03
[ 33] 0,30 -0,27 0,06
[ 34 0,31 0,28 0,06
35| 0,32 -0,29 0,05
[ 36| 0,33 -0,29 0,05
[ 37 0,34 -0,30 0,05
[ 38 ] 0,35 -0,31 0,05
| 39| 0,36 0,32 0,04
[ 40 | 0,37 -0,32 0,04
[ 41 0,38 -0,33 0,04
| 42 | 0,39 0,34 0,03
43 0,40 -0,34 0,03

Figura 37. — Graficos das componentes horizontais da velocidade e da posi¢do em
funcao do tempo do problema do oscilador em duas dimensoes.
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10.

11.

. Copie o quadro dos parametros da folha referente ao movimento na horizontal e

cole nesta folha, gerando um quadro idéntico na folha referente ao movimento na

vertical;
Em C2 escreva: vy(t);
Em C3 escreva: =vO0y;

Em C4 escreva
=C3+ (k/m) * (LO*D3/ ((((’ comportamento na horizontal’!D3)~2)+
(D372))~(1/2))-D3) *tau+gxtau,;

. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 503;

Em D2 escreva: y(t);
Em D3 escreva: =yO0;

Em D4 escreva;
=D3+C3*tau+(k/m)* ((LO*D3/ ((’ comportamento na horizontal’!D372)+
(D372))~(1/2))-D3) *tau”2+g*tau~2;

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 503;

Construa os gréficos: velocidade vy(t) vs. tempo e posigao y(t) vs. tempo.

A figura[3§ mostra o resultado obtido, considerando-se v0x=0, vOy=0, x0=0, 1, y0=-0,7,
m=0,5, g=-10, L0=0,6 ¢ k=25.

Para construir a trajetoria da massa presa a mola no Excel faca:

1.

Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 503, com tau=0,01;

Copie o quadro dos parametros da folha referente ao movimento na horizontal e cole

nesta folha, gerando um quadro idéntico na folha referente a trajetéria da massa;
Em C2 escreva: x(t);
Em C3 escreva: =x0;

Em C4 escreva
=C3+’ comportamento na horizontal’!C3*tau+(k/m)*
(LO*C3/((C372)+((D372)))~(1/2)-C3) *tau~2;

Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 503;
Em D2 escreva: y(t);

Em D3 escreva: =yO0;
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A C D F G H |

| 1]
| 2 | vy(t) y(t) tau= 0,01 x0= 0,1 g= -10
| 3| 0,00 0,00 -0,70 vOX= 0 yo= -0,7 = 25
| 4] 0,01 -0,05 -0,70 vOy= 0 m= 05 L0= 0,6
| 5| 0,02 -0,09 -0,70

6 0,03 -0,14 -0,70 -
7] 0.0 o1 070 velocidade vy(t) vs. tempo
| 8| 0,05 -0,23 -0,71
E 0,06 -0,27 -0,71
10 0,07 -0,32 -0,71
| 11 0,08 -0,36 -0,72
12| 0,09 -0,40 -0,72
| 13 0,10 -0,43 -0,72
| 14 0,11 -0,47 -0,73
| 15| 0,12 -0,50 -0,73
| 16 0,13 -0,53 -0,74
| 17] 0,14 -0,56 -0,75
| 18] 0,15 -0,58 -0,75
119 0,16 -0,61 -0,76
[ 20] 0,17 -0,63 -0,76
| 21] 0,18 -0,64 -0,77
22 0,19 -0,66 -0,78
| 23] 0,20 -0,67 -0,78
| 24 0,21 -0,67 -0,79 07
| 25| 0,22 -0,68 -0,80
| 26 0,23 -0,68 -0,80
| 27] 0,24 -0,67 -0,81 08 -
| 28| 0,25 -0,67 -0,82
29 0,26 -0,66 -0,82 09
[ 30] 0,27 -0,64 -0,83
| 31] 0,28 -0,63 -0,84
32| 0,29 -0,61 -0,84 -1,0
| 33 0,30 -0,59 -0,85
| 34 031 -0,56 -0,85
| 35| 0,32 -0,54 -0,86
| 36| 033 -0,50 -0,86
37 034 -0,47 -0,87
| 38 0,35 -0,44 -0,87
| 39 0,36 -0,40 -0,88
| 40 0,37 -0,36 -0,88
| 41| 0,38 -0,32 -0,88
| 42| 0,39 -0,28 -0,89

43 0,40 -0,24 -0,89

Figura 38. — Graficos das componentes verticais da velocidade e da posi¢ao em fungao

do tempo do problema do oscilador em duas dimensoes.
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9. Em D4 escreva;
=D3+’ comportamento na vertical’!C3x*tau+
(k/m)* (LO*D3/ ((C372)+(D372)) ~(1/2)-D3) ¥tau~2+g*tau”2;

10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 503;
11. Construa o grafico: posi¢ao x(t) vs. posigao y(t).

A figura [39 mostra o resultado obtido, considerando-se vOx = 0, vOy = 0, x0 = 0,1 m,
yO=-0,7m,m=0,5kg, g=-10m/s? LO=0,6m e k =25 N/m.
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A B | ¢ D F G H J K
1]
| 2 | t x(t) y(t) tau= 0,01 x0= 0,1 g= -10
[ 3] 0 0,10 -0,70 VOX= 0 y0= 0,7 = 25
| 4| 0,01 0,10 -0,70 VOy= 0 m= 0,5 L0= 0,6
[ 5| 0,02 0,10 -0,70
6 0,03 0,10 -0,70
7] 0,04 0,10 0,70 posicao y(t) vs. posicao x(t)
| 8] 0,05 0,10 0,71 -0,60
El 0,06 0,10 0,71
110 0,07 0,10 0,71
[11] 0,08 0,10 -0,72
[ 12] 0,09 0,10 -0,72
[13] 0,1 0,10 -0,72
[14] 0,11 0,09 0,73
[ 15| 0,12 0,09 -0,73
|16 0,13 0,09 -0,74
[17] 0,14 0,09 -0,75 ‘ T ; ‘
m 015 0,09 075 030 020  -0,10 0,00 0,10 0,20 0,30
[19] 0,16 009 076
[ 20 0,17 0,09 -0,76
21 0,18 0,09 -0,77
[22] 0,19 0,08 -0,78
| 23] 0,2 0,08 -0,78
[ 24] 0,21 0,08 -0,79
[ 25 0,22 0,08 -0,80
| 26| 0,23 0,08 -0,80
[ 27] 0,24 0,08 -0,81
[ 28] 0,25 0,07 -0,82
29 0,26 0,07 -0,82
130 0,27 0,07 -0,83
[ 31] 0,28 0,07 -0,84
32 0,29 0,06 -0,84
133] 0,3 0,06 -0,85
[ 34] 0,31 0,06 -0,85
35 0,32 0,05 -0,86
36 0,33 0,05 -0,86
37] 0,34 0,05 -0,87
38 0,35 0,05 -0,87
[39] 0,36 0,04 -0,88
[ 40| 0,37 0,04 -0,88
[ 41] 0,38 0,04 -0,88
| 42| 0,39 0,03 -0,89
43 0,4 0,03 -0,89

Figura 39. — Trajetoria de uma massa presa a uma mola: oscilador em duas dimensoes.
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