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RESUMO

Uma Mecanica discreta
para o ensino

Servio Tulio Lunguinho de Sousa

Orientadores:
Filadelfo Cardoso Santos

Vitorvani Soares

Resumo da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pos-Graduagao em Ensino
de Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos

requisitos necessarios a obtenc¢ao do titulo de Mestre em Ensino de Fisica.

Na Mecanica estudada no Ensino Médio, frequentemente os alunos estudam uma série
de problemas de movimentos sem resolvé-los. Isso se deve ao fato de a segunda lei de
Newton ser um tipo especial de equacao, cuja solucao depende de uma série de regras de
calculo que nao esta presente nos contetidos estudados no Ensino Médio. Nosso trabalho
propoe regras de discretizagdo do movimento que permitem a obtencao de solugoes para
problemas de dindmica a partir da aplicacao da segunda lei de Newton. Estas regras sao
acessiveis aos alunos do Ensino Médio e permitem solucionar problemas tradicionais e os
nao tao tradicionais que nao sao abordados nos livros didaticos utilizados neste nivel de
ensino. Apresentamos as solu¢oes dos problemas que permitem a construgao de graficos
pelos proprios alunos. Para a construcao dos gréaficos, pode-se utilizar calculadora e papel
milimetrado ou computadores. Neste trabalho usamos o Excel para construir os graficos
apresentados nas figuras. Se o professor privilegiar o uso de computador serd necessaria a
utilizagao de um programa que permita a geragao dos valores das grandezas envolvidas no
estudo do movimento, a partir das solugdes obtidas pelos alunos ao aplicarem a segunda

lei de Newton, e que também construa os graficos com os valores obtidos.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Cinematica, Mecanica Discreta.

Rio de Janeiro
Outubro de 2013
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ABSTRACT

A discrete Mechanics
for an undergraduate course

Servio Tulio Lunguinho de Sousa

Supervisors:
Filadelfo Cardoso Santos

Vitorvani Soares

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Pés-Graduagao em Ensino de Fisica,
Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in partial fulfillment of the

requirements for the degree Mestre em Ensino de Fisica.

The study of Mechanics in Brazilian High Schools often involves studying a series of
problems of movement without really solving them. This is due to the fact that Newton’s
Second Law is a special type of equation, whose solution depends on a series of calculus,
which is not present in the High Schools curricula. In this thesis, we propose rules of
discretization of movement that allow us to obtain solutions to problems of Dynamics by
applying Newton’s Second Law. These rules are accessible to high school students and
allow us to solve both traditional and not so traditional problems that are presented in
High School syllabus. We present the solutions to these problems that allow the students
themselves to draw the graphics. In order to draw the graphics, we can use calculators
and graph papers or even a personal computer. In this thesis, we made use of MS Excel
in order to draw the graphics. If the teacher prefers to use computers, software is needed
in order to generate the values of quantities involved in the study of movement, given the

solutions by the application of Newton’s Second Law and in order to draw the graphics.

Keywords: Physics education, Kinematics, Discrete mechanics.

Rio de Janeiro
Outubro de 2013
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1 Introducao

A Fisica discreta pode ser formulada de duas formas: a primeira admite que a propria
natureza do espaco e do tempo é discreta e a segunda surge do resultado de um processo
de discretizacao de relagoes continuas. Em nosso trabalho consideramos apenas a segunda
formulagdo. A experiéncia nos mostra que é possivel estudar uma grande variedade de
problemas fisicos recorrendo a Fisica discreta, sem que haja grandes divergéncias nos
resultados quando comparados com métodos tradicionais. A vantagem é que na Fisica
discreta a algebra envolvida é muito mais simples e permite que analisemos um ntimero
maior de problemas no Ensino Médio.

Concentramos nossa aten¢ao na area da Fisica que estuda o movimento dos corpos:
a Mecanica. Dedicamos uma importancia especial para a Mecanica estudada no Ensino
Médio. Entretanto, as técnicas e métodos de solucao de problemas expostas neste traba-
lho nao se limitam ao universo do Ensino Médio. Entendemos que nossa abordagem se
aplica ao estudo introdutoério da Fisica em segmentos iniciais do Ensino Superior. Como
recorremos a Fisica discreta para o estudo de movimentos, nos sentimos a vontade ao con-
siderar uma Mecéanica discreta. Assim, estudamos problemas de movimento com equacoes
discretizadas, tais como a expressao matematica da segunda lei de Newton e as equacgoes
que definem a aceleracao e a velocidade como grandezas discretas.

No decorrer deste trabalho resolvemos problemas de movimento que, tradicionalmente,
sao estudados no Ensino Médio e outros que nao sdo considerados neste nivel de ensino.
Alguns problemas de Mecéanica sdo abordados no Ensino Médio mesmo sem a obtencao
de uma solugao para o problema. Muitas vezes a solucao do problema e sua representacao
grafica sao dadas aos alunos, sem que haja o envolvimento por parte do estudante com os
processos de solucao e de construcao de suas representagoes graficas. Os alunos, entao,
tém como tarefa decorar as solugOes e suas representacoes graficas, com o objetivo de
resolver questoes encontradas em livros didaticos de Fisica utilizados nas aulas.

No nosso trabalho resolvemos estes problemas aplicando a segunda lei de Newton
discretizada. Portanto, nosso objetivo nesta dissertagao é propor e aplicar um conjunto
de regras de calculo que nos permita resolver problemas de dindmica, seja no contexto do

Ensino Médio ou em segmentos iniciais dos cursos de graduagao.



2 O Ensino Médio

2.1 Introducao

Sao comuns a maioria das pessoas situagdes nas quais criangas relatam que profissoes
querem desempenhar quando crescerem. Algumas revelam que desejam ser médico, advo-
gado, policial e outras almejam ser professor. Nestas situagoes, podemos inferir que essas
criancas tém algum adulto como referéncia. A pratica de buscarmos referéncias para, a
partir dai, delinearmos nossas atitudes é comum e, me parece, intrinseca ao ser humano.
Quando expressamos nossas opinides ou construimos nossos pensamentos e argumenta-
¢oes, normalmente o fazemos pautados por uma informagao ou um conjunto delas. Para
se construir um “novo” conhecimento é necessario que ja exista o “velho”.

Neste momento de minha formacao, no qual ndao disponho de uma quantidade razoéavel
de conhecimento derivado da pratica docente, considero importante ter como referéncia os
Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) (BRASIL, 2000). Estes
Parametros cumprem o duplo papel de difundir os principios de uma reforma curricular
e orientar o professor, na busca de novas abordagens e metodologias.

Partindo de principios definidos pelas Leis de Diretrizes e Bases (LDB) (BRASIL)
1996)), o curriculo do Ensino Médio assume um novo perfil, apoiado em competéncias
bésicas para a insercao de nossos jovens na vida adulta. Tinhamos um ensino descontex-
tualizado, compartimentalizado e baseado no acimulo de informagoes. Ao contrario disso,
a proposta atual é buscar dar significado ao conhecimento escolar, mediante a contextu-
alizagao; evitar a compartimentalizagao, mediante a interdisciplinaridade; e incentivar o

raciocinio e a capacidade de aprender.

2.2 O Ensino Médio segundo os PCNEM

Os ultimos anos tém sido marcados por mudangas no discurso sobre a educagao, o
ensino e o Ensino Médio. Estas mudancas estao sendo acompanhadas por um novo voca-
bulario, que inclui conceitos como contextualizacao, interdisciplinaridade, competéncias
e habilidades. A implantacdo de novas diretrizes que estdo sendo propostas depende do
trabalho de incontaveis professores, em suas salas de aula, nas mais diversas realidades.
Depende, também, de um processo continuo de discussao, investigacao e atuacao, neces-
sariamente permeado do didlogo constante entre todos os envolvidos.

No final de 2002, foram publicados os PCN+ Ensino Médio: Orientacoes Educacionais
complementares aos Parametros Curriculares Nacionais — Linguagens, codigos e suas
tecnologias (PCN+) (BRASIL), 2002). O PCN+ ¢ dirigido aos professores, onde se busca
aprofundar a proposta que foi apresentada nos PCNEM (BRASIL, 2000). Entretanto,
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O PCNEN nao pretende, com isso, impor solugoes pois este mesmo documento sugere
que elas devem ser construidas dentro de cada realidade escolar, por cada professor em
conjunto com a comunidade escolar.

De acordo com o PCN+, o objetivo da escola média deve, nos dias de hoje, estar
voltado para a formacgao de jovens, independente de sua escolaridade futura. Para isto,
é necessario mudar o carater do Ensino Médio, que durante muitos anos foi considerado
cOmo uma preparacao para o ensino universitario, tendo como objetivo tltimo o sucesso
no vestibular. Para que isso ocorra, é necessario fazer mudancas.

Nesse sentido, para estabelecer as condigbes que possam propiciar uma ac¢ao mais
integrada, foi proposta uma organizacao do conhecimento por grandes areas, reunindo
em cada area diversas disciplinas afins. Assim foram definidas trés grandes areas de
conhecimento, para permitir uma maior articulacao das competéncias e conteidos de
diferentes disciplinas: 1) Linguagens e Cddigos (Portugués, Lingua Estrangeira, Artes,
Educagao Fisica, Informética e demais formas de expressao). 2) Ciéncias da Natureza e
Matematica (Biologia, Fisica, Quimica e Matematica). 3) Ciéncias Humanas (Histéria,
Geografia e demais areas das Ciéncias Humanas, como, por exemplo, Psicologia, Sociologia
e Filosofia).

Na busca por um conhecimento mais integrado, cada area nao pode ser considerada
como um dominio de conhecimento isolado das outras dreas. Ainda que a Fisica per-
tenca a area de Ciéncias da Natureza, seu ensino deve também contemplar as dimensoes
da linguagem e conteiido humano-social. Essa ¢ uma das faces da interdisciplinaridade
desejada. Assim, o trabalho de aprendizagem em cada disciplina deve estar atento ao
dominio das outras disciplinas e das outras areas. E para dar conta desta inter-relacao,
em cada disciplina podem ser consideradas trés dimensoes. No caso da Fisica, uma delas,
diz respeito a investigacao e compreensao propriamente dita dos fenémenos fisicos. A
outra, para expressar a relagao da Fisica com a area de linguagens e codigos, diz respeito
a questoes relativas a representacao e comunicacao em Fisica. Finalmente, para estabele-
cer com mais clareza a relacao da Fisica com as Ciéncias Humanas, ha que considerar-se
a contextualizacao socio-cultural dos conhecimentos cientificos. Essas dimensoes devem
estar presentes de maneira integrada durante as aulas de Fisica.

O vasto conhecimento relacionado ao estudo da Fisica impoe a necessidade de se fazer
escolhas quando se pensa em determinar os contetiddos que devem estar presentes no Ensino
Médio. Para isso, seria necessario pensar em quais critérios utilizar. Concordando com
o PCN+, deve-se tomar como referéncia o que precisara um jovem para atuar e viver
solidariamente em mundo tecnoldgico, complexo e em permanente transformacao. Assim,
os critérios bésicos referem-se ao que o jovem deve saber e saber fazer, as competéncias em
Fisica que devem ter para lidar com o seu dia-a-dia , suas aspiragoes e o seu trabalho. Ou
seja, privilegiar competéncias e habilidades. Entretanto, essas escolhas dependem de cada

realidade escolar, e os critérios para estabelecé-las devem levar em conta os processos e
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fenémenos fisicos de maior relevancia no mundo contemporaneo, além de procurar cobrir
diferentes campos de fend6menos (Mecénica, Termologia, Optica e Eletromagnetismo) e
diferentes formas de abordagem.

A discussao sobre as competéncias e os conhecimentos a serem promovidos nao pode
ocorrer dissociada da discussao sobre as estratégias de ensino e aprendizagem a serem
utilizadas em sala de aula, pois sao essas estratégias que expressam o que se deseja pro-
mover. As mudancas esperadas para o Ensino Médio se concretizam na medida em que
as aulas deixam de ser apenas “quadro negro e giz”. E necessario que os conhecimentos
se apresentem como desafios cuja solugao, por parte dos alunos, envolve mobilizacao de
recursos cognitivos, investimento pessoal e perseveranca para uma tomada de decisao.

Mesmo reconhecendo a complexidade da questao, serda sempre possivel apresentar
alguns exemplos, com o objetivo de reforcar o objetivo ultimo que se deseja do trabalho
escolar, no que diz respeito mais de perto ao fazer da Fisica. O conjunto de ideias aqui
resumidas é apenas um ponto de partida para uma nova forma de encarar a presenca da

Fisica na escola média.

2.3 A Fisica no Ensino Médio

De acordo com o PCN+, a presenca do conhecimento de Fisica na escola média ga-
nhou um novo sentido a partir das diretrizes apresentadas nos PCNEM. Nesta etapa da
formagao dos estudantes, a Fisica deve apresentar-se como um conjunto de competéncias
especificas que permitam perceber e lidar com os fendmenos naturais e tecnologicos, pre-
sentes tanto no cotidiano mais imediato quanto na compreensao do universo distante, a
partir de principios, leis e modelos por ela construidos. Isso implica, também, a introdu-
¢ao a linguagem prépria da Fisica, que faz uso de conceitos e terminologia bem definidos,
além de suas formas de expressao que envolvem, muitas vezes, tabelas, graficos ou relagoes
matematicas.

No entanto, as competéncias para lidar com o mundo fisico ndo tém qualquer sig-
nificado quando trabalhadas de forma isolada. Competéncias em Fisica para a vida se
constroem em um presente contextualizado, em articulacao com competéncias de outras
areas, impregnadas de outros conhecimentos. Elas passam a ganhar sentido somente
quando colocadas lado a lado, e de forma integrada, com as demais competéncias deseja-
das para a realidade dos alunos.

Tradicionalmente, a selecao dos temas a serem abordados no ensino de Fisica tem sido
feita em termos de conceitos considerados centrais em areas de fendmenos de natureza
fisica diferentes, delimitando os contetidos de Mecénica, Termologia, Otica e Eletromag-
netismo. Nesta proposta, os critérios de selecao para definir os contetidos a serem traba-
lhados restringem-se ao conhecimento e a estrutura da Fisica, sem levar em consideracgao

o sentido mais amplo da formacao desejada.
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Esse sentido emerge na medida em que o conhecimento de Fisica deixa de constituir
um objetivo em si mesmo, mas passa a ser compreendido como um instrumento para a
compreensao do mundo. Nessa perspectiva, o conhecimento de Fisica passa a ser, para os
estudantes, uma ferramenta a mais em suas formas de agir e pensar.

Os critérios que orientam a a¢ao pedagdgica deixam, portanto, de tomar como referéncia
primeira “o que ensinar de Fisica”, passando a centrar-se em “para que ensinar Fisica”, ex-
plicitando a preocupacgao em atribuir ao conhecimento um significado no momento mesmo
de seu aprendizado.

Esse objetivo mais amplo requer, sobretudo, que os jovens adquiram competéncias
para lidar com as situagdes que vivenciam ou que venham vivenciar no futuro. Nada
mais natural, portanto, que substituir a preocupacgao central com os contetidos por uma
identificacao das competéncias que, se imagina, eles terao necessidade de adquirir em seu
processo de escolaridade Média.

Mas como identificar as competéncias desejadas? A resposta para esta pergunta passa
a ser o problema central quando se pensa na formulagao dos contetidos. Caberd sempre ao
professor, dentro das condigoes especificas nas quais desenvolve seu trabalho, em funcao do
perfil de sua escola e do projeto pedagogico em andamento, selecionar, priorizar, redefinir

e organizar os objetivos em torno dos quais faz mais sentido trabalhar.

2.4 A Mecéanica no Ensino Médio

A Fisica, no inicio de seu desenvolvimento, era considerada a ciéncia que se dedicava
a estudar todos os fendmenos que ocorrem na natureza. A palavra Fisica provém da pa-
lavra grega @uois, que significa natureza. Dai ter sido esta ciéncia, durante muitos anos,
denominada “Filosofia Natural”. Entretanto, a partir do século XIX, a Fisica restringiu
seu campo, limitando-se a estudar profundamente um menor nimero de fenémenos, de-
nominados “fendmenos fisicos” ( fendmenos mecanicos, térmicos, elétricos e luminosos) ,
e os fendmenos que dela se destacaram deram origem a outras ciéncias naturais.

Segundo Maximo e Alvarenga| (2005a)), no inicio do desenvolvimento das ciéncias,
os nossos sentidos eram as fontes de informacao utilizadas na observagao dos fendme-
nos que ocorrem na natureza. Por isso mesmo o estudo da Fisica foi se desenvolvendo,
subdividindo-se em diversos ramos, cada um deles agrupando fendmenos relacionados
com o sentido pelo qual eles eram percebidos. Entao surgiram: A Mecénica, o Calor, os
Movimentos Ondulatérios, a Otica, a Eletricidade, o Magnetismo e a Fisica Moderna.

A Mecéanica, que é o que de fato nos interessa neste trabalho, é o ramo da Fisica que
estuda os fendmenos relacionados com o movimento dos corpos. Assim, estamos tratando
com fenémenos mecanicos quando estudamos o movimento de queda de um corpo, o
movimento dos planetas, ou a colisao de dois automéveis, por exemplo.

No Ensino Médio, o estudo da Mecanica é dividido em duas etapas: o estudo da
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Cinematica e o estudo da Dinamica. Ao estudar Cinemaética, o objetivo é descrever os
movimentos dos corpos, sem a preocupacao de entender suas causas. Assim, tornam-se
essenciais as definigdes de grandezas fisicas como velocidade e aceleracao. Ja no estudo
da Dinamica, o objetivo pretendido é estudar as causas dos movimentos dos corpos. Para
isso, sao estudadas as “Leis do Movimento” e suas aplicacoes.

Os primeiros movimentos estudados na Cinematica sao os movimentos retilineos uni-
forme e uniformemente variado, ambos em uma dimensao. Como ja foi mencionado, nesta
etapa é necessaria a introducao dos conceitos de velocidade e aceleracao. Os livros dida-
ticos frequentemente adotados nos cursos de Fisica no Ensino Médio geralmente valem-se
de exemplos, presentes no cotidiano dos alunos, para introduzir o conceito de velocidade.
Consideremos o seguinte exemplo (MAXIMO; ALVARENGA| [2005a) p. 43): Conside-
rando que um carro que se desloca em linha reta em uma estrada percorre uma distancia

d durante um intervalo de tempo t, a velocidade média do carro é definida por meio de

d
VUméd — Z (21)

Esta definicao de velocidade, que é muito utilizada na resolucao de problemas de
movimento no Ensino Médio, limita o estudo de diferentes tipos movimentos. Se sabemos
que a velocidade média de um corpo é de 80 km/h, ndo sabemos a diregao e o sentido
do seu movimento e mesmo supondo que seu movimento seja retilineo nao poderiamos
determinar sua posicao final. Os exemplos abaixo ilustram essas limitacoes.

Exemplo 1: Uma particula percorre 20.0m em 2.0s para leste e uma segunda parti-
cula percorre 20.0m em 2.0s para o norte. Os movimentos ocorrem em direcoes distintas

mas, nos dois casos, as velocidades definidas como em ([2.1]) sdo iguais a

20.0m
2.0s

Uméd =

=10m/s

A figura [1] ilustra este exemplo.

Exemplo 2: Neste exemplo vamos considerar uma particula A que cai verticalmente
de uma altura h e outra, B, que é lancada verticalmente para cima e alcanca a mesma
altura h. Se as duas particulas percorrem a mesma distancia d = h no mesmo intervalo
de tempo, entao as duas particulas tém a mesma velocidade média, a despeito de os
movimentos das duas particulas serem diferentes. A figura [2 representa esta situacgao.

A velocidade média da particula A (va meqa) vale

h  50m
méd = & = = 5.0
PAmE =T 0 m/s
e a velocidade média da particula B (v meq) vale
h  50m
md = © = 2 = 5.0
YBmed =T 70, m/s

Exemplo 3: Neste exemplo, considere a situagdo mostrada na figura 3]
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Norte

. t=2,0s
gv
d=20,0m
t,=0s t=20s
\Y
. t,=0s . O— .
d=20,0m l
Oeste Leste

Sul

Figura 1. — Duas particulas em movimento: Uma com movimento horizontal, de Oeste
para Leste e outra com movimento vertical, de Sul para Norte.

__. t=10s t0=05.__

v
h=50m h=50m
¥

ty,=0s t=10s

Figura 2. — Duas particulas em movimento na diregdo vertical. A particula B de baixo
para cima e a particula A de cima para baixo.
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t,=0s t,=10h t, = 40 min
A B C
0 km 60 km 100 km

=0s t =35 min t=10h

o==: &> . &5

Figura 3. — Carros I e II em movimento. O carro I parte da cidade A, vai até a cidade
C e, depois, para a cidade B. O carro II parte da cidade A e vai até a cidade D.

Chamemos de carro I, um carro que parte da cidade A e segue em linha reta até chegar
em uma cidade C', percorrendo 80.0 km em 40.0 min. Em seguida este mesmo carro parte
da cidade C' e vai até a cidade B, percorrendo 20.0km em 20.0 min. Entao, de acordo
com a equagao ([2.1)), a velocidade média do carro I na viagem vale

80km + 20 km
40 min + 20 min

Agora consideremos um outro carro, chamemos de carro Il |, que parte da cidade A

= 1.0 x 10*km/h.

Ul méd =

no mesmo instante que o carro I. O carro I, seguindo sempre em linha reta, vai até uma
cidade D, percorrendo 100.0 km em uma hora. Portanto, a velocidade média do carro II

vale

100 km
1.0h
Entao, podemos perceber que as velocidades média dos dois carros sao iguais, apesar de

VIl med = = 1.0 x 10°km/h.

os dois carros se movimentarem de formas diferentes. Novamente, conhecer o valor das
velocidades médias dos carros I e II ndo nos permite diferenciar suas trajetorias.

Com o objetivo de eliminar as limitacoes conceituais apontadas, consideramos opor-
tuno escrever a partir de agora a velocidade média de uma particula em termos de co-
ordenadas cartesianas. Para descrever um movimento, precisamos em primeiro lugar de
um referencial que, no caso unidimensional, é simplesmente uma reta orientada, em que
se escolhe a origem 0. A posi¢gdo de uma particula em movimento no instante ¢ é descrita
pela abscissa correspondente z(t). Consideremos uma particula que se desloca em linha
reta e que no instante t; situa-se na posigao z(t;) = x; e no instante ¢, ocupa a posi¢ao
z(ts) = x5, como representado na figura [

Entao, podemos definir a velocidade média da particula como:

Ty -1 Az

ot AL (22)

Uméd =
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X

X2

Figura 4. — Uma particula se movimenta em linha reta no sentido positivo da reta
orientada. Ela ocupa a posi¢do x1 no instante ¢; e a posicdo z9 no instante to.

Comparando essa defini¢ao de velocidade com aquela dada pela equagao (2.1)), vemos que
a principal diferenca estd no fato de considerarmos o deslocamento Az e nao a distancia
percorrida pela particula. Desse modo, a velocidade dada pela equagao pode ser
positiva (quando x5 for maior que x1) ou negativa (quando xs for menor que z), o que
nao ocorre com a definicao dada pela equacgao , que torna a velocidade uma grandeza
nao algébrica, ou seja, sempre positiva.

Se construirmos um grafico z(t) vs. t, a velocidade escalar média serd a inclinagao da

reta que une os pontos (t1,x1) e (ta, x2). Observe a figura .

X

. s
(t,,%,)

AX=X2—X1

(ty,X,)

At=t,-t;

Figura 5. — Representagao grafica da velocidade média no intervalo de tempo At.

Mas qual a velocidade em ¢;?7 Ou seja, qual é a velocidade instantanea no instante
t = t1. Observando a figura [6] que ¢ o gréafico (t) vs. ¢ do movimento de uma particula,

podemos constatar que quanto consideramos intervalos de tempo sucessivamente menores,
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comecando em t1, a velocidade média para o intervalo se aproxima da inclinacao da reta

tangente ao grafico no ponto (¢, z1).

X / y o

[ Z

Figura 6. — Representagao grafica da velocidade instantadnea em um instante de tempo
t. A reta de maior inclinagdo, em preto, é a reta tangente no ponto (¢1,x1).

Portanto, a velocidade instantanea em t¢; é definida como a inclinagao da reta tangente
ao grafico no ponto (t1,x1). Em outras palavras, a velocidade instantdnea é um caso
limite da velocidade média, que surge quando consideramos intervalos de tempo muito
pequenos. Além da discussao acerca da representacao grafica da velocidade instantanea,
podemos ir além na abordagem deste conceito usando um exemplo comum no Ensino
Médio. Consideremos o problema de movimento de um corpo que cai em queda livre. A

equacao horaria do movimento da particula que parte do repouso é dada por
_ Y92 2
2(t) = —5t* = 5%, (2.3)

onde consideramos g = 10 m/s?. Se usarmos a expressao ([2.3)) para calcularmos as posi¢oes

e em seguida usarmos os resultados, poderemos obter a velocidade escalar média entre os

instantes considerados. Vamos considerar a notagao vy,sq = v. Vamos ao trabalho:
z(1,1) —z(1,0)  —5(1,1)% + 5(1,0)?

o - — — 105
V1,01,1 AL 1 1-1.0 m/s,

onde usamos At = 0.1s. Agora vamos fazer o mesmo procedimento para intervalos de

tempo ainda menores:

2(1,01) — z(1, 00)
1,01 — 1,00
2(1,001) — z(1,000)
1,001 — 1,000

U1,00-51,01 = = —10.05m/s,

= —10.005m/s.

U1,000—1,001 =
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Continuando para um intervalo de tempo arbitrario At , temos

o(t+At) —a(t) =5+ At)? + 5t?

VistrAt = At A ;

_ —5(t% + At? + 2tAt) + 5t*

Vist+At = At s

_ —5t2 — 5At2 — 10tAt + 52

Vt—st+At — Al = —H5At —10¢. (24)

Se considerarmos intervalos de tempo cada vez menores de modo que possamos con-

siderar At ~ 0 , podemos escrever a relagdo (2.4 da seguinte forma
v(t)=—-10t¢

e, deste modo, temos que

v(1,0) = —10m/s, (2.5)

que ¢é a velocidade instantanea da particula no instante t = 1.0s.

O conceito de velocidade instantanea é de fundamental importancia no estudo da
Mecanica. Entretanto, podemos observar que este conceito é tratado forcosamente de
maneira muito superficial no Ensino Médio. Esta superficialidade se deve a dificuldades
como, por exemplo, a auséncia de nogao sobre limite por parte dos estudantes deste nivel
de ensino.

A aceleragao escalar média é definida como a variacao da velocidade de um corpo em
um determinado intervalo de tempo. Assim, se um corpo tem velocidade v(t;) = v; em
um instante ¢;e velocidade v(t3) = vo em um instante ¢, , a expressao matemética para a

aceleragdo média do corpo no intervalo de tempo At =ty —t; é

Vg — Vg
Amed =
Tyt
e, portanto,
Av
Améd — ——- 2.6
4TA (26)

Se construirmos um grafico v(t) vs. t, a aceleragao escalar média serd a inclina¢ao da
reta que une os pontos (t1,v1) e (ta, v2). Observe a figura

Devemos notar que os valores das velocidades na expressao sao os valores das ve-
locidades instantaneas do corpo nos instantes mencionados. Neste momento, ja podemos
perceber a importancia do conceito de velocidade instantanea. O conceito de aceleracao é
fundamental para a definicao de forga, conceito fundamental que esta presente na segunda
lei de Newton.

Em uma dimensao, a forma matematica da segunda lei de Newton é dada por
F =ma,

onde F' é a resultante da soma algébrica de todas as forgas, cuja direcao é a mesma do
movimento, que agem sobre um corpo que adquire uma aceleragao instantanea a. O con-

ceito de aceleracao instantanea raramente é tratado nos livros de Fisica do Ensino Médio.
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V2
(t,,v,)

AV=v,-v,

(ty,vy)

At=t,-t,

Figura 7. — Representacao grafica da aceleracdo média no intervalo de tempo At.

Por isso a maior parte dos problemas de Mecéanica estudados sao aqueles que envolvem
aceleragao nula ou constante, para os quais a aceleragao escalar média é igual a aceleracao
instantanea em qualquer instante. A representacao grafica do conceito de aceleragao ins-
tantanea é semelhante a da velocidade instantanea. A figura [§| é a representagao grafica

das velocidades de uma particula em funcao do tempo.

“ / Y -

Vi

Figura 8. — Representagao grafica da aceleracdo instantdnea em um instante de
tempo t. A reta de maior inclinagdo, em preto, é a reta tangente no ponto (t1,v1).

A medida que consideramos intervalos de tempo sucessivamente menores, a partir de
t1, a inclinagao da reta correspondente ao intervalo se aproxima da inclinacao da reta
tangente a curva no ponto (t;,v1). Portanto, a aceleragdo instantanea em t; é definida
como a inclinagdo da reta tangente ao grafico no ponto (t1,v1). Em outras palavras, a
aceleragao instantanea ¢ um caso limite da aceleracao média, que surge quando conside-

ramos intervalos de tempo muito pequenos. A semelhanca nas defini¢des de velocidade e
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aceleracao instantaneas se deve ao fato de ambas serem taxas de variagdo temporal. Ou
seja, a velocidade instantanea é uma taxa de variagdo da posicao em relagdo ao tempo e
a aceleragao instantanea ¢ uma taxa de variacao da velocidade em relacao ao tempo.

Se uma particula se desloca em linha reta a partir de uma posigao x(ty) = o com

velocidade constante, podemos calcular sua posicao em qualquer instante aplicando a

expressao (2.2):

_x(t) — o
Umeéd = ‘ to
e, portanto,
z(t) = xo + v(t — ty), (2.7)

onde a velocidade tem o mesmo valor em todos os instantes. A equagdo (2.7) é uma
equagao linear e sua representagdo grafica no plano z(t) vs. ¢t é uma reta, cuja inclinagao

é igual ao valor da velocidade. Observe a figura [9]

Figura 9. — Gréfico da posigdo em funcdo do tempo para um moével em movimento
retilineo e uniforme.

A representagao grafica da velocidade em funcao do tempo estd representada na fi-
gura [I0]

Neste momento consideramos oportuno chamar a atencao dos alunos para um aspecto
interessante: o deslocamento da particula é numericamente igual a area sob o grafico
da velocidade no intervalo de tempo considerado. De acordo com a equacao , 0
deslocamento total é dado por

AT = vpea(t — to)
e, portanto, como vygq = v,
Az = v(t —to),

que é equivalente a calcular a area do retangulo de lados t — ty e v. Podemos generalizar
essa idéia considerando o grafico das velocidades de uma particula cujo movimento nao

seja uniforme. Observe a figura [11]
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Vo ®

Figura 10. — Grafico da velocidade em fung¢ao do tempo para um maével em movimento
retilineo e uniforme.

Figura 11. — Grafico da velocidade em func¢do do tempo para uma particula em movi-
mento. As areas preenchidas sdo numericamente iguais aos deslocamentos da particula
nos intervalos de tempo correspondentes.

Na figura [I1], a drea sob o gréifico da velocidade em func¢ao do tempo, limitada pelo
intervalo de tempo At = t3 — ty, esta dividida em trés retangulos coloridos, cujas areas
correspondem a maior parte da area sob o grafico, e em uma area nao preenchida, que
corresponde a menor parte da area sob o grafico. A area de cada retangulo é numeri-
camente igual ao produto entre a velocidade e o intervalo de tempo correspondente ao
retangulo. Ou seja, a area de cada retadngulo equivale ao deslocamento no intervalo de
tempo correspondente. Ao somarmos as areas dos retangulos estaremos calculando o des-
locamento aproximado no intervalo de tempo que limita a area total sob a curva. Assim,
se somarmos as dreas vermelha, amarela e verde da figura [I1] estaremos calculando o

deslocamento aproximado no intervalo de tempo At = t3 — t;. Esta aproximagao tende
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para um valor exato a medida que consideramos intervalos de tempo cada vez menores.
Se observarmos a figura [I2] podemos concluir que a medida que consideramos intervalos
de tempo cada vez menores, a area sob o grafico da velocidade em funcao do tempo vai
sendo preenchida por retangulos cujas areas equivalem ao deslocamento no intervalo de

tempo considerado.

/

A =]

Figura 12. — Representacao grafica da velocidade em fungdo do tempo para o movi-
mento de uma particula. A medida que se considera intervalos de tempo cada vez
menores, a area sob a curva vai sendo preenchida. Quando este intervalo de tempo
tende para zero, o deslocamento da particula equivale a drea sob a curva limitada por
to € t3.

Considere agora uma particula que se encontra em movimento retilineo uniformemente
variado com aceleragao a. No instante ¢y, a particula tem velocidade vy e no instante t;
tem velocidade vf. O grafico da velocidade em fungao do tempo sera aquele representado
pela figura [13|

A 4rea sob o grafico é igual a drea de um trapézio, cuja a base maior é igual a (vo+aAt),

a base menor é igual a vy e a altura é igual a At
. Vo + v
Area do trapézio = <[);_f> At.

Como a area sob o grafico é igual ao deslocamento da particula no intervalo At |
podemos escrever, de acordo com a equagao ([2.2)),

UmédAt =Azr = <IUO—2i_Uf> At

e, portanto, temos

Uméd — UO;—Uf (28)

A equagao ([2.8) é védlida apenas para movimentos uniformemente variados. Podemos

ainda estabelecer as relagdoes que nos permitem calcular as velocidades e as posi¢oes da
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Vi

V-V =aAt

At=t,-t,

Figura 13. — Grafico da velocidade em funcdo do tempo de um corpo em movimento
retilineo uniformemente variado.

particula para qualquer instante. De acordo com a equagao ({2.6)), temos

v(t) — v
o t—to
e, portanto, obtemos
v(t) = v+ a(t — to). (2.9)

Olhando para o grafico representado na figura [13| e aplicando as equagdes (2.2) e ([2.8]),

temos
x(t) —x0 v+ vy +a(t —to)

Uméd = =
d t—to 2

2(t) = o + vo(t = to) + 5(t — to)? (2.10)

onde zq e vy sdo, respectivamente, a posicao e a velocidade da particula no instante tg.

Até o presente momento de nossa abordagem tratamos apenas de movimentos uni-
dimensionais. Para o estudo de movimentos em mais de uma dimensao necessitamos
introduzir o conceito de vetor, pois os deslocamentos espaciais sao vetoriais e, portanto,
a velocidade e a aceleracao também sao grandezas fisicas vetoriais. Vamos nos restringir
ao estudo de movimentos em duas dimensoes.

Quando uma particula se movimenta, seu deslocamento tem nao apenas uma direcao
no espaco, mas também uma magnitude. A grandeza que fornece a distancia em linha reta
entre dois pontos do espaco, bem como sua orientacao, ¢ um segmento de reta chamado
vetor deslocamento. Ele é representado graficamente por uma seta cuja orientagdo é a
mesma do vetor deslocamento e cujo comprimento é proporcional & magnitude desse vetor.

Na figura [I4] uma particula descreve a trajetéria representada. Em um instante qual-

quer ela se encontra no ponto A e em outro instante se encontra no ponto B. O vetor



Capitulo 2. O Ensino Médio 17

B(x,,Y,)

AlXy,Y4)

Figura 14. — Representacao grafica do vetor deslocamento.

deslocamento da particula é representado graficamente pela seta que tem a mesma di-
regao da reta r, que une os pontos A e B, e que tem magnitude (ou médulo) igual ao
comprimento da seta. Além da direcao e do médulo, o vetor deslocamento sempre indica
um sentido para o movimento que, no caso da figura é o sentido que vai de A para B.

O vetor posicao de uma particula é um vetor desenhado da origem de um sistema
de coordenadas até a posigdo da particula. Para uma particula no ponto (x,y), o vetor
posicao 7 é

F=x1+ Y7,

onde ¢ e ] sdo vetores unitdrios, cujos médulos sdo iguais a um. A direcdo e o sentido
do vetor unitério ¢ sdo a direcdo e o sentido positivo da reta dos z, respectivamente. A
direcdo e o sentido do vetor unitdrio ) sdo a direcdo e o sentido positivo da reta dos vy,
respectivamente. A figura mostra a trajetéria de uma particula. No instante ¢; a
particula esta em P, com vetor posicdo 71; em t9, a particula encontra-se em P, com
vetor posicao 75. A variacao na posicao da particula é o vetor deslocamento A7’ = 75 — 7.

A razao entre o vetor deslocamento e o intervalo de tempo At = t5 — t; é o vetor

velocidade média .
. JANG

VUméd = Kt

Esse vetor possui a mesma orientagao do vetor deslocamento. Observe que o moédulo

(2.11)

do vetor deslocamento ¢ menor do que a distancia percorrida ao longo da curva, a menos
que a particula esteja se movendo em linha reta. Entretanto, ao se considerar intervalos
de tempo cada vez menores, o médulo do deslocamento tende a ser igual a distancia
percorrida ao longo da curva, e sua direcao tende a ficar tangente a curva no inicio do
intervalo. Observe a figura [16]

A direcao da reta tangente a curva em P; coincide, por definicdo, com a direcao do

vetor velocidade instantanea. O vetor aceleracao média é definida como a razao entre a



Capitulo 2. O Ensino Médio 18

Y P, emt,

— P,emt,
Ary

P

Figura 15. — Representacao grafica do vetor variacdo da posicao.

Figura 16. — Representacao grafica do vetor velocidade instantanea. A direcdo do
vetor velocidade instantanea coincide com a direcdo da reta tangente no ponto Pj.

variacao do vetor velocidade instantanea A e o intervalo de tempo correspondente a esta
variagao A

. U

Tmid = 37 (2.12)
Da mesma forma que o vetor velocidade instantanea é um limite para o vetor velocidade
média, o vetor aceleracao instantanea ¢ o limite do vetor aceleragao média, que surge a
medida que tomamos intervalos de tempo sucessivamente menores.

O estudo da Dinamica, no Ensino Médio, tem como assunto central o estudo e as
aplicagoes das “Leis do Movimento”, como sao chamadas as trés leis basicas da Meca-
nica, formuladas pelo famoso fisico e matemaético Isaac Newton em sua obra Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, publicada em 1687.

Ao estudar os principios da Mecanica, Newton se baseou em estudos de grandes fisicos
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que o precederam, entre eles Galileu. A primeira lei de Newton nada mais é do que uma
sintese das idéias de Galileu relativas a inércia e, por isso, também é denominada lei da
inércia de Galileu.

Primeira lei de Newton (Lei da inércia de Galileu)l} Todo o corpo mantém
o seu estado de repouso ou de movimento uniforme segundo uma linha recta, se nao for
compelido a mudar o seu estado por forgas nele impressas (NEWTON| 2010).

A segunda lei de Newton é uma das leis béasicas da Mecanica, sendo utilizada na
analise dos movimentos que observamos préximos a superficie da Terra e no estudo dos
movimentos dos corpos celestes. O préprio Newton a aplicou ao desenvolver seus estudos
dos movimentos dos planetas, e o grande sucesso alcangado constituiu uma das primeiras
confirmacoes desta lei.

Segunda lei de Newton. A mudanca no movimento é proporcional a forca motora
impressa e faz-se na direccao da linha recta segundo a qual a forca motora é impressa
(NEWTON] 2010).

A forma matematica da segunda lei de Newton é
F=md, (2.13)

onde F é o vetor forca, que resulta da soma vetorial de todas as forcas que agem no
corpo de massa m e a € o vetor aceleragao instantanea que o corpo adquire. O conceito
de aceleracao instantanea raramente é mencionado nos livros de Fisica destinados ao
Ensino Médio. Por isso os problemas de movimento resolvidos aplicando-se a segunda
lei de Newton sao muito simples e idealizados. Como ja foi mencionado, estes problemas
restringem-se a aceleracoes nulas ou constantes. Acreditamos que esse tratamento dado
a Mecanica cria dificuldades conceituais e légicas e impossibilita a resolugdo de varios
problemas da Mecanica que tém ampla visibilidade na experiéncia diaria dos alunos.

Em seus estudos de Mecénica, Newton percebeu que as forcas sempre aparecem como
resultado da interacao de dois corpos. Além disso, Newton constatou que, na interacao
de dois corpos, as forcas sempre aparecem aos pares: para cada agdo de um corpo sobre
o outro, existirda sempre uma reacao igual e contraria deste outro corpo sobre o primeiro.

Terceira lei de Newton. A toda a ac¢ao opoe-se sempre uma igual reaccao. Isto é,
as acgbes mutuas de dois corpos um sobre o outro sdo sempre iguais e opostas (NEWTON|
2010).

Nesta secao nosso objetivo é mostrar, de forma resumida, como estd estruturada a
Mecanica no Ensino Médio. Entretanto, gostariamos de nos restringir daqui para frente
ao que de fato nos interessa para este trabalho. O que almejamos é propor o método
da discretizacdo de func¢des como ferramenta para solucionar problemas de movimento
que nao sao estudados na Mecénica no Ensino Médio, devido as complicaces conceituais

e matematicas oferecidas por estes problemas. Diante desta configuracao, consideramos

1 Mantivemos a grafia original portuguesa do padre J. Resina Rodrigues.



Capitulo 2. O Ensino Médio 20

importante comentar sobre problemas de movimento que sao resolvidos e os que nao sao
resolvidos no contexto do Ensino Médio atual.

Quando um corpo cai livremente sob a acao de seu préprio peso, dizemos que este
corpo esta em queda livre e seu movimento é retilineo e uniformemente variado, com
a = —g, onde g é a letra usada para representar a aceleracao da gravidade. Portanto,
o problema de movimento de qualquer corpo em queda livre estara resolvido se forem
dadas as condigbes iniciais do problema, y(tg) = yo € v(ty) = vo. A solugdo serd dada pela
relacao , com y(t) representando a posigao do corpo no instante t, a = —g e ty = 0.

Portanto, temos

v(t)=vg—gt

y(t) = yo + vot — %tQ. (2.14)

A velocidade e a aceleracao sao grandezas vetoriais. Entretanto, na analise de mo-
vimentos retilineos a notacao vetorial muitas das vezes é omitida. Ja nas anédlises de
movimentos nao retilineos é necessario que os alunos estejam familiarizados tanto com a
notacio quanto com as operacoes vetoriais. E o que ocorre com a analise de movimentos
obliquos, nos quais é conveniente substituir o vetor posi¢ao do corpo lancado pelas suas
componentes cartesianas. Observe a figura [I7, na qual estdo representados os parametros

relevantes para o estudo deste tipo de movimento pelos estudantes do Ensino Médio.

Y

0 Vox A/2 A X

Figura 17. — Trajetoria de um projétil. O alcance estéd representado por x = A e o
ponto mais alto da trajetoria tem ordenada y = h.

Em qualquer ponto da trajetoria parabdlica o corpo sofre a acao da forca peso, exercida
pela Terra sobre o corpo. Portanto, o corpo tem uma aceleragdo de médulo igual a g , na
direcao vertical e cujo sentido ¢é o sentido negativo do eixo dos y. Logo, no espaco conclui-
se que a componente x da posicao varia uniformemente no tempo e que a componente

y varia parabolicamente. Vamos escrever matematicamente estes conceitos aplicando as
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equagoes ([2.7) e (2.10):
z(t) = o + vou(t — to) (2.15)

g
y(t) = yo + voy(t = to) = S(t = to)”. (2.16)
Se considerarmos xg = yg = 0, quando ty = 0, e substituirmos o vetor velocidade inicial

do corpo por suas componentes cartesianas, teremos

x(t) = (vot) cos a (2.17)
y(t) = (vot) sen o — %t2. (2.18)

Com as equacgoes e , que substituem satisfatoriamente a algebra vetorial
em funcao do tempo, o problema de movimento do corpo lancado de forma obliqua esta
resolvido. Entretanto, gostaria de chamar a atencao neste momento com uma pergunta:
Podemos, ao mesmo tempo, contextualizar problemas deste tipo e resolvé-los com estas
equagoes?

Se observarmos a trajetoria real de uma bola de futebol, apés um chute de um jogador,
e conhecermos o médulo do vetor velocidade inicial e a inclinagao que ele faz com o plano

do campo, o alcance A da bola nao sera dado por
A = (vota) cosa, (2.19)

onde t4 é o tempo que a bola leva para atingir o campo novamente. Isto ocorre porque
nao se considera a acdo do ar sobre a bola durante sua trajetéria. Da mesma forma,
os movimentos dos planetas nao sao estudados de forma consistente no nivel médio, ou
seja, a partir das leis de Newton. As trajetérias dos planetas sao sempre definidas de
acordo com as leis de Kepler, mas quando abordados matematicamente sao tratadas
nao como trajetorias elipticas e sim como trajetorias circulares. Nesta etapa, em geral,
sao apresentadas sem justificativas relagoes matematicas que muitas vezes sao encaradas
de forma desesperadora pelos alunos. Nestas relagoes estao envolvidas grandezas como
periodo, velocidade angular e raios de orbitas.

No estudo do movimento harmonico simples, o inico movimento harmonico estudado
no Ensino Médio, novamente nao se resolve o problema de movimento. As expressoes
envolvendo o periodo, a velocidade, a frequéncia e a frequéncia angular sdo apresentadas
aos alunos e cobra-se que sejam decoradas.

Outros temas fundamentais na mecanica do Ensino Médio sao o conceito de quantidade
de movimento (ou momento linear) e o de energia. A quantidade de movimento ou
momento linear de uma particula de massa m é dado pelo produto entre a massa e o

vetor velocidade instantanea v da particula, p = mu¢. Para um sistema formado por n
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particulas, o momento linear do sistema é dado pela soma vetorial dos momentos lineares
de cada particula que constitui o sistema. A expressao mateméatica para esta definicao é

sis

Um dos principios mais importantes da Fisica, que ja é estudado no nivel médio, é o
da conservagao da quantidade de movimento (MAXWELL, [2010).

Conservacgao da quantidade de movimento. Se a forca externa resultante atu-
ando sobre um sistema permanece nula, a quantidade de movimento total do sistema
relativamente a um sistema inercial permanece constante.

Este principio de conservagao ¢ muito trabalhado no Ensino Médio, sendo aplicado
para a resolugdo de muitos exercicios de Mecanica. As colisdes entre corpos estudadas
neste nivel de ensino sdo um exemplo da aplicacdo deste conceito. Além destes, podemos
encontrar aplicacoes em problemas de movimento de sistemas de corpos como dois patina-
dores que se deslocam sobre uma pista de gelo e em um dado momento de suas trajetérias
se tocam ou, ainda, como uma pessoa se deslocando na superficie de um barco que se
encontra inicialmente em repouso sobre a superficie de um lago ou encostado livremente
em um ancoradouro.

O outro conceito importantissimo estudado é o de energia. Sao varios os tipos de
energia mecanica estudadas no nivel médio, como, por exemplo, a energia de movimento
(ou energia cinética), a energia potencial gravitacional e a energia potencial elastica. O
principio de conservacao de energia mais estudado no Ensino Médio é o de conservagao
da energia mecanica (MAXWELL, 2010)).

Conservacgao da energia mecanica. Se um corpo encontra-se em movimento, em
relacdo a um referencial inercial, sob acdo apenas de forcas conservativas sua energia
mecanica se conserva em relacao a este referencial.

Um conjunto de problemas de movimento sao resolvidos com a aplicacao deste princi-
pio de conservagao. Problemas como o de um corpo em queda livre ou lancado vertical-
mente, ou o de um corpo que se desloca em superficies como um plano inclinado ou que
contém curvas.

No decorrer deste trabalho propomos um método para nao s6 ampliar os problemas
estudados na Mecanica do nivel médio mais também oferecer aos alunos uma ferramenta
para melhorar o entendimento dos contetidos estudados. Podemos estudar fenémenos
complexos usando uma algebra simples, sempre interessados na contextualizagao e na ané-
lise de aspectos que demonstrem as caracteristicas fisicas de cada situacao. Por exemplo,
ao estudarmos o movimento harmonico amortecido, estaremos interessados em mostrar a

natureza periédica e o comportamento grafico do problema.
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3 O Método da discretizacao

3.1 Introducao

Na mecanica a equagdo que descreve o movimento dos corpos ¢é a segunda lei de

Newton, cuja forma matematica é
> F= md, (3.1)

onde Z? é a soma vetorial de todas as forcas que agem sobre o corpo de massa m,
que adquire o vetor aceleracao instantanea @ devido a acao desses forgas. Esta soma
é comumente chamada de resultante das forcas que agem sobre o corpo. Esta forma
matematica da segunda lei de Newton limita o nimero de problemas que podemos estudar
no Ensino Médio. A principal dificuldade estd no fato de a equagao ser, em geral,
uma equacao cuja solugao dependerd da aplicagao de um conjunto de regras de célculo
que nao faz parte dos conteudos estudados no Ensino Médio.

A equacao s6 é resolvida satisfatoriamente no Ensino Médio quando a forca
¢ constante, o que acarreta uma aceleracao também constante. Quando estudamos
problemas de movimento de corpos que se encontram sob a acao de forcas variaveis,
como o problema de um oscilador harménico ou de um corpo em queda que sofre a acao
de forcas resistivas dependentes da velocidade, percebemos as dificuldades matematicas
ao tentarmos encontrar uma funcao que permita calcular as velocidades e as posi¢oes do
corpo em movimento. Vamos tentar ilustrar essa idéia.

Tratemos os problemas citados como problemas unidimensionais, nos quais a posi¢ao é
representada pela letra x. Portanto, aplicando a segunda lei de Newton, podemos escrever

para o oscilador harménico simples
ma = —kx

e, portanto, temos que
k
a+ —x =0, (3.2)
m

onde k£ é uma constante positiva. Para a queda de um corpo na qual se considera a acao
do ar, podemos escrever
ma = —mg — bv.
Desse modo, temos que
b
a+—v+g=0. (3.3)
m
Podemos, também, reescrever a equagao (3.3)) considerando que a forga resistiva exercida
pelo ar sobre o corpo em queda seja proporcional ao quadrado do valor da sua velocidade

em cada instante:

ma = —mg — bv?.
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Assim, temos
b
a+—v"+g=0. (3.4)
m

A solucao de um problema de movimento consiste em encontrar equagoes que relacio-
nem as posigoes e as velocidades do corpo em movimento com o tempo. Se observarmos
a equagao (3.2) podemos notar que quando um oscilador harménico simples muda de po-
sicdo, 0 que caracteriza seu movimento, sua aceleracao se altera. Neste caso, é evidente
que a velocidade do oscilador também estara variando e esta variacao caracteriza uma
variacao na posicao do oscilador. Portanto, podemos concluir que na equacao (3.2)) cada
parcela da soma é caracterizada por uma variagdo na posicao do oscilador.

Para ilustrar este conceito, consideremos um corpo de massa m preso a extremidade de
uma mola de constante eldstica k. Ao ser distendida a mola exerce sobre o corpo uma forca
elastica Fugstica = —kx , onde x é o valor da posi¢ao do corpo em um instante. Aplicando
a segunda lei de Newton ao problema obtemos a equagao , que é a equacao de mo-
vimento de um oscilador harmonico simples. A figura [18] tenta ilustrar o comportamento

do sistema em alguns instantes do movimento.

AR =

= 5 =
AAMAAMAMMAG =

X, 0 X,
“WMMAMMMMA_-

X, 0 X,
AW~

_XD 0 X0

Figura 18. — Oscilador harmoénico.

A solucao do problema consiste em encontrar uma equagao que possibilite calcular
as posigoes e as velocidades da massa em movimento em qualquer instante. Como ja foi
mencionado, os procedimentos que permitem encontrar uma solugao para estes problemas

nao sao simples e nao fazem parte do contetdo estudado no Ensino Médio. As mesmas
idéias podem ser aplicadas as equagoes (3.3)) e (3.4).
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3.2 A velocidade e a aceleragao como grandezas fisicas discretas

Neste momento, nosso desafio consiste em considerar e aplicar um conjunto de regras
de calculo, que ao mesmo tempo sejam acessiveis aos alunos do Ensino Médio e permitam
uma descricao de movimentos de corpos nos quais a aceleracao seja ou nao constante.

Podemos estudar qualquer problema de movimento aplicando as leis da Fisica e consi-
derando a grandeza escalar tempo como uma grandeza discreta. Isto ¢ feito dividindo um
intervalo de tempo qualquer, no qual é observado o movimento de uma particula, em um
numero natural N de intervalos menores. Em nossa abordagem, esses intervalos menores
serao considerados iguais e chamados de passo. Vamos representar o passo com a letra
grega 7. De acordo com estas convengoes podemos escrever uma equagao para o tempo
da seguinte forma:

tn+1 - tn =T
ou

bns1 =ty + T, (3.5)

onde n = 0,1,2,3,...,N. Em palavras, o passo 7 é um intervalo de tempo entre dois
valores discretos do tempo. Podemos ainda explorar essa representagao e obtermos uma

notacao mais simples:

n=20 t1:t0—|-7',
n=1 t2:t1+7',
n:2 t3:t2+7',
n=n-—1 ty =1tn_1+T.

Somando as relagdes acima, temos
t1+t2+t3+"‘+t"71+tn :t0+t1+t2+t3+--'+tn,1+n7,

e podemos concluir que
tn =to + nt. (3.6)

Podemos notar que quanto menor for o valor de 7 menor seré a diferenca entre ¢, e t,
e, consequentemente, estaremos aproximando os instantes t,, e t,,11.

Vamos considerar o movimento retilineo de um corpo e adotar como sistema de refe-
réncia uma reta orientada, como foi feito no Capitulo 2] Observe a figura

A particula representada na figura [19|encontra-se na posicao x, no instante t,, e possui
velocidade v,,. Apds um intervalo de tempo 7 ela encontra-se na posi¢ao ,,1 no instante

tni1 = t,+7 e possui velocidade v, 1. Para problemas de movimento como o representado
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t, Voot t7T

0 Y X

Figura 19. — Duas posi¢bes ocupadas por uma particula em movimento retilineo. No
instante t,, a particula ocupa a posicdo x,, e sua velocidade é igual a v,,. No instante
tnt1, a particula ocupa a posi¢do x,+1 e sua velocidade é igual a v, 1.

na figura, ou seja, problemas unidimensionais, definimos a velocidade discreta da seguinte
forma:

Tny1 — Tn
Upp1 = ——. 3.7
e — (3.7)

Como ja mencionamos, em um problema de movimento a solugao do problema consiste
em equacoes que relacionam as posicoes e as velocidades da particula em movimento com
o tempo. Quando consideramos o tempo como uma grandeza discreta, a solugdo permitira
que calculemos valores discretos das posicoes e, consequentemente, das velocidades.

Vamos analisar a figura 7 que ilustra a defini¢do representada pela equagao . A
figura é o grafico x(t) vs. t do movimento de uma particula que no instante ¢, se encontra
na posicao xg.

Na figura, os valores das posicoes (xg, 21, o, X3, . . ., T,) sdo valores discretos nos ins-
tantes considerados (to, t1, ta,t3,. .., t,), que também sao discretos. Assim, quando consi-
deramos n =0,1,2,..., N temos , de acordo com a equacao (3.7]), os seguintes resultados

para as velocidades:

T1 — Xo X2 — I T3 — X2 Tn+1 — Tn

——— Vg = = cy Upyl =
tl_t07 )

v = V3= ———, ..
! ty — 11 0ty —ty

tn—i—l - tn ‘

Para aplicarmos a segunda lei de Newton é necessario definirmos, assim como foi
feito para a velocidade, a aceleracao, considerando que tanto a grandeza tempo quanto a
grandeza velocidade sao grandezas discretas. Portanto, conforme [D’Innocenzo, Renna e

Rotelli (1987)), definimos a aceleragao da seguinte forma:

Un4+1 — Un

(3.8)

Ay — .
tn+1 - tn

Uma representacao grafica desta defini¢do esta na figura [21]
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X2

Xo

Figura 20. — Valores discretos das velocidades e dos instantes de tempo sdo represen-
tados por pontos no plano tx.

V2

Figura 21. — Valores discretos das velocidades e dos instantes de tempo sdo represen-
tados por pontos no plano tv.

Ao considerarmos as defini¢oes (3.7) e (3.8), a forma matemadtica da segunda lei de

Newton passa a ter a forma
(> F) =ma,. (3.9)

Portanto, podemos generalizar: quando estudamos um problema de movimento e con-
sideramos a discretizacao do tempo, obteremos uma solucao discreta para o problema
aplicando a equagao (3.9), que nos permitird calcular os valores discretos das posi¢oes
e, consequentemente, das velocidades do corpo em movimento. Desta forma, nao esta-
remos preocupados em determinar valores intermediarios entre duas posigoes discretas
consecutivas ou duas velocidades discretas consecutivas.

Gostariamos de chamar a atengdo que a definigdo da velocidade ([3.7) ndo é tnica.
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Podemos também defini-la como
vy = Lt T (3.10)
tn—‘rl - tn
A definigao ([3.7]) nos afirma que a posigao ocupada pelo corpo em movimento apds um
intervalo de tempo 7 é igual a soma da posi¢ao anterior mais o resultado da multiplicacao
entre a velocidade que o corpo tem nessa posicao e o intervalo 7@ z,4 1 = T + Up 17
A definicao nos afirma que a posicao ocupada pelo corpo em movimento apds um
intervalo de tempo 7 é igual a soma da posi¢ao anterior mais o resultado da multiplicacao
entre a velocidade que o corpo tinha na posi¢ao anterior e o intervalo 7: z,,1 = z,4v,7. O
mesmo raciocinio se aplica a definigao . Apesar de parecer contraditorio, as defini¢oes
e sao equivalentes. Essa equivaléncia se deve ao fato de v,,41 e v, terem valores
muito préximos, pois o intervalo de tempo 7 pode ser tao pequenos quanto quisermos. A
mesma idéia vale para as posigoes, que estarao tao proximas quanto quisermos. Portanto,
nao importara se calculamos as posigoes considerando as defini¢oes ou , ou
ainda, a média aritmética entre v, 1 € v,.
Ainda vale ressaltar que o que queremos é aplicar a segunda lei de Newton na forma
da equacao e resolvermos os problemas de movimento considerando as defini¢oes de

velocidade e aceleragao discretas.

3.3 A conservagao de energia e a discretizacao

O processo de discretizacdo da equagdo de movimento (ou qualquer equagao dife-
rencial) ndo produz uma unica equagao discreta, ou seja, esse processo nao é unico e a
equacao discreta resultante de um dado processo é aproximadamente equivalente a equa-
¢ao diferencial somente em um intervalo limitado. Assim é possivel escolher um processo
de discretizacdo mais vantajoso do que outro segundo um critério. Entretanto, é necessa-
rio ter em mente que s6 podemos dizer que relagoes entre as variaveis discretas x,,, Ty, . . .
€ Up, Um, ... sa0 uma discretizacdo da equacao de movimento se, ao fazermos o limite do
parametro 7 tender para zero nas relagoes discretas, obtivermos v = dx/dt e a = dv/dt. O
critério que usaremos no processo de discretizagao das equagdes de movimento que iremos
desenvolver neste trabalho sera aquele que condiciona as equagoes resultantes do processo
a estarem de acordo com o principio de conservagao de energia.

Considere as definicoes gerais

1 n 1— n n - 4n

(L4 B)anti+ (1 = Blan _ vpsr — Un. (3.12)
2 T

onde v e [ sdo pardmetros arbitrarios. Assim, poderemos escolher os valores de v e

[ convenientemente e impor o nosso critério. Por exemplo, sabemos que quando um
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corpo de massa m cai livremente sua energia mecanica se conserva e é possivel escrever
E,.1 = FE,, onde

1
2
Eni1 =mgx, 1 + smu,

2
e
Lo
Como a1 = a, = —g, podemos escrever, de acordo com a equagao (3.12)),
~(148)g— (L= P)g _ v v
2 T
ou
—9—PBg—g+ By _ 29 Unp1 —Un
2 2 T

ou, ainda, que

Unt1 — Un

—g= (3.13)
-

Podemos perceber que para este tipo de problema de movimento o parametro 5 nao é

relevante. Entretanto, nao acontece o mesmo com a escolha do parametro 7. De acordo
com a equagao (3.11)), podemos escrever

(1 + V)UTL-H + (1 - W)Un _ Tp+1 — T
2 T

e, entdo, considerando a equagao (3.13]), obtemos

2 Un+1 — Un

I+ + T =vn =g (@Tnp1 — Tn)

Como

2 2
Upt1 T YVnat
2
+ Un41Un — YUn41Un — Un+

+ 71}721 = Un4+1Un — YUn41Un = _29xn+1 + 29xn7

temos, portanto, que

vaH — 2 4y (vaH +v2 — 2@n+1vn) = —29Tp41 + 29Ty

Multiplicando todos os termos do resultado acima por m/2 e considerando a igualdade

Ui+1 + vfl — 20410 = (U1 — vn)2 = (—97)2 = ¢*7?,

obtemos

L. —lmv2+1m 7t = — +
S M1 = 5, + 5 MG T = —MGTai1 + MY

Portanto,

1
En-‘rl =k, — 577’1/7927—2.
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De acordo com este resultado, podemos perceber que para preservar o principio da conser-
vacao de energia é necessario considerar v = 0. Assim, as equagoes discretas que devem

ser consideradas, segundo o critério adotado, para o estudo do movimento de queda livre

sdo as equagoes (3.8) e
Un+1 + Un . Tnt+1 — Tn

2 T
Se considerarmos v = 1, por exemplo, iremos obter como resultado a equacao discreta

(3.14)

(3.7). Entao, para o exemplo da queda livre, teremos

En+1 - En - ;mg27—27
que nao esta de acordo com o principio de conservacao de energia. Entretanto, no limite
em que 7T tende para zero, para um dado intervalo de tempo At, a conservagao de energia
é recuperada (N > 1). Estes resultados nos mostram que quando consideramos o critério
adotado, o processo de discretizacdo nos permitird obter solugoes discretas que serao
aproximacoes melhores em intervalos de tempo maiores, quando comparadas com solugoes
continuas.

De acordo com as equagoes e , podemos perceber que para valores diferen-
tes de v e 8 nos iremos obter equagoes discretas diferentes. Isso implica em uma escolha
que devemos fazer e, portanto, julgamos necessario estabelecer um critério para nortear
nossas escolhas. Entretanto, estabelecer um critério nao é uma condicao para o estudo de
problemas de movimento através de equacoes discretizadas. As solugoes discretas obtidas
considerando todas as equagodes expostas até aqui sao equivalentes no limite em que o
parametro 7 tende para zero.

Um outro exemplo em que consideramos pertinente impor o critério da conservagao de
energia é o problema do oscilador harmonico simples. Neste tipo de movimento, sabemos
que a energia mecanica se conserva, o que nos permite escrever F,.; = F,, onde
1

1
5 ka1 + 5mun

EnJrl = 9

E, = ;kxi + ;mvg.
Neste exemplo, estamos considerando um sistema massa-mola em uma dimensao, em que
T, € v, sa0 a posicdo relativa a posicdo de equilibrio e a velocidade da massa em um
instante ¢,,, respectivamente, e a constante k é a constante da mola. Considerando que a
unica forca que age sobre a massa na dire¢do do movimento é a forga elastica F,, = —kx,,

podemos escrever, de acordo com a segunda lei de Newton discretizada,
F, = —kx, = ma,.

Portanto, obtemos a seguinte equagao para a aceleragao:

k

ap = ——Xp,.
m
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Com a equacao acima, podemos escrever

k k

Qpy1 = _E:En—i—l; Qp = _%xn

De acordo com a equagao (3.12)), podemos escrever

(1 + ﬁ)anJrl -+ (1 - ﬁ)an _ Ung1t = Un
2 T

ou, ainda,

_E (1+ﬁ)xn+1+(1_ﬁ)xn - Un4+1 — Up
m 2 B T

Combinando a equagao (3.11)) com o resultado acima, obtemos

(1 + V)UnJrl + (1 B 7)1)11 _ Tn+1 — Tn
2 T

ou

Q+y)vnp+ (L= K [(1 + B)apa1 + (1 — B)an
(anrl - wn) m

m (Vng1 — vn)

ou, ainda, que

(4 Pt + (0= 7)en] (s = 00) = = (s = 20 [(1+ B + (1= B

Rearranjando as parcelas, temos

k
2 2 2 2 2 2 2 2
Uy — U+ (vn+1 + v, — 2vnvn+1) = [:an —x,+f (xn+1 +x;, — an:pn“)}
ou " )
2 2 2 _ 2 2 2
Uy — U, (Vng1 —vp)" = T (wn—i-l - xn) - mﬁ (Tny1 — 25)" .

Multiplicando o resultado acima por m/2, obtemos

;mvfwl — §mvi + ;mfy (Ung1 — vn)* = —;kxiﬂ + ;kxi — ;kﬁ (Tpi1 — 22)°
ou
;mviﬂ + ;kxflﬂ = ;mvi + ;kl‘i — ;kﬁ (Zpp1 — ) — ;m’y (Uns1 — Un)” .
Entao, temos que
E,..=FE,— ;kﬁ (Tpa1 — xn)2 — ;my (Vg1 — vn)2. (3.15)

Novamente, devido a imposicao do critério da conservacao da energia e considerando
o resultado obtido acima, devemos arbitrar os valores de v e 3 de tal forma que a equa-

cao (3.15) se reduza a E,.; = F,. Para que essa redugdo ocorra, basta considerar
v=08=0.
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Portanto, ao estudar o problema de movimento do oscilador harmonico em uma di-
mensao usando equagoes discretas que irdo gerar solugoes que nao ferem o principio da

conservacao da energia a cada passo, devemos considerar as equacgoes

Un+1 Un Tn+41 T
= 3.14
2 T ( )

Qp+1 + anp, o Un4+1 — Un
2 T '
Neste trabalho, além de defender o uso da Fisica discreta no Ensino Médio como ferra-

(3.16)

menta que permite o estudo de problemas de movimento de corpos submetidos a agao de
forgas variaveis, mostraremos que a escolha adequada do valor do passo, ou seja, do valor
de 7, é muito importante para que os calculos com as soluc¢oes obtidas produzam valores
que permitam a analise das caracteristicas de cada movimento. Para isso, resolvemos
alguns problemas com discretizagoes diferentes, tentando ilustrar as vantagens que uma

discretizacao apresenta quando comparada com outra.
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4 Aplicacoes do método da discretizacao

4.1 Movimento uniforme

Nesta parte de nosso trabalho tentaremos ilustrar a aplicacao do método de discre-
tizacdo. O movimento mais simples estudado no Ensino Médio é o movimento retilineo
uniforme. Uma particula estard em movimento uniforme, em relacdo a um sistema de
referéncia, quando sua velocidade for constante em relacgao a um observador em repouso
neste sistema de referéncia. Consideremos o sistema de referéncia adotado na Segao [3.2]
Como a velocidade da particula é constante, a equagao nos permite escrever
T Tpy1 — Tp

tn—i—l - tn
e, deste modo, temos que
Tpi1 = Ty + O(tns1 — tn).
Esta equacao nos permite calcular valores sucessivos da posi¢ao da particula quando o

valor de n aumenta. Assim, temos

n=>0 T1 = Xo + VT,
n=1 To = T1 + VT,
n=2 T3 = Ty + VT,
n=n-—1 Ty = Tp_1 + UT.

Ao somarmos as expressdes acima, teremos como resultado uma expressao que permite

determinar o valor da posicao da particula para qualquer valor de n.
1+ Totar3s+--t+r, 1 tr, =2+ +t2+23+ -+ 42,1 +UNT,

e, deste modo, temos que
Ty = Xo + vt,. (4.1)

A equacao (4.1]) nos permite calcular as ordenadas da particula para qualquer valor de
n. Observe que para cada valor de n teremos uma ordenada correspondente. Portanto,
a equacao é uma funcdo z,, = f(n), cujo dominio é o conjunto dos valores de n
(o conjunto dos nimeros naturais) e o contra-dominio (ou imagem da fun¢do) sdo os
valores de x,,, obtidos variando os valores de n na fun¢do. Na linguagem da matematica
a equacao ¢ chamada de sequéncia. Esta equacao é uma solugao que chamaremos
de solucao discreta exata para o problema de movimento de uma particula que se desloca
com velocidade constante v, pois podemos escolher o valor de 7 e, consequentemente, de
acordo com a relagao , estaremos tao proximos de um instante t,, quanto desejarmos.

Os graficos v, (t,) vs. t, e x,(t,) vs. t, para um movimento como este serao:
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Figura 22. — Velocidade discreta de um corpo em movimento uniforme.

Figura 23. — Solucdo discreta do problema de movimento que se desloca com veloci-
dade constante.

4.2 Movimento sob a acao de uma forca constante

Um problema importante no Ensino Médio é o movimento unidimensional sob a agao

de uma forca constante. Na Mecanica discreta uma forca é constante se
F,.,.=F, ou F,=F.

Aplicando a segunda lei de Newton , obtemos
Qpt1 = Qp ou ay = a.

Esse movimento é, portanto, uniformemente acelerado. Aplicando a segunda lei de New-

ton e considerando a equagao ([3.8)), podemos escrever

(Z F)n = ma
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e, deste modo, temos que

Un4+1 — Un
— | = na.

tn—i—l - tn
Portanto,

Up41 = Up + QT.

Seguindo os mesmos passos da se¢ao anterior, podemos calcular valores sucessivos da

velocidade da particula:

n=>0 v1 = Vg + ar,
n=1 Vg = V1 + aT,
n =2 V3 = Uy + arT,
n=n-—1 Up = VUp_1 +ar.

Somando as expressoes acima, obteremos uma expressao parecida com a (4.1)):
V1 + v+ v3+ s+ Uy U, =V + V) Ve F V3 A U, +anT,

que se reduz a

Up = Vg + ant
e, assim, temos que

Up, = Vo + aty,. (4.2)
A equagao (4.2)) nos permite calcular os valores da velocidade em diferentes instantes de

tempo.

Para o célculo das posigoes, de acordo com a equagao (3.7)), temos

v o Tn+1 — Tn
n+1 —
Zfn—i—l - tn

e, deste modo, temos que

Tp+1l = Tp + Up41T.

Na equacao (4.2)), se fizermos n = n + 1, obtemos como resultado v,,41 = vo + (n + 1)ar.

Substituindo v,41 na expressao acima por vg + (n + 1)ar, temos
Tps1 = Tp + [vo+ (n+ Dat]r

e, deste modo,

Tpi1 = Tn + 007 + (n + Dat?.
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Para valores diferentes de n, temos

n=~0 x1:x0+z}07—|—a72,
n=1 x2:x1+voT+2a72,
n=2 T3 = To + VoT + 3ar?,
n=n-—1 Ty = Tp_1 + Vo7 + nat?.

Somando as relagoes acima, exatamente como fizemos para a velocidade, obtemos
T, =20 +nueT + (1+2+3+4+ - +n)ar’. (4.3)

As parcelas entre parénteses constituem a soma de uma sequéncia de niimeros naturais
chamada de progressao aritmética (PA), que é conhecida pelos alunos do Ensino Médio.
Em uma progressao aritmética cada termo da sequéncia é obtido somando-se um valor
constante r, chamado de razdo da PA, ao termo anterior. A expressao matemaética que
permite calcular a soma S,, de n termos de uma PA é
(A1 + An)n

2 )

onde A; é chamado de primeiro termo da PA. Assim, podemos escrever

S, =

1
1+2+3+4+~-+n:(2mn

e substituir este resultado na equagao (4.3)):

xn:x0+nv07—l—[ 5

(4.4)

Esta é uma solucao discreta exata do problema de movimento de uma particula que se
desloca em uma dimensao com aceleragao constante.

O exemplo mais familiar de movimento retilineo uniformemente acelerado é a queda
livre de um corpo solto a partir de repouso. Este foi um dos problemas analisados por
Galileu em seus trabalhos, que deram origem a era moderna da Fisica.

Um corpo em queda livre encontra-se submetido a a¢do de apenas uma forca, oriunda
da interagao entre o corpo e a Terra, chamada de for¢a peso (P = mg). Aplicando a

expressao (3.9) ao movimento de um corpo em queda livre, temos

(ZF)n = ma, = —mg
e, entao,
an, = —g.

Substituindo este resultado nas equacgoes (4.2) e (4.4), obtemos

Up = Vg — gly (4.5)
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1
T, = To -+ NugT — (—1—2n)n g (4.6)

A solucao completa do problema de um corpo em queda livre depende dos valores xg e vy,
chamados de valores iniciais. Os problemas de valores iniciais sdo aqueles em que é neces-
sario conhecer valores iniciais de grandezas como velocidade e posicao, para se obter os
valores das posicoes e velocidades com a evolucao temporal. Se considerarmos os valores
iniciais o = 50m, vp = 0 e g = 9.8 m/s?, estaremos tratando do movimento unidimensio-
nal de queda livre de um corpo que parte do repouso e que no instante ¢ty = 0 encontra-se
a 50m de distancia da origem do sistema de referéncia. Isto é analogo a soltarmos uma
esfera macica de bilhar, de pequenas dimensoes, do topo de um edificio de 50 m de altura.
Os gréficos v, (t,) vs. t, e z,(t,) vs. t, deste movimento estao representados nas figuras

e [25] respectivamente.

10

-10 °

-20 °

velocidade (m/s)

-30 °

-40

instantes de tempo t (s)

Figura 24. — Velocidades discretas de um corpo em queda livre a partir do repouso.

Se reescrevermos a equagao (4.6) retirando os parenteses, obtemos

g g
Ty, = Ty + NUT — §n272 - §n72

que, de acordo com a (3.5)), pode ser reescrita na forma

Tp = To + Vot — gti — (g%) T. (4.7)

Observe que se 7 = 0, a equagao assume uma forma parecida com a . A
cada instante t,, um corpo em queda livre terd uma velocidade v, e estara na posicao
Tn. A equagdo nao ¢ a unica solugao discreta possivel para o problema da queda
livre. Outras solugoes discretas podem ser obtidas. Estas solugoes dependem de como é

realizada a discretizacao da velocidade e da aceleragao. Observe que se isolarmos ¢,, na
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60

50 1eee,,

40 ®e

30 .

posigdo (m)

20 .

10 .

instantes de tempo t (s)

Figura 25. — Solucdo discreta do problema de movimento de um corpo em queda livre.

equacao (4.2)), com a = —g, e substituirmos na (4.7]), obtemos

<Uo —%) g (Uo —%)2 g <vo —%)
@y =10 tvp | ) L (T ) ST )
g 2 g 2 g

2 — 2 —2upv, +02 1
Tn = To + Y% Y% T %00 T O — (vo — vp) T,
g 29 2
2 2
_ Vo Vn Lo
Tp = To + 29 29 5 (UQ Un) T.

Multiplicando os dois lados por mg, temos

1 o, 1 o, 1
mgx, = mgxry + —muvy — —muv;, — =mg (Vg — vy) T,
2 2 2
e, portanto,
1 1 1
mg, + §mvi = mgxy + §mv8 —5mg (vo — vp) T (4.8)

A equacgao mostra que a energia mecanica de um corpo em queda livre nao é conser-
vada a cada passo. Entretanto, se 7 — 0, a equagao torna-se a expressao matematica
da conservagao da energia mecanica, muito conhecida e aplicada em problemas de movi-
mento pelos alunos do Ensino Médio.

Agora resolvemos o mesmo problema com outra discretizagdo. Vamos usar a equacao

(3.14):

Un+1 + Un _ Tn4+1 — Tn
2 tn—‘rl - tn
Para o célculo das velocidades o resultato é o mesmo: equacao (4.2)). Para o calculo das

posigoes, agora considerando a equagao (3.14]), temos

Un+1 + Un o xn+1 — Tn

2 tn+1 - tn
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e, assim,

vo — (n+1)g7 +vo —NGT  Tpy1 — Ty

2 T ’
<2n+ 1) 9
Tpt1 = Tp + VoT — qT-.
Para valores diferentes de n, temos
L,
n=>~0 5612560—1‘?107'—597';
3
n=1 $2:x1+007—§g7,
5
n=2 3?3:3?2+U07—§97a
n=n-—1

1
Ty = Tp_1 + VT — (n — 2) g7'2.
Somando as expressoes acima, obtemos

r 3 5 7 1 2
xn:x0+nvo7'—|—(—|——|—+—|—~~+n—) .

2 T2 272 2) 97
A soma entre parénteses é a soma de uma PA, cujo primeiro termo é 1/2 e a razao é 1:
1 3 5 7 1 /1 1\ n
2*2*2*2*“'”‘2—(2”—2)2
n2
=5

Portanto, podemos escrever
n? )
Ty = To + NUYT — o qTr

9

ou, ainda, que

2
5 tr. (4.9)
Observe que a mudanga na discretizacao da velocidade permitiu uma nova solugao discreta.

Combinando as equagdes (4.2)) e (4.9), obtemos

2
Tn = To + Vo (vo v”) _g(vo Un) ,
g 2 g

Tp = To + vot, —

2 2 2
vg — VoUn V) — 209Up +
= o+ 200 Yo T 0Un Uy
29
n 0 29 297
L oo 1
mgx, = mgxgy + imvo - 2mvn.

Esta tdltima equacao pode ser reescrita na forma

Lo L
mgx, + §mvn = mgxg + §mvo.

(4.10)

Portanto, com a escolha da equacao (3.14]), a energia mecanica é conservada a cada passo!
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4.3 Movimento retilineo com atrito

Em nosso cotidiano ndo é comum observarmos corpos que se movimentam livremente,
ou seja, corpos que se movimentam no vacuo. Portanto, consideramos importante estu-
dar movimentos de corpos em meios resistivos, como o ar. Um exemplo deste tipo de
movimento, que consideramos possivel ser estudado no Ensino Médio, é a queda de uma
corpo que sofre a acdo de forgas resistivas proporcionais a velocidade (ou ao quadrado
da velocidade) do corpo. Estas forgas sao exercidas pelo meio sobre o corpo que esta em
movimento. Consideremos o movimento de queda de um corpo de massa m em relacao

ao ar em repouso. Aplicando a segunda lei de Newton na forma da equagao (3.9)), temos

(E F) = ma,,
n
e, assim,

(Un-‘,-l - Un)
m|——— | =—mg— bu,.
tn-‘,—l - tn

Deste modo,
b
Upi1 = (1 — 7') Uy, — gT, (4.11)
m

onde b é uma constante positiva e seu produto com a velocidade do corpo ¢ a forca resistiva
que o meio exerce sobre o corpo. Para simplificar os célculos consideremos o = b/m .
Substituindo n por n — 1 na equacao (4.11]) obtemos

vy = (1 —ar)v,—1 — gT. (4.12)
Subtraindo a equacao (4.12) da equagao (4.11]), temos
Upi1 — Up = (U — v-1) (1 — 7).

Calculando as diferencas entre as velocidades consecutivas para valores diferentes de n,

obtemos
n=1 vy —v1 = (v, —vg)(1 — a7) = (vy — vy)(1 — ar)!,
n=2 v3 — vy = (Vg —v1)(1 — a7) = (v; — vo)(1 — ar)?,
n=3 vy —v3 = (v3 — v3)(1 — a7) = (v; — vo)(1 — at)?,
n=n-—1 Vp — U1 = (Up_1 — Up2)(1 —a7) = (v; — v)(1 — ar)" .

Deste modo, podemos escrever que

Up = Up_1 + (Ul - UO)(l - aT)n_l'
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Usando o resultado acima podemos calcular os valores das velocidades para valores dife-

rentes de n:

n=1 U1 :UO+(U1 _U0)<1_O‘T>O’
n=2 U2:U1+(U1—UO)(1_O‘T>1=
n=3 U3:U2+(U1—UO)(1_O‘7)2v
n=n-—1 UnZUn—lJr(Ul—Uo)(l—CW)n_l-

Somando as expressoes acima obtemos a equagao que nos permite calcular a velocidade

para qualquer valor de n:
vp, = vy + (v1 — vp) {1 +(1—ar)+(1—ar)’+(1—ar)’+- +(1- om')”’l] . (4.13)

A soma entre colchetes é a soma dos termos de uma progressao geométrica (PG), cujo
primeiro termo é 1 e a razao é ¢ = (1 — ar). A equagdo que permite calcular a soma dos

n termos de uma progressao geométrica é

_ A" -1

Sh
qg—1

, (4.14)

onde A; é o primeiro termo da PG e ¢ é a razao entre os termos A, e A,_1, ou seja,
q=A,/A,_1 . Esses conceitos fazem parte do contetido de matematica ensinado no nivel

médio. Portanto, podemos escrever

1+(1—a7)+(1—Oz7‘)2—|—(1—a7)3+...+(1_a7_)n—1:

l(1 —ar)" — 1] ‘

l—ar—-1

Deste modo,

B (1 —ar)™ —1]
Un = vo + (V1 — o) T—ar—1 |
ou, ainda, que ) )
(1—ar)"—1
= — (v — -7 - 4.15
v vo — (v1 — o) _ o | ( )
De acordo com a equacao (4.12)), o termo v, — vy vale
V1 — Vg = —gT — QTVg.
Substituindo este resultado na equagao (4.15)), temos
1— n—1
Uy = v + (97 + aTvp) l<m—)] . (4.16)
%

A equagao (4.16)) nos permite construir os graficos das velocidades de uma particula

considerando valores diferentes para «.
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Figura 26. — Velocidades discretas de corpos em queda. Observe que é possivel per-
ceber e estimar os valores das velocidades terminais em cada situacgao.

Observe que quando consideramos a ac¢ao do ar, a velocidade da particula em queda
tende para um valor constante. Isto pode ser notado na figura 26l Esta velocidade é
chamada de velocidade terminal. A velocidade terminal depende da forma da particula e
de sua velocidade inicial.

Para calcular as posigoes de uma particula em queda que sofre a resisténcia do ar,
podemos escrever a equagcao substituindo n por n — 1. Desta forma obtemos

Tp — Tp—1
tn - tnfl

Usando as equagcoes (4.16]) e (4.17)), obtemos

Ty = Tp1 + {vo + (g7 + aTwy) [(1_&7—)71_1] } T,

U = (4.17)

aT

ou, ainda, que

Aoemi=d).,

Tp = Tp_1 + o7 + (g7 + aTUVp) [

Para diferentes valores de n, temos

(1 —ar)t —1]
n=1 r1 = xo+voT + (97 + aTvg) |——F—| T,
aT
a2 1
n=2 Ty = 21 + voT + (97 + aTV)) % T,
aT
F1 a1
n=3 Vg = T3 + voT + (g7 + aTvy) d-or)-1 T,
aT

(1—ar)" — 1] _

n=n-—1 Up_1 = Tn_1+ o7 + (97 + aTvp) [ o
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A soma entre colchetes
l—ar)'+(1—ar)’+---+(1—ar)"

é a soma de uma PG cujo primeiro termo e a razao sao iguais a (1 — a7). Portanto, de
acordo com a equagao (4.14]), podemos escrever

(g7 + aTvo) {[(1 —ar)" — 1)] - n} |

Tn = Xg + NUoT +

a (1—ar)—1
ou
Tp = To + NVT — 7(‘(” +arv) {(1 —ar) [(1 —ar)" - 1] + n} ,
a ar
ou, ainda,
T = To -+ NGT — (922‘“0) (1 - an)[(1 - ar)” — 1] + nar}, (4.18)

que é uma solucao discreta exata do problema de queda de um corpo que sofre a acao

resistiva do ar. O termo (1 — a7)" é um bindémio de Newton da forma

(c+h)" = i (Z) cRRE,

k=0

(Z) - n!(nn!— k)l

¢é chamado de coeficiente binomial. Portanto, podemos escrever

onde

(I1—ar)"=1-nar
n(n —1)
M
—1)(n—2
. n(n 3)|(” >a37'3

que ¢ uma aplicagao da expansao binomial em um problema de Mecanica. Para simplificar

(—ar)?

+ -+ 1%(—ar)?, (4.19)

nao escreveremos as parcelas da soma acima entre n(n — 1)(—a7)?/2! e (—a7)". Entao,

podemos reescrever a equacgao (4.18) e obtermos

Ty = To + NUYT

(g Z;Wo) «
{(1 —ar) ll —nat + nm;l)(—m)2 4+t (—ar)" — 11 - nm}
ou, ainda,
T, = To + NveT
(g J;;Wo) y
[n(n;l)(—om')Z + ok (—ar)" + na’r? — n(nz— D) (1) + (—om')”“]
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2

Multiplicando todas as parcelas entre colchetes na expressao acima por a~*, obtemos

n(n —1)

2 2
+nt|,
5 T T‘|

T, = xo + nugT — (g + avp) [

onde os termos entre colchetes que foram omitidos estdo multiplicados por alguma po-
téncia de a. Se a = 0, ou seja, se desprezamos a resisténcia do ar, podemos reescrever o

resultado acima e obtermos
Iy = To + NUT — ¢ [27 + nTQ] ,
ou, ainda, que
Ty = Ty + NUQT — ———(g7°,

Assim podemos perceber que a equagao (4.6) é um caso particular da equacao (|4.18])
quando a resisténcia do ar é desprezada, ou seja, quando a = 0. Usando a equagao (|4.18])

e considerando valores diferentes para «, podemos construir os gréaficos da figura

60 1

50
40 t ::o..
= °
§, oee ..°o
0 % %
18 L % ..'
S, 30 o, . 'o..
‘@ MCIRC %o,
8. .'.0 % ."o
L . e,
20 o.o. . o...
«* % %
o® ., L o... o
. N
10 + ce .Q\\ o. \\0 0...\ ",()
Vo 060 © 45 %, 5
% % 2 o,
° . 07‘ ‘% ! ..'o
0 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8

instantes de tempo t,(s)

Figura 27. — Solucdo dos problemas de movimento de um corpo em queda conside-
rando o seu atrito.

Na figura [27] estao representados os graficos x(t,) vs. t, de corpos que caem a partir
de uma mesma altura (r = 50m) e chegam ao solo (z = 0) em instantes diferentes.
Observe que os corpos cujos graficos estao representados nas cores preta e verde atingem
a velocidade terminal antes de chegar ao solo.

Como na segao anterior, podemos encontrar outra solucao para o problema de queda
de um corpo que sofre a acdo do ar. Consideremos as equagoes (3.14) e (4.16):

Un+1 + Un, o Tp+1 — Tn
5 =

tn+1 - tn

o-omyot]

U = Vo + (97 + aTvy) [
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De acordo com estas equagoes, podemos escrever

(1—ar)"t -1
Unt1 + Un = v + (g7 + aTvp) e

l—ar)"—1
aT

+ vy + (g7 + aTv)) [(

e, entao, temos que

2 (SU"H_:C") = 2up + (97 + aTvy) [

tht1 — tn aT T

Deste modo, podemos escrever que

(1—ar)"™ -1 N (1—(17')”—1] |

-
Tpi1 — Tp = V9T + = (97 + aTU)) [
2 aT T

e, rearranjando os termos, obtemos

Tpil = Tp + VT + 7@7 ZSWO) {(1 —a7r)"™ 4 (1 —ar)" - 2} )
Temos entao que
Tpt1 = Ty + VT + (gTj;;WUO) (1—ar)" (1 —ar)+ (1 —ar)" —2],
ou
Tpy1 = Tp + VT + (gTstUO) 2(1 —ar)" —ar(l —ar)” —2].
Finalmente,

xml:xn—l—voT—l—WW{(l—aﬂ" (1—0;7) —1].
a

Fazendo a substitui¢do 5 = (1 — a7/2), temos

T+ aTtv
l’n+1:$n+'l}07'+W[ﬁ(l-aT}n—l].

Para valores diferentes de n, temos

n =70 xlzxo+voT+WW[6(1—ar)o—1],
a
I @leﬂoﬁw[ﬁ(l_m)l_lL
a
n=2 xg::cQ—i—voT—l—i(gT—i_m—vo) [6(1—047)2—1},
a
n=n-—1 a:n:a:n_1+voT+Wm[6(1—&7)"‘1—1}.

(07

(1—ar)"t —1 N (1—047)"—1] .
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Somando todas as n expressoes, temos

T, = To + NUYT

+(97+a0m)0){5{1+(1_a7)1+---+(1—a7)"‘1}—n},

ou

(9 + avo)
o2

Usando a equacao (4.20)) podemos construir os graficos dos movimentos considerando

Ty, = Xo + NUT — {BI(1 —ar)" —1]+nat}. (4.20)

valores diferentes de «, assim como esta representado na figura [28|

60 1
%,
0002
40 1 0% %,
—~ o:. o. 0y
\E/ o° .. ....
=] .o ° ..'.
0
’3 30 1 oo ., '...
s 0o ‘o %,
o ® 0
o ® % . KN
a LA ",
20 t o o, *,
® e o %o,
.. . o.. .... .
2 RN
10 g\\o S o) o o..:: 8\5\/
x 2,0 ‘%/ %S
® 4O e %o,
0 PR % %o,
0 1 2 3 4 5 6 7 8

instantes de tempo t,(s)

Figura 28. — Solucao discreta dos problemas de movimento de um corpo em queda

considerando (4.16]) e (4.20]).

Observe que as figuras [27) e 28 nao sdo idénticas. Entretanto, devido ao pequeno valor
do passo, as diferencas sdo pequenas. Ms, com um olhar atento, podemos perceber que a
escolha da equacao produziu uma nova solucdo. Observe as indicagoes no grafico
da figura 28] Isto se deve ao fato de termos considerado um passo pequeno: 7 = 0.01s .

Nesta situacao, considerando um passo pequeno, a diferenca nos valores obtidos com as

equagoes (4.18) e (4.20) sdo muito pequenas.

A expansao do bindémio de Newton (1 — a7)™ nos permite escrever
Ty = To + NUYT
_ (gtaw) {B [—nm’ + M(—on)? +- 10(—047')”] + non'}
ou

Ty = To + NUT

_ <9+a§“°) {(1 _ 0‘;) l—naT L) P S 10(—047')"] n nom'} .
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Omitindo os termos com a™(n > 3), temos

-1 2,2
Tn = T + NUT — (g—i_(wo){[—nom-—l— M(—O&T)Z + 27 ] +nom'},

o2 21 2
ou
n (g + avg) [ na’r? N n?a?m?  na’r?
Ty = To + NVYT — _ ’
0 0 a2 2 2 2
ou, ainda,
n2s2
T = To + nveT — (g + avy) <2> .
Portanto,

L oo 1 2
Tp = To + Voty — Qgtn + §ozv0tn.
Se a = 0, reobtemos a equacao (4.9):

Tn = To + Uotn — gti

N | —

Nosso objetivo com essa discussao é mostrar que é possivel encontrar mais de uma so-
lugdo discreta exata para o mesmo problema de movimento. Neste momento, estamos
interessados em solugoes discretas que nos permitam escrever uma equacao que repre-
sente adequadamente o balanco de energia a cada passo. Observe que, se considerarmos

as equagoes (4.11]) e (4.17)), temos

Tp — Tnp—1 o Un4+1 — Un

Un -9 — aﬂn’
ou

2
—gTp + gTp—1 — QURTy + QURT,_1 = UpUpt1 — U,

Multiplicando a expressao acima por m, temos
2—b b = b
mgrp—1 + mv, — 0Ty + 0V Tp—1 = MYpVnt1 + mgxy + Un(xn - xn—l)-

A expressao acima nao nos da informagoes adequadas sobre o balanco de energia. Entre-

tanto, se considerarmos as equagoes (4.11]) e (3.14)), temos

92 Tpny1 — Tn _ _ Un+1 — Un
Un+1 + vp g + avy, '
Arrumando os termos e multiplicando o resultado por m/2, temos

1
—MGTr g1 + MYGTy — bV Tpy1 + VT, = o™ (Vng1 + vn) (Vg1 — vn),

1 1
imvz + mgx,, = §mvi+1 + mgxni1 — bop (T — xp). (4.21)

A expressao (4.21]) nos informa que a energia mecanica nao se conserva a cada passo. O
termo —bv,(x,.1 — x,) representa a quantidade de energia dissipada a cada passo, ou
seja, o trabalho realizado pela forca —bv,, durante o deslocamento x,,1 — x,. A equagao
(4.21]) nos d& o balango de energia a cada passo.

Consideramos importante a discussao acerca do movimento de queda considerando-se

a resisténcia do ar porque esta situacao esta presente no cotidiano dos alunos.
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4.4 Oscilador harmoénico

Nesta secao aplicaremos as equacoes da mecanica discreta ao sistema massa-mola.
Observe a figura 29 abaixo.

AMAMMMMMAR—

-Xg 0 Xn  Xp

Figura 29. — O sistema massa-mola: um oscilador harménico em uma dimensao.

A forga da mola sobre a massa é
F, = —kx,, (4.22)

onde k é a constante da mola. Considerando que a forga da mola (4.22) seja a tnica forca

aplicada na massa e usando a segunda lei de Newton, obtemos

k
R 4.23
a mx ( )

onde m é a massa do corpo. Definindo a constante
W= (4.24)

podemos escrever as equagoes discretizadas do movimento, de acordo com as equagoes

Tpil = Tp + UpT (4.25)

Vpi1 = Up — W2T,T. (4.26)

Multiplicando a equagao (4.25) por iw, obtemos

WLy = W, + iWv,T. (4.27)
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E acessivel aos alunos do Ensino Médio, por fazer parte do contetido ensinado, as notacoes

e operacoes envolvendo niimeros complexos. A relacdo 2

—w? = (—1)w? = *w - w. Somando e subtraindo as equagoes (4.26) e ([4.27)) obtemos

= —1 nos permite escrever

Upa1 +1WTp11 = WWTy + 1WU,T + Uy + 2w - WT,T,

ou

Upt1 + Wy = Uy + 1wxy, + 1w (v, + iwx,). (4.28)

Também temos que

Uptl — IWTpy1 = Uy + PPw - W, T — iwx, — WU, T,

ou, ainda,
Upt1 — WTpy1 = Uy — WT, — iwT (U, — iWTy,). (4.29)
Fatorando as equagoes (4.28)) e (4.29), vem
Upt1 + WTpy1 = (14 iw) (v, + iwxy,), (4.30)
Upt1 — Wy = (1 —iwt) (v, — iwzy,). (4.31)
Fazendon =1,2,3,...,n — 1, temos
n=>0 vy + iwry = (1 +iwT)(vy + iwxg),
n=1 vy +iwzs = (1 4+ iwT)(vy + iwzy) = (1 4 iwT)?(vy + iwxg),
n=2 v3 +iwzs = (1 4+ iwT)(vy + iwes) = (1 4 iwT)*(vy + iwxg),
n=mn-—1 Uy, + iwz, = (14 iwt)" (v + iwxg). (4.32)

Com o mesmo procedimento acima aplicado a equagao (4.31]), obtemos
Uy — Wz, = (1 — iwr)™(vg — iwxp). (4.33)

Das equagoes (B.3)) e (4.33), obtemos

o (L i) (v + i) ; (1 — iwr)" vy — iwao) (4.34)

(1 4+ dwr)™(vo + twzg) — (1 — twT)™(vy — iwxo)

, (4.35)

T, = -
12w

que constituem uma solugao discreta exata do problema de movimento do sistema massa-
mola. Se trabalharmos nas equagoes (4.34) e (4.35) aplicando algumas propriedades dos
numeros complexos, que sao estudadas no Ensino Médio, obteremos equacoes apenas com

termos reais.
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Um ntimero complexo pode ser escrito como
2 =u+iw, (4.36)

onde u e w sao numeros reais e ¢ = y/—1. O ntmero complexo z pode ser representado

em um plano conforme mostrado na figura |30

Z=Uu+iw

Figura 30. — Representacao grafica de um niimero complexo.

Da figura podemos perceber que o moédulo de z é
12| = Vu? + w? (4.37)

e que o angulo 6 é dado por

§ = arctan (:j) : (4.38)

Podemos também representar um nimero complexo em coordenadas polares. Desta
forma, obtemos:
z = |z| (cos @ +isend). (4.39)

De acordo com a equagao (4.39)), é possivel demonstrar que

2" = |z|" (cos (n@) + isen (nb)) (4.40)

zZ" = |z|" (cos (nf) — isen (nb)), (4.41)

onde z é o complexo conjugado de z. As equagoes (4.39)), (4.40) e (4.41) estdo demons-
tradas no Apéndice [B| deste trabalho. Assim, reescrevendo as equagoes (4.34) e (4.35)) e

aplicando as equagoes (4.40)) e (4.41)) aos nimeros complexos (1 + iwT)" e seu conjugado
(1 —iwT)™ obtemos

(1 +iwT)™(vo + iwzg) + (1 — iwT)™(vy — iwxo)
5 :

Up =
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Deste modo, temos que
Vo . . . Xo . .
U = (14 iwr)” + (1 —dwT)"] + W [(1+iwT)" — (1 —dwT)"]

e, assim, temos que

n

( 1+ (wT)Q)n cos(n@)] vy — K 1+ (wT)Q) sen(nf)

Uy = WIg.
Portanto, .
Uy = ( 1+ (w7)2> [vg cos(nl) — wxg sen(nb)]. (4.42)
temos ainda que
. (1 4+ iwT)™(vo + iwzg) — (1 — iwT)™(vy — iwxp)
" 12w
ou
Tn = o [(1+iwT)” — (1 —dwT)"] + 5 (14 iwr)" 4+ (1 —dwT)"],
Ty = ( 1+ (OJT)Q) [UO sen(nf) + o cos(n@)] : (4.43)
w

Os argumentos das fungoes seno e cosseno das equacoes e podem ser reescritos
considerando a relacao 8, = nf, onde 6 é um angulo inicial cujo valor é determinado pela
escolha do passo 7, ou seja, seu valor pode ser tao pequeno quanto quisermos. Assim como
T corresponde a uma variagdo de tempo entre t,.1 e t,, o angulo 6 corresponde a uma
variacao angular entre 6, e #,,. Entao, vamos definir a funcao frequéncia angular discreta
como a razao entre uma variacao angular discreta 8 = 6,,,1 — 0,,, que representaremos por

04, € um intervalo de tempo 7. Assim temos:
Z
Wg = —. (4.44)
T
Vamos nos limitar aos problemas em que wy tem valor constante. Assim podemos escrever

nby = wynr,

n@d = wdtn.
Entao, considerando a defini¢ao (4.44)), podemos reescrever as equagoes (4.42) e (4.43)):

Uy = { 1+ (uﬁ)ﬂ ' [vg cos(wgty) — wrgsen(wgt,)] (4.45)

Ty = { 1+ (w7)2]n [Z? sen(wqaty) + o cos(wdtn)] : (4.46)

Observe que w # wy. Aplicando a equagao (4.38]) ao complexo (1 + iw7)™, temos

tan 0y = tan(w,7)
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1
wg = — arctan (wT) . (4.47)
T

Gostariamos de chamar a atencao para o fato de ser possivel fazer uma argumentagao
logica a respeito das relacoes : quando o argumento de uma fung¢ao seno ou tangente
é pequeno, podemos considerar a aproximacao de pequenos angulos sen() = tg(0) = 6.
Desta forma, podemos escrever

tan(wyr) = %

ou
wg=w (1 —0), (4.48)

que nos permite concluir que a fungao frequéncia angular discreta tende para w quando
consideramos passos cada vez menores. Note que estamos propondo uma argumentagao
que possa ser feita em uma turma de Ensino Médio. Entretanto, demonstraremos rigoro-
samente no Apéndice [Bla relacao e o caso limite (£.48). Com as equagoes e
(4.46)), podemos construir os graficos do movimento. Se considerarmos passos diferentes,
ou seja, valores diferentes para 7, na equacao , podemos observar variagoes nas
amplitudes e, portanto, concluir que a energia mecanica do sistema, que depende da am-
plitude do movimento, nao esta sendo conservada. Entretanto, a medida que diminuimos
o valor do passo, o grafico do movimento nos mostra que a amplitude nao varia a cada
ciclo e, portanto, podemos concluir que para valores de 7 muito pequenos, em um dado
intervalo de tempo At, a energia é conservada, quando estudamos o problema com a equa-
¢ao . Consideramos para a obtencao dos graficos da figura : w=40s"tvy=0c¢

o = 0.1m.

0.2 7

(m)

posicdo

-0.2 *-

instantes de tempo t,(s)

Figura 31. — Solugao discreta do problema de movimento de um oscilador harmoénico.
Observe, através dos graficos, que a energia nao é conservada.

Assim, como fizemos nas seges anteriores, se multiplicarmos as equagoes (4.25)) e

(4.26)) concluiremos que o resultado ndo nos dard informagoes sobre a conservacao da



Capitulo 4. Aplicagées do método da discretizagdo 53

energia mecanica do sistema. Entretanto, se considerarmos outra discretizacao para a
velocidade e para a aceleragao obteremos uma equagao que representara adequadamente

o que de fato acontece, ou seja, a equagao da conservagao da energia mecanica. Vamos
considerar as equagoes ([3.14]) e (3.16)). Assim, podemos escrever a equagao (3.14)

Un41 + U _ Tpt1 — Tp

2 T
na forma
Tyl = Ty + (%H;Un) T, (4.49)
e a equagao (3.16)
An+1 + ap o Un+1 — Un
2 N T
na forma
Vpt1 = Up — W2 (W) T (4.50)

As equagoes (4.49) e (4.50) correspondem a outra solucao discreta para este problema.
Multiplicando a equagao (4.49)) por iw, temos

Up Un,
W1 = WL, + WT (H;F) . (4.51)
Reescrevendo a equacao (4.50)), obtemos
.o Tn+1 + T
Upt1 = Up + WIWT (+12> .
Subtraindo e somando as equagoes (4.50) e (4.51)), obtemos
. .o anrl + Tp . . Un+1 + Un
Upy1 — IWTpy1 = Uy + IWIWT — ) Twm it (),
ou . .
1wt , iwT ,
(1 + 2) (Up1 — iWxp1) = (1 — 2) (v — iwxy,),
ou, ainda, que '
1 _ iwr
. 2 .
Uptl — WTpt1 = | ——= | (v, — wwx,) . 4.52
o = (T ) ) (1.52)

Permita-nos escrever

A\ = _%T. 4.53
<1+7> (453)

Assim podemos escrever

n=>0 vy Fiwry = A (vg — iwxp) ,
n=1 vy +iwTe = A (v) — iwzy) = A (vg — iwg),
n=2 v3 +iwrs = A (vy — iwxs) = A (vg — iwg)

n=n-—1 Uy iwx, = A (Vo1 — wxy_1) = A" (vg — iwy) .
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Deste modo,

Uy, — Ty, = A" (vg — iwxp) ; (4.54)
e, assim,
. .o :En+1 + T, . . UnJrl + Un,
Unt1 + WTpt1 = Up + WIWT 5 +wwx, + 1wt — 5 )

Rearranjando as parcelas,

WT WT
(1 — 2) (Vnt1 + iwTpyy) = (1 + 2) (Un + twzy,) ,

e, deste modo,
1+ iwTt/2

HWT/Q> (Uy + twxy,) . (4.55)

Uptl + Wy = (

Na equagao (4.56), temos
N1 (1 + iw7/2>

1 —dwTt/2

Para valores de n, obtemos

U + iwx, = X" (v + iwxg)

ou )
Up + W, = " (vo + iwzy) - (4.56)
Somando e subtraindo as equagoes (4.54) e (4.56)), temos
= 2 (o — iomo) + 5 (vo + i) (4.57)
Un = 9 Vo W o\" Vo W .
e
1 A

Tn = o (v + iwxg) — o (vo — iwxg) . (4.58)

Analogamente ao que foi feito com as equagoes (4.34) e (4.35]), podemos reescrever as
equagoes (4.57) e (4.58). Considerando a equagao (4.40)), é facil verificar que
1
—=— 0) —i )] .
gl [cos (nf) — isen (nd)]

Além disso, observe que |A| =1 e que a parte complexa de A é negativa . Entao, temos
A" = cos(nf) — isen(nb)

ou
)\1n = cos(n#) + i sen(nb). (4.59)

Usando as relacoes (4.59), podemos reescrever as equagoes (4.57)) e (4.58]):

_ Vo (a1 wre (1
=g () 55 ()
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ou

Un, = Vg cos(wyty,) — wxg sen(wgt,) (4.60)
¢ 1 1

Vo To
v i2w<)\” )+2<)\"+ )

ou

T = g cos(wyty,) + % sen(wqty). (4.61)

w

Neste caso, para estabelecer a relagao entre wy e w , temos

\ 1 —iwt/2 4 — wir? ( dwT )
= _—— = —_— _7/ e
1+ iwt/2 4 + w272 4 + w272

AwT 4 + w?r?
tan(fy) = tan(wyt) = (4 n w272> (4 — w272> (4.62)
ou
1 wT
Wyq = ; arctan <1—u}272/4> . (463)

As equagoes e constituem outra solugdo do mesmo problema desta sec¢ao.
Estas diferem das equagoes e devido a discretizacao adotada. As equagoes
e nos interessa pelo fato de corresponderem a solucao em que a conservacao
da energia é verificada. Os graficos das posicoes e velocidades em func¢ao do tempo

considerando w = 4.0s7!, vy = 0.2m/s e x = 0.10 m, serdo:

1.0 1

0.8 1
0.6 1
0.4 1

0.2

-0.2 1

-04 t
-06 t
_0.8 L

-1.0 -

velocidade (m/s)

instantes de tempo t,(s)

Figura 32. — Velocidades discretas do oscilador harménico.

Note que com a equacao (4.61) nao necessitamos considerar passos muito pequenos
para que a amplitude ndo mude de valor a cada ciclo. Alids, para qualquer valor de
7 a amplitude serd a mesma. Note também que as equacoes e , para as
velocidades, e as equagoes e , para as posicoes, diferem entre si apenas pelo
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037

(m)

posicao

-03 *
instantes de tempo t,(s)

Figura 33. — Solucdo discreta do problema do movimento de um oscilador harménico.
Observe que neste caso a energia é conservada.

n
termo { 1+ (w')?} . Esta diferenca tende a desaparecer a medida que consideramos

passos cada vez menores. Discutiremos este aspecto no Apéndice |B| deste trabalho.
E posivel chagarmos as equacoes (4.60) e (@.61) sem recorrer as propriedades dos

nimeros complexos. Considere as equagoes (4.49) e (4.50):

T
Tpi1 = Ty + 5 (Un+l + Un)

e
w3t
Un41 = Un — 7 ('Tn—l—l + xn) .
A equagao (4.49) pode ser reescrita como
2
Upgl = —Up + - (Tpg1 + Tn), (4.64)
e a equagao (4.50) como
ey ) (4.65)
Tpi1 = —Tp — —— (Vpg1 — Un) . :
+1 o2y \Untl

Assim, temos que

4 — w212 4
- <w> O (4.66)

4 + w22 4 + w272

Substituindo esta tltima equagao na equacao (4.50]), obtemos

dwTt 4 — w372
1T U, + T Wy,. (4.67)

Elevando ao quadrado as equagoes (4.66) e (4.67)), temos que

4 — w272 2+< dwTt )2
4 + w272 4 + w272

WTn41 =

2

Vi Wil = (vi + w%i) . (4.68)
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A soma entre colchetes na equacao acima é igual a unidade:

4 — w272\ ? dwt \?
_— —— =1 4.69
<4+w272> * <4+w272) (4.69)
Assim, obtemos a seguinte relacao:

V2 + Wil = vk + Wil (4.70)
Esta ultima expressao ¢é valida para qualquer valor de n. Deste modo, podemos escrever
V2 + Wil = w?A? (4.71)

n —

onde A é uma constante com dimensao de comprimento e seu valor é determinado por:

Ug ) 1/2
A= <w2 + x0> . (4.72)

Da equagao (4.71) podemos escrever a seguinte relagao:

Ve T

A partir das relagoes (4.69) e (4.73]), é possivel estabelecer um conjunto de equagoes como

Se segue:

4 — w212
COS (56) = m, (474)
4wt
Sen (50) = m, (475)
4w
()
g, = 1.
COS WA ( 77)
[§
T
g = 4.
sen oy, A ( 78)

Com estas tltimas equagcoes, as relagoes (4.66|) e (4.67) podem ser reescritas como:

oS (0,41) = cos (80) cos (0,,) — sen (66) sen (0,,) (4.79)

sen (0,41) = sen (66) cos (6,,) + cos (d0) sen (6,) . (4.80)
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considerando valores diferentes de n nas equagoes (4.79) e (4.80) obtemos:

n=>0 cos (61) = cos (66) cos by — sen (00) sen by,
= cos (6y + d0) ,
sen (6,) = sen (d6) cos Oy + cos (d6) sen by,
= sen (6y + 60) ,
n=1 cos (62) = cos (66) cos (By + 00) — sen (60) sen (Gy + 06) ,
= cos (6 + 206) ,

sen (A2) = sen (60) cos by + cos (66) sen by,
= sen (0y + 260) ,
n=2 cos (03) = cos (06) cos (05 + §0) — sen (65 + 00) ,
= cos (0 + 306) ,
sen (A3) = sen (60) cos b, + cos (60) sen Oy,

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

= sen (6 + 360) ,

n=n-—1 cos (0,,—1) = cos (60) cos (0,, + 06) — sen (0,, + 06),
0s (0o + (n — 1)06),

(

(

I
Q

sen (0,,_1) = sen (60) cos 0,, + cos (60) sen 0,
= sen (Ay + (n — 1)d6) ,

que nos permite escrever

cos (6,,) = cos (6 + ndb),
sen (6,,) = sen (6 + ndb),

Finalmente, temos como resultado as equagoes

vp, = wA cos (0 + nob) . (4.81)

x, = Asen (6y + ndb). (4.82)

Comparando as equagoes (4.62)) e (4.76) podemos constatar que 047 ¢é igual a 6. Assim,

estas ultimas equacoes podem ser reescritas como

Uy, = wA cos (wgty, + 0o) - (4.83)

x, = Asen (wgt, + 6p) . (4.84)
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A relacao entre a frequéncia angular discreta wy das equacgoes e e a
frequéncia angular w = (k/m)'/? ¢ dada pela equacio . As relacoes e
sao equivalentes as equagoes e , respectivamente. Entretanto, apesar de uma
algebra densa, porém acessivel aos alunos do ensino médio, as equagoes e
foram obtidas aplicando a segunda lei de Newton e dispensando algumas propriedades

dos ntimeros complexos empregadas nos processos de solucao anteriores.



60

5 Mais aplicacoes da Fisica Discreta

Nesta secao resolvemos outros problemas de dinamica. Para isso, aplicamos a equa-
¢ao da segunda lei de Newton discretizada e as equagoes , e . Nao nos
preocuparemos com o estabelecimento de um critério para a escolha da discretizagao e
com a obtengao de uma solucao da qual fagam parte as condigoes iniciais. Usamos apenas
as recorréncias obtidas aplicando-se a segunda lei de Newton e construimos os graficos

utilizando o programa Excel.

5.1 Movimento com atrito proporcional ao quadrado da velocidade

Nesta parte do trabalho, consideramos uma forga de arrasto proporcional ao quadrado

da velocidade

—

Fa(n) = —bvié, (5.1)

onde & é um vetor unitario que sempre tem a mesma dire¢ao e o0 mesmo sentido do vetor
velocidade do corpo em movimento que sofre a acao da forca de arrasto. Assim como
fizemos nas se¢oes anteriores, omitimos a notagao vetorial, pois estamos tratando de um

problema unidimensional. Assim, aplicando a segunda lei de Newton (3.9)), temos

(ZF)n = ma,,

ou

Un+1 — Un 2
m|—— | =—mg— bu,.
tn-‘,—l - tn

Deste modo,
b

2
Upt+1 = Up — %’UnT — g7,

ou, ainda,

Upt1 = Up — QUAT — gT. (5.2)

Para as posicoes, temos

Tptl = Tp + Vp T,

e, deste modo,

Tpi1 = Tp + 07 — av2r? — g7 (5.3)

Usando as equacoes e ou a programacao disponivel no apéndice A podemos
construir os graficos v, (t,) vs. t, e z(t,) vs. t, considerando valores diferentes de .
Consideramos que com a aplicacdo da Fisica discreta em problemas como este as
discussoes acerca de aspectos do movimento como, por exemplo, a existéncia de uma
velocidade terminal, que tem valores diferentes para coeficientes de atrito (b presente na

(5.2)) diferentes, sdo mais ilustrativas e oferecem aos alunos mais ferramentas para um
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10
0 ; ; ; ; ,
v 1 2 3 4 5 6 7 8
w s 0=0,125/s
€ _10 :::ocoooouooo-ooooooocoo.ooo-oo
~ :.".Oo--oooooo--n.-ono-onoo.n
% °°, 0=0,075/s
'g ..'o
= . .
g -20 ) ®®%c00ceccs000000ccne
o . o=0,025/s
v °
> L]
.
-30 °
L]
.
L]
o N
—40 °

instantes de tempo t,(s)

Figura 34. — Velocidades discretas de um corpo em queda submetido a uma forca de
arrasto proporcional ao quadrado da velocidade.

bom entendimento do conteido estudado. Além disso, a queda de corpos que observamos
em nosso cotidiano ocorre com a presenca da agao do ar. Portanto, se desejamos contex-
tualizar os problemas estudados na Mecanica do Ensino Médio, precisamos mudar nossas
abordagens e aqui estd uma alternativa para que isso aconteca. Com a equagao ,

podemos construir os graficos representados na figura |35]

60 1

.
50 '8.:..
o '.
L]
P
40 1 . !:
~ Ld
£ o %00
= ..-.
o . .
W30 ® e’
t_i” e e e’
L L] L]
20 . . . *.
° L]
° ° qo .. o
.o ° N
10 1 e gz\\. \\0 Y . \Q\)
\® c < R . 8\5\/
o o T, e, S
. \%u e °.
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8

instantes de tempo t,(s)

Figura 35. — Solucoes de problemas de movimento de corpos em queda submetidos a
forca de arrasto proporcional ao quadrado da velocidade.

5.2 Movimento de projéteis

Na auséncia de gravidade, vocé poderia atirar uma pedra para o céu com um certo

angulo e ela seguiria uma trajetoria retilinea. Por causa da gravidade, entretanto, a tra-
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jetoria se curva. Uma pedra arremessada, uma bala de canhao disparada, uma bola de
futebol chutada ou qualquer objeto langado por algum meio e que segue em movimento
por sua propria inércia é chamado de projétil. Aparentemente, a trajetoria de um projétil
¢ muito complicada. Entretanto, essa trajetoria é surpreendentemente simples quando ob-
servamos separadamente as componentes horizontal e vertical da velocidade. Na auséncia
de resisténcia aerodinamica, a trajetoria curvilinea de um projétil é uma combinacao de
um movimento horizontal, com velocidade constante, com um movimento vertical unifor-
memente acelerado (retardado). Os movimentos verticais, neste caso, sao idénticos aos
movimentos de subida e de queda livres do corpo.

Consideremos o movimento de um projétil. Se considerarmos desprezivel a acao do ar,
a unica forca que age no projétil é a forga peso ? = m?. A forga peso tem modulo myg,
direcao do eixo y e sentido igual ao sentido negativo do eixo y. Portanto, ao aplicando a

segunda lei de Newton (3.9) no problema, obtemos

v —v

Z Fx(n) = Mag(n) =M ( ian mm)) =0,
tn-‘,—l - tn
e, portanto, temos que
Ug(n+1) = VUz(n) = Uz = cOnstante.
Assim, podemos escrever
Tpp1 = Tp + VT (5.4)

A equagao (b.4) nos permite calcular os valores das abcissas do projétil. Para o célculo

dos valores das ordenadas, temos
Vy(n+1) — Uy(n
n+l1 = Un
com
Uy(n+1) = Vy(n) = 9 (fnp1 — tn) ,

temos entao que

M = UVyin) — 9 (thrl - tn) )
tn+1 - tn
ou, ainda,
Ynt1l = Yn + Vy(n)T — gTQ' (55)

As equagbes e nos permitem calcular os valores numéricos dos pares orde-
nados que, quando escritos no plano x vs. y nos fornece a trajetéria do projétil. Observe
a figura [37]

Consideremos o vetor velocidade inicial vy = (25.0m/s) Z + (20.0m/s) . Seu médulo
é ‘170’ = 32.0m/s e sua dire¢do forma um éangulo # = 39° com a reta das abscissas. A
partir desses valores e considerando um passo de 0.01s, podemos construir a trajetoria
representada na figura [37
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y(m)

<l

Vo

mg

Y

0 Vox x(m)

Figura 36. — Representacao da trajetéria de um projétil langado com velocidade vg.

30 71
25 1

20 t eet® e,

tical y, (m)

15 [ .

posicdo ver

10 1 ° .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
posicdo horizontal x,(m)

Figura 37. — Trajetéria discreta de um projétil.

Agora, para o mesmo problema, vamos considerar a acao do ar. A forca de arrasto ([5.1))
tem a mesma direcao e sentido contrario do vetor velocidade do projétil. Decompondo o

vetor forga de arrasto em componentes ortogonais, podemos escrever

— — —

Fan) = Faz(n) + Fay(n)-

Observe a figura [38
Observe que v; = v2,,) + vy, . As componentes do vetor forca de arrasto sio

Fown) = Fam) cos b, = b(vi(n) + vf/(n)) cos B,

2

y(n)) sen @,

Foyny = Fumysent, = b(vi(n) +wv
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y(m)

Y

0 Vox x(m)

Figura 38. — Representacdo da trajetoria de um projétil lancado com velocidade vy.
Neste problema a for¢a de arrasto esta sendo considerada.

Além das relagoes acima, podemos escrever

/UZ' n
cos 6, = > (n) >
Va(n) T Vy(n)
e
Vy(n
senf, = y()

2 2
VY 1 Vym)

2 2 1
Faz(n) = b(03(n) + Vy(n)) > Van)

e, portanto, obtemos

2 2 \%
Fay(n) = b(vx(n) + Uy(n)) > Vy(n)-
Aplicando a segunda lei de Newton no problema, obtemos
> Fatn) = maz(m)
— o [ YelntD)  Ya(n)
tn+1 - tn
1
= —b(?’i(n) + Uz(n))zvx(n%
e, assim,
1
Ug(n+1) = Vz(n) — a(vg(n) + US(n))QUx(n)T‘

Substituindo a velocidade pelos deslocamentos, obtemos

Tpt1 — T o 1 2 2 1
toi1 —tn 2 [0y = W) + V) 02T + V]

e, deste modo,

« 1
Tpy1 = Tp + Vg(n)T — 5(1;3(”) + vg(n))zvx(n)TQ, (5.6)
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Para o calculo das abscissas e ordenadas, temos
2 2 i
Z Fy(n) = —mg— b(vx(n) + Uy(n))QUy(n)
— gy | Dulnt) T Oy )
tn+1 - tn
e, assim,
() = — — 2 2 %
y(nt1) = Vy(n) = 9T = Vg () + Vy(n)) 2 Uy(m) T
Substituindo a velocidade pelos deslocamentos, obtemos
Yn+1 — Yn _ 1 2 2 1
tn—i—l _ tn - 2 [ y(n) — 9T — a(vx(n) + Uy(n))va(n)T + Uy(n):| )
e, assim,
=y, + v T—QT2—9<U2 + 02 )%v 72 (5.7)
Yn+1 = Yn y(n) 9 9 x(n) y(n) y(n) ! - :

Observe que as equacoes e sao casos particulares das equagoes e ,
respectivamente, e surgem quando desprezamos os efeitos resistivos causados pelo meio
onde ocorre o movimento, ou seja, quando b = 0. Além disso, no caso de considerarmos a
resisténcia do ar, os valores das abcissas e ordenadas dependem da massa do projétil.
Considerando o mesmo passo, a mesma velocidade inicial e o mesmo angulo da situagao
anterior, podemos calcular as abscissas e ordenadas das trajetorias de um projétil de massa

m = 450 g, considerando valores de « diferentes. Observe a figura [39

.'.ooo...
° ..
.. °
)
4 ° [
S i °
\./: . .
S .
= 3 . .
1~
S ...ﬂ'o.. L4
S . . .
v o
> ° ° .
o 2+t » =
13 ° . Q e
‘B «° % . <”3 .
8_ . % . o
1p° > g )
L4 e o ° .
. * [}
. PR .
«w e
0 Py Py .
0 2 4 6 8

10 12 14 16 18 20
posicdo horizontal x,(m)

Figura 39. — Trajetorias de um projétil considerando-se a agdo do ar com intensidades
diferentes.

Note que com um procedimento analitico relativamente simples podemos discutir com
os alunos no Ensino Médio os efeitos causados pela acao do ar. Os valores utilizados para
a elaboracao das trajetorias representadas na figura|39|sao valores tipicos de uma situacao

real: uma bola (projétil) de futebol langada por um chute (considerando que a bola nao
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tem movimento de rotagao). Uma bola de futebol oficial tem massa aproximada de 450 g e
um chute tipico em uma partida de futebol costuma langar a bola com velocidade inicial
de 32.0m/s. Os valores do coeficiente de resistividade e do dngulo também sdo boas
aproximacoes de uma situacao real.

Observando as trajetérias nos dois graficos é facil ver a diferenca entre os alcances
e as alturas que sao atingidos pelo projétil. Os estudantes poderao comparar os valo-
res das abcissas e ordenadas construindo tabelas com os resultadas numéricos obtidos
a partir da aplicagdo das equagodes , , e . Com o uso do Excel, os
valores do coeficiente de resistividade do ar pode ser alterado e novos graficos e tabe-
las podem ser construidos, aumentando o conjunto de dados que devem ser comparados.
Com isso, o professor e os alunos poderao discutir a dindmica do movimento dos projéteis.
Acreditamos que este processo constitui um estudo de Mecanica que vai além da simples

memorizac¢ao de férmulas.

5.3 Oscilador harménico com atrito e em duas dimensoes

Nesta secao, resolvemos os problemas de movimento de osciladores harmonicos abor-
dando problemas trabalhados no Ensino Médio. Consideremos um corpo preso a extre-

midade de uma mola e que é deslocado da sua posicao de equilibrio x = 0, conforme

figura

AMAMMWAMAR—

-Xg 0 Xn  Xp

Figura 40. — O sistema massa-mola: um oscilador em uma dimensao.

Desprezemos inicialmente todas as forcas de atrito e a massa da mola. Aplicando a
segunda lei de Newton (3.9)), temos

ma, = —kx,,

/l) E—
m [ Yntl — Un = —ka,,
tn+1_tn
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Un+1 — Up = _Exn (tn+1 - tn) )
k
Upil = Up — %l}ﬂ', (5.8)

que nos permite calcular as velocidades do corpo em diferentes momentos de sua trajetoria.
Para obtermos uma expressao que nos permita calcular as posi¢oes do corpo em diferentes

instantes de tempo, devemos aplicar a equagao (3.7). Entao, temos

Tp+1 — Tn
——— = Uy — — Xy (ly —ty ’
thrl - tn ’ ml. ( i )
k 2
Tp+1 — Tp = _E'rn (tn—i-l - tn) + vy, (tn—l—l - tn) ;

k 2

Tpt1 = Tp + VT — Ex,ﬂ' .

(5.9)

Deve ser observado que este processo de solucao de problemas de movimento é exata-
mente o oposto da forma como os osciladores harmoénicos sao estudados no Ensino Médio.
Muitos livros trazem para os alunos exercicios nos quais os graficos estao prontos e deles
os alunos tém que tirar informacoes para solucionar os exercicios. Nossa proposta é que o
aluno resolva o problema, aplicando a segunda lei de Newton, e construa a solucao grafica
do problema. A Fisica Discreta permite que isso seja um processo possivel.

Durante pesquisas em livros de diferentes autores, deparei-me com o seguinte exercicio
proposto por Maximo e Alvarenga, (2005b, p. 302) que gostaria de trabalhar nesta secao.
O enunciado do exercicio é: “A figura deste problema mostra o grafico X (¢) vs. t para
um corpo em MHS. Escreva (com valores numéricos) a equacao que fornece a posigdo em

funcao do tempo para este movimento”.

X (cm)
&

+E B e et B E e e e e e S o L o B PR I I

0 tis)

Figura 41. — Representagao grafica da solugao do problema de movimento de um osci-
lador harménico simples. Esta figura é uma réplica da figura de um exercicio proposto
por Maximo e Alvarenga, (2005bl p. 302).

Observe que a solugdo do problema de movimento ja é dada ao aluno. Nos estudos

deste tipo de movimento é informado ao aluno que a solucao deste tipo de problema é da
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forma

z(t) = Acos(wt), (5.10)

onde A e w sdo, respectivamente, a amplitude e a frequéncia angular do movimento do
corpo. A amplitude corresponde ao valor maximo da posi¢ao, na qual a velocidade é igual

a zero. E a frequéncia angular é dada por
W= — (5.11)

onde T" é o periodo do movimento, que corresponde ao tempo que o corpo gasta para
dar uma oscilagdo completa. Portanto, o aluno resolve o exercicio tirando do gréafico do
movimento os valores da amplitude e do periodo e usando as expressoes ((5.10]) e (5.11]):

x(t) = 2cos (2215)
= 2cos (gt> . (5.12)

Gostariamos de fazer uma pergunta: o que o aluno aprende com a solugao de um exercicio
como este?

Agora, permita-nos abordar o mesmo problema aplicando a Fisica Discreta. O sistema
massa-mola da figura no inicio da se¢ao reproduz um problema andlogo, considerando
ro = 2.0cm. A massa esta submetida a uma forca elastica exercida pela mola de constante
elastica k = 9.8N/m e executa um movimento harménico simples de amplitude A =

2.0 cm e periodo

m
T =21y —
Wk

_ o v4.0kg

7T\/9.8N/m

= 4.0s. (5.13)

A aplicacao da segunda lei de Newton no problema resultou na expressao (5.9)), que nos
permite construir o grafico da posi¢ao em fungao do tempo do movimento do corpo.

Observe que obtivemos a mesma solugao que esta representada na figura [41] do exer-
cicio. Os alunos podem construir o grafico como representado na figura 2] escolhendo
um passo de 0.01s. Gostariamos de lembrar novamente que todos estes procedimentos
podem, também, ser realizados com calculadoras. Sabemos que estes calculos sao mais
trabalhosos com o uso de calculadoras, mas podemos diminuir o nimero de pontos a serem
marcados em um papel milimetrado e assim viabilizar os calculos. Assim estaremos pro-
porcionando ao aluno a oportunidade de desenvolver sua autonomia, o que nos aproxima
dos objetivos almejados pelas recomendagoes do PCNEM.

Agora, comparemos alguns valores numéricos obtidos com a aplicacao das equacoes
e . Para isto, consideremos o valor do passo igual a 0.01s. A Tabela [1| mostra

os valores encontrados.
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Figura 42. — Solucdo do problema do movimento de um oscilador harménico com os
mesmos parametros do exercicio observado no livro.

Tabela 1. — Tabela com valores das posi¢oes de um oscilador considerando as equa-

coes e .

n  instantes de tempo ¢ (s)  x,(m) x(m)
9 0,1 1,973 1,975
49 0,5 1,404 1,414
89 0,9 0,299 0,313
129 1,3 -0,920  —0,908
169 1,7 —1,788  —1,782
209 2,1 -1973  —1,975
249 2,5 ~1,406 —1,414
289 2,9 —0,302 —0,313
329 3,3 0,918 0,908
369 3,7 1,787 1,782
409 4,1 1,974 1,975
449 45 1,408 1,414
489 4,9 0,305 0,313
529 5,3 -0,915  —0,907
569 5,7 -1,785  —1,782
609 6,1 -1974  —1,975
649 6,5 —-1410 —1,414
689 6,9 ~0,308 —0,313

Vamos considerar uma forca de atrito sobre o sistema massa-mola, exercida pela su-
perficie sobre o corpo. O moédulo dessa forga é o resultado do produto entre o médulo da
forca de reacao normal ‘ﬁ’ = myg, exercida pela superficie sobre o corpo, e o coeficiente

de atrito cinético p.. Aplicando a segunda lei de Newton no problema, obtemos

m (2T ke — N,
tn+1 _tn



Capitulo 5. Mais aplicagées da Fisica Discreta 70

k welN
-

/Un—‘,-l = Up — ECI’}”T —

Tptl — Tn k N
—_— =V, — —XpT —
m

T,
T

k
Tyl = T + VT — — T T2 — [1egT>. (5.14)
m

Na equacao , a parcela p.g7? terd valor positivo quando o oscilador tiver veloci-
dade negativa; e valor negativo quando a velocidade for positiva. A figura [43]| é o grafico
Zp(ty,) vs. t, do movimento do corpo preso a mola. Nesta situagao consideramos que a
mola tem constante eldstica k = 150 N/m, a massa é igual a m = 3.0 kg e que o coeficiente
de atrito cinético é u. = 0,2. Os valores iniciais das posicao e velocidade sdao o = 1.0m

e’U():O.

v:\i

instantes de tempo t,(s)

Figura 43. — Solugao discreta do problema de movimento de um oscilador harménico
submetido ao atrito cinético.

Outro exemplo, no caso de um oscilador harmonico, é considerar a forga de resisténcia
que um liquido exerce sobre um corpo. Consideremos o sistema massa-mola da figura |44}

A forca resistiva exercida pelo liquido sobre o corpo sera proporcional a velocidade
do corpo. Como se trata de um problema unidimensional, omitimos a notagao vetorial.
Portanto, podemos aplicar a segunda lei de Newton no problema e obtermos

m <M> = —kx,, — bu,.
tn—i—l - tn

Resolvendo esta equagao para a velocidade v, 1 temos

bu,,
n = Uy — —Zy (ty —ty) — — (ln —tn).
Upy1 =V mﬂU (tns1 ) m (tns1 )

Reescrevendo a velocidade v, 11 em funcao das posigoes z,1 e x, temos, ainda, que

Tnt1 — Tp k bvn
— =V — — Ty (Cpr1 — ) — — (L1 — Tn) -
ther — by v mx (tnt ) m (tnt1 )
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Figura 44. — Sistema massa-mola submetido a agdes externas: oscilador harmonico

com atrito .

Deste modo, a posicao x,.1 ¢ dada por

k bu,,
Tpi1 = Tp + VpT — —Tp T2 — X2 (5.15)
m m

A equacao nos permite calcular a posicao em funcao do tempo e construirmos
o grafico que representa a solugdo do problema. Consideremos que a mola que suspende
o corpo, de massa m = 2.0kg, tem constante eldstica k = 100N/m e que o coeficiente
de resistividade seja b = 2.0 Ns/m. Entao, os valores numéricos e a solugao gréfica do
problema estao apresentados na Tabela [2| e na Figura [45| respectivamente.

Um oscilador harmonico pode executar um movimento bidimensional. Neste caso e
em outros casos de movimentos bidimensionais, necessitamos de duas coordenadas para
descrevermos o movimento. Além disso, no estudo de movimentos bidimensionais, as
grandezas fisicas devem ser tratadas em sua forma vetorial. Portanto, a equagao ({3.7))
deve assumir a forma ~ .
Tn+1 — Tn

(5.16)

Un—l—l =
tn—i—l - tn ,

onde 7 é o vetor posicao da particula. Neste caso, a equacao (3.8) assume a forma
= Up+1 — Up

Vi1~ Un 1
a T— (5.17)

Agora vamos estudar um movimento bidimensional especial. Consideremos o oscilador
harménico na figura [46]
O estado inicial do oscilador da figura 6] pode causar, num primeiro momento, a

impressao de que é dificil descrever o movimento posterior do oscilador. De fato, a solucao
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Tabela 2. — Tabela com valores discretos das posi¢des do oscilador da figura .

n  t(s) axp(cm) n t(s) axn(cm)

9 0,1 5220 309 3,1 0,118
19 02 7547 319 32  —1,012
29 0,3 6,191 329 33 —1,569
39 04 2,125 339 34 —1,354
49 05 —2527 349 35  —0,538
59 0,6 -5575 359 3.6 0,446
69 0,7 5775 369 3,7 1,132
79 0,8 —3,308 379 38 1,233
89 0,9 0441 389 3,9 0,759
99 1,0 3,628 399 40 —0,018
109 1,1 4,847 409 41 —0,712
119 1.2 3,727 419 42 1,014
129 13 1,004 429 43 —0,821
139 14 —1918 439 44 —0,271
149 15 —3,682 449 45 0,351
159 1,6 —3,588 459 4,6 0,753
169 1,7 —1858 469 4,7 0,771
179 18 0,559 479 438 0,433
180 18 0,792 489 4,9  —0,070
189 1,9 2488 499 50 —0,494
199 2,0 3,002 509 51  —0,650
209 2,1 2,220 519 52  —0,494
219 2,2 0414 528 52  —0,167
229 23 1410 529 53 —0,126
239 24 —2413 539 54 0,265
249 25 —2213 549 55 0,496
259 2,6 —1,018 559 56 0,478
269 2,7 0,530 569 5,7 0,242
279 2,8 1,687 579 58  —0,082
280 2,9 1,959 580 59  —0,338
299 3,0 1,307 599 6,0 —0,414

deste tipo de problema é dificil. Entretanto, vamos resolvé-lo e mostrar que com a Fisica
discreta é possivel o estudo deste tipo de problema no Ensino Médio e até mesmo no

Ensino Superior. Aplicando a segunda lei de Newton, obtemos
N F, = may,

> Fy="Fe+ P

= md,,

onde ﬁe(n) = —k(l, — o))l = —k (\/xi +y2 — lg) [ é a forca elstica exercida pela mola
sobre o corpo de massa m. A forga elastica é proporcional a distensao da mola. Os
termos Iy e | representam o comprimento da mola relaxada e o vetor unitario na direcao
da distensao da mola, respectivamente. Quando a mola é distendida, seu comprimento é

l, = \/x2 +y2. Decompondo a forga elastica em componentes ortogonais, temos
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instantes de tempo t,(s)

Figura 45. — Representacao grafica da solugao discreta do problema de movimento de
um oscilador submetido a acdo de uma forga resistiva.

Xn

Yn

Figura 46. — Oscilador em duas dimensoes

Fex(n) = Fe(n) Sen ena

Fey(n) = Fe(n) COS Hn. (5.18)
Podemos observar na figura 46| que
sen 6, L,
VT Yn
cos B, = In
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Substituindo essas relagoes nas equagoes (5.18)), obtemos
x
- _ [ 2 2 _ n
Fe:c(n)_ k< :L‘n_’_yn l0> x2+ >
n T Yn
Yn
— kS22 —
Feym)y = —k ( x5 +yn lo> Yy y2.

As componentes ortogonais da forca peso do oscilador, desprezando a massa da mola, sao

Px = 07
P, = —mg.

Aplicando a segunda lei de Newton no problema, temos para a direcao x

> Fupn) = Mag(n)

Tn
=—k |2, —lo—F——x= )
( Vn +y2)

e, portanto,

k ; T,
Qzin) = — [ lo——x= — 2 | -
o m VT Ya

Para a direcao y temos que

> Fym) = may(n)

e, deste modo,

Uy(n+1) = Uy(n) T

Para as abscissas, temos

e, portanto,

k Ty, 9
Tp+1 = Tp + V(n)T +—|lo—r/—s=—z, | 7"
SNV T

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
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Para as ordenadas, temos
Ynt1 = Yn + Uy(nt)T (5.25)

e, deste modo,

Yn+1 = Yn + Vy(n)T +

k Yn

ol — vy, | = g| (5.26)
m ( Vs )

As expressoes (5.24]) e (5.26) constituem a solugdo discreta do problema de movimento
do oscilador em duas dimensoes da figura Podemos, a partir dessas equacoes, estudar
a trajetoria do oscilador.

Consideremos os seguintes valores numéricos: k = 25.0N/m, m = 50.0¢g, [y = 0.60m,

o = 10.0cm, yo = —70.0cm, v,0 = vy0 = 0 e 7 = 0.01s. Com esses valores e aplicando
as equagoes (5.24) e (5.26) obtemos o grafico do movimento representado na figura 47

-0.6 T

(m)

posicdo

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
instantes de tempo t,(s)

Figura 47. — Solucdo discreta do problema de movimento de um oscilador harménico

em duas dimensées. A posicao inicial esta indicada pela seta.

Além de resolvermos problemas dificeis com aplicacoes de equagoes relativamente sim-
ples, podemos ainda estimular os alunos a analisarem relagoes mateméaticas e preverem
alguns resultados. Por exemplo, ao observar as equacoes e os alunos devem
perceber que se g = 0, v,0 = 0 e yg # (mg — ly) /k, o oscilador representado na figura
oscilara na direcao vertical, com amplitude constante.

Nesta secao tentamos demonstrar que é possivel abordarmos problemas de movimento,
estudados no Ensino Médio, de maneira diferente, lancando mao da Fisica Discreta. Além
disso, buscamos mostrar que a Fisica Discreta nos permite estudar problemas que nao

sao discutidos nas salas de aula do Ensino Médio.
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-0.8 1

(w) “A oedisod

instantes de tempo t,(s)

voy = 0e 7 =0.01s.

Figura 48. — Grafico da oscilagao vertical do oscilador da figura Consideramos os
valores numéricos k = 25.0N/m, m = 50.0g, lp = 0.60m, zy = 0.1cm, yp = —0.7 cm,
Uz0
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6 Consideracoes finais

O ensino de Fisica é um desafio constante. Isso se justifica pelo fato de a Fisica ser
construida com conceitos e principios que, obrigatoriamente, devem descrever de maneira
consistente os fendmenos que ocorrem na natureza. E se a natureza destes fendmenos é
complexa, os conceitos e principios fisicos também sao complexos. Diante desta relacao
entre o conceito e o fenémeno, entao, o qué dizer sobre o ensino e a compreensao da Fisica.

A Mecéanica, provavelmente, é o campo da Fisica que primeiro foi contemplado com
a atencao humana. Se isso for verdade, nao seria de se estranhar, pois a Mecanica ¢é a
area onde se estuda o movimento dos corpos. Que fendomeno na natureza seria primeiro
observado por um ser curioso, se ndo o movimento de um corpo?

A complexidade dos fendmenos mecénicos justifica estarmos até hoje, apds anos, dis-
cutindo quais métodos de estudo e, consequentemente, de ensino sao mais adequados para
uma compreensao mais eficiente e satisfatéria dos contetdos estudados. Esta discussao
¢ uma tarefa ardua e é de responsabilidade daqueles que escolheram trabalhar com a
pesquisa e o ensino de Fisica.

Nossa proposta ao longo deste trabalho é fazer com que o estudo da Mecanica seja
uma atividade interativa, cujos elementos desta interacao sejam o aluno e o problema
estudado. O aluno esta interagindo com o problema estudado quando tenta resolvé-lo,
fazendo uso de alguma ferramenta. No caso presente, a solugdo deve ser conquistada pelo
estudante com a aplicagao da segunda lei de Newton que, segundo nossa abordagem, deve
ter a forma discreta.

Entendemos que com o produto que esta dissertacao disponibiliza aos professores e
alunos as atividades em sala durante as aulas de Mecanica podem assumir a forma de
um estudo interativo e dinamico, demandando do aluno, sob a orientagao do professor,
uma postura participativa. Assim, o estudo da Mecanica deixa de ter como objetivo
a memorizacao de féormulas e graficos e passa a constituir-se de uma atividade onde
o estudante passa a ser o responsavel pelas construgoes das solugoes dos problemas e
de suas representacoes graficas. Com isso, o professor podera propor atividades para
sua turma e orientar no uso das ferramentas contidas neste trabalho com o objetivo de
resolver problemas de Mecénica, aumentando a independéncia dos seus alunos, bem como
possibilitando a eles a oportunidade do treinamento para lidar com expressoes algébricas
e construcao e interpretacao de graficos.

E necesséria a percepcio de que o estudo da MecAnica, bem como as demais areas da
Fisica e do conhecimento, deve trazer para o estudante algum significado, que pode ser
traduzido como algo que tenha aplicacao ou semelhanca direta em seu cotidiano. Isso se
alcancga por meio da contextualizacao dos contetidos estudados.

Mas se o professor nao dispoe de meios ou métodos que lhe permitam realizar ativi-
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dades que busquem contextualizar os contetidos estudados, a tarefa de ensinar torna-se
mais dificil. Entendemos que com a Fisica Discreta o professor podera estudar qualquer
tipo de problema de movimento e, assim, aproximar os temas estudados da realidade dos
alunos.

Concordamos que poder estudar com detalhes problemas de movimento de corpos,
sejam estes em uma, duas ou trés dimensoes, estejam estes sujeitos ou nao a acao de meios
resistivos, com uma algebra descomplicada e acessivel aos alunos, torna a missao de ensinar
uma tarefa menos complexa e estressante. Além disso, esta possibilidade envolve os alunos
nas tarefas em sala e permite que eles mesmos construam seus préprios conhecimentos.
Esperamos ter alcancado o objetivo de mostrar que é possivel resolver varios problemas
de movimento, obtendo solugoes e construindo graficos, com uma mateméatica simples que

julgamos acessivel aos nossos colegas professores e aos estudantes.
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A Programacao

Este Apéndice é o produto desta dissertacao. Nele procuramos desenvolver um manual
com o qual os alunos e professores poderao construir todos os graficos apresentados neste
trabalho. Como usamos o Excel para construir os gréaficos, este guia estd baseado no uso
deste programa, mas vale ressaltar que qualquer planilha eletronica pode ser utilizada
para estas tarefas.

Apresentamos as equagoes discretas e os procedimentos para escrevé-las no Excel. Em
seguida estarao as figuras com a face da folha, ou planilha, que resultam do uso deste
programa. As planilhas empregadas neste Guia se encontram disponiveis no CD que o
acompanha.

O leitor deve estar atento para o fato de que o nosso trabalho procura mostrar que é
possivel estudar um conjunto de problemas de dindmica sem a preocupac¢ao com as regras
de calculo desconhecidas pelos alunos. Procuramos demonstrar isso ao longo do trabalho.
Assim, como o objetivo primeiro é mostrar que é possivel esse estudo, nao nos dedicamos
em explorar os tipos de abordagens que os professores podem fazer em suas salas de aula.
Nossa preocupacao é disponibilizar o material para estes profissionais, a quem julgamos
caber a avaliagdo de sua aplicabilidade, levando-se em conta a realidade de sua escola,
bem como a andlise dos resultados no processo de ensino e aprendizagem que surjam de

sua aplicacao.

A.1 Movimento retilineo uniforme

Das equacgoes
T (@n41 — 20) (A1)

-
temos como resultado, para o movimento retilineo uniforme, as equagoes

g = L =00, (A.2)
T
e
(py1 = a, = 0. (A.3)
Assim a solucao sera
Tpal = Tp + Up T. (A.4)

Sempre que desejarmos usar o Excel, ou qualquer planilha eletronica, devemos ter
em mente que o que vamos fazer é construir tabelas. O numero de colunas e linhas
que cada tabela terd depende de cada problema. Nesta parte da dissertacao procuramos
estabelecer um padrao que consiste em construir as tabelas com trés colunas e com um

numero de linhas que dependera de cada problema. Na primeira coluna estao os valores
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dos instantes de tempo. Na segunda os valores das velocidades e na terceira os valores
das posigoes. Quando tratamos de problemas bidimensionais surgem tabelas em que as
segunda e terceira colunas serao reservadas para os valores das componentes do vetor
posicao.

Ainda sobre o padrao que estabelecemos, escolhemos a coluna B para os instantes de
tempo, a coluna C para as velocidades e a coluna D para as posi¢oes. Assim, na célula
B2 escrevemos a letra t, na célula C2 escrevemos v(t) e na célula D2 escrevemos x(t).
Nestas células constam os titulos de cada coluna. Usamos as colunas que vao de F a K,
nas linhas 2, 3 e 4, para escrever os parametros envolvidos no estudo do problema. Estes
parametros, uma vez definidos, podem ser alterados mudando os valores numéricos da
célula correspondente a eles e, automaticamente, os valores das tabelas e os graficos tam-
bém serao alterados. Escolhemos este padrao apenas por questoes de estética das figuras
que apresentamos. As regras e procedimentos com o Excel independem das escolhas que
podem ser feitas.

Nas células B3, C3 e D3 escrevemos os valores iniciais. Escolhemos o instante inicial

igual a zero em todos os problemas. Portanto, deve-se selecionar a célula B3 e:

1. Escrever =0;

2. Apertar a tecla “enter”.

Em seguida faca:

1. Selecione a célula F2 e escreva tau=;

2. Selecione a célula G2 e escreva 0,1;

3. Clique no comando Férmulas e depois em Definir nomes;
4. Aparecera uma janela como na figura [49]

5. Clique em OK e o parametro tau estara definido. Este procedimento deve ser associ-
ado a expressao “defina o parametro” e deve ser repetido sempre que for necessario

definir um parametro;
6. Selecione B4 e escreva: =B3+tau;
7. Aperte a tecla “enter”;

8. Selecione novamente B4 e posicione o cursor no canto inferior direito da célula, onde

aparecesse um ponto e onde o cursor assumira a forma de uma cruz;

9. Clique no botao direito do mouse e, com o botao pressionado, arraste o cursor ao
longo da coluna até a linha 43. Este procedimento devera ser associado a expressao

“preencha a coluna” e repetido quando se desejar preencher uma coluna;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Mowvo Mame @
Mome: tau
Escopo: Pasta de Trahalho |E|
Comentario: -
Refere-se ai | —moyretuniforme!$G42
[ OK ] [ Cancelar I
/

Figura 49. — Janela do Excel onde se define um parametro. A palavra tau é o

nome do parametro que estara definido na planilha movretuniforme, e seu valor
sera o escrito na célula G2.

Assim como foi definido o pardmetro tau, defina o parametro vy (velocidade inicial)
com a representacao vO em F3 e seu valor em G3;
Em C3 escreva: =vo0;

Selecione C3 e, assim como na coluna do tempo, preencha a coluna com o valor de

vp até a linha 43;

Defina o pardmetro z(: a representacao x0 em F4 e seu valor em G4;
Em D3 escreva: =x0;

Em D4 escreva: =D3+C3*tau;

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;

Defina o pardmetro m (massa da particula em movimento): a representagao m em

H2 e seu valor em I2;

Selecione as colunas do tempo e da velocidade e crie o grafico velocidade v(t) vs.
tempo: clique em Inserir e depois na primeira opcao de plotagem do comando

Disperséo;

Selecione as colunas do tempo e da posicao e crie o grafico posigao x(t) vs. tempo.

Com os procedimentos acima e com os valores iniciais de vy = 3.0m/s e o = Om

obtemos o resultado apresentado na figura [50]
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A B | D G H I J K L

| 1]
| 2| t v(t) x(t) tau= 0,1 m= 1
3] 0,0 3,0 0,0 v0= 3,0
| 4] 0,1 3,0 03 x0= 0
[ 5| 0,2 3,0 0,6
[ 6| 03 3,0 0,9

7 0,4 3,0 1,2
z 0,5 3,0 1,5 velocidade v(t) vs. tempo
| 9 | 0,6 3,0 18
[10] 0,7 3,0 21 ¢
[11] 0,8 3,0 2,4 3
[ 12] 0,9 3,0 2,7
[13] 1,0 3,0 3,0 2
[14] 1,1 3,0 33
[15] 1,2 3,0 3,6 1
|16 13 3,0 3,9
17 1,4 3,0 4,2 0 ; | |
| 18] 15 3,0 45 1 2 3
[19] 16 3,0 4,8

20 1,7 3,0 5,1
21 18 3,0 5,4 posig¢do x(t) vs. tempo
[ 22] 1,9 3,0 5,7 12 =
123 | 2,0 3,0 6,0 10 et
[ 24] 2,1 3,0 6,3 e
| 25 2,2 3,0 6,6 8 -
| 26 23 3,0 69 6 et
[ 27 2,4 3,0 7,2 Lot
28 | 2,5 3,0 7,5 4 O
[ 29] 26 3,0 78 2 LA
30] 2,7 3,0 81 et
[31] 2,8 3,0 8,4 0 ) : '
32 2,9 3,0 8,7 ! VZ 3
133] 3,0 3,0 9,0
[ 34] 31 3,0 9,3
135 3.2 3,0 9,6
36| 33 3,0 9,9
[37] 3,4 3,0 10,2
38 3,5 3,0 10,5
139 3,6 3,0 10,8
[ 40| 3,7 3,0 11,1
[ 41] 38 3,0 11,4
| 42 | 3,9 3,0 11,7

43 4,0 3,0 12,0

Figura 50. — Planilha Excel para um movimento retilineo uniforme.
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A.2 Movimento de queda livre

Das equagoes
(@ns1 = @) (A.5)

T

Un4+1 =

(ny1 = (””“T_ ), (A.6)

temos como resultado, para o movimento de queda livre de um corpo, as equagoes

(pi1 = a, = —g = constante. (A.7)
e
Uy, = Vg — g tp. (A.8)
Assim, a solugao sera
1
Ty, = o+ vy t, — [(—1—271)71] gt (A.9)

Nao esqueca que t,, = n7, que pode ser reescrita como n = t,/7. No Excel, faga:
1. Defina 7, vg, ¢ € m, nas mesmas células em que foram definidas na Se¢ao anterior;
2. Defina g: a representacio g em H3 e seu valor em I3. Consideramos g = —10m/s?;
3. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 34, com tau=0, 1;
4. Em C3 escreva: =v0;

5. Em C4 escreva; =vO0+g*tau. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até
a linha 34;

6. Em D4 escreva;

=x0+v0*B4+(1/2) *xgx (B4~2)+(1/2) *g*B4*tau.

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 34;
7. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo.

A figura b1 mostra o resultado obtido, considerando-se vO = 0 e x0 = 50 m.
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A [ ¢ D | G H I K L

11
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,1 m= 2
| 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 49,9 X0= 50
[ 5] 0,2 2 49,7

6 0,3 3 49,4 .
7 | 0,4 2 29,0 velocidade v(t) vs. tempo
B 05 5 48,5 0 s
[ 9] 0,6 6 47,9 50 . 1 2 4
110 | 0,7 -7 47,2 ..
|11 0,8 -8 46,4 -10 el .
[12] 0,9 9 45,5 15 el

13 1,0 -10 44,5 ...
[14] 11 11 43,4 20 <
15 | 1,2 12 42,2 25 e
16 | 1,3 -13 40,9 20 .,
[17] 1,4 -14 39,5
118 | 1,5 -15 38,0 -35
119 1,6 -16 36,4

20 1,7 -17 34,7 -
211 1,8 18 32,9 posicdo x(t) vs. tempo
[ 22] 19 -19 31,0 60
[23] 2,0 -20 29,0 s .
| 24| 2,1 21 26,9
| 25| 2,2 -22 24,7 40 Sl 2
26| 2,3 23 22,4 10 ..
[ 27] 2,4 24 20,0 .
28] 2,5 25 17,5 20 el
129 2,6 -26 14,9 10 ‘..
130 2,7 27 12,2 .
131 2,8 -28 9,4 0 w : )
132 2,9 29 6,5 1 2 3 4
[33] 3,0 -30 3,5
[ 34] 3,1 31 0,4
135
136
137
| 38
139
140
141
142 |

43

Figura 51. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram obti-
dos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a conservacao

da energia
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Considerando outra discretizagao para a velocidade, como a equagao

(Un-H + Un) _ (xn+1 - ‘x”) (A.lO)

a solucao sera
(A.11)

No Excel, faga:

1. Repita todos os procedimentos acima, alterando apenas o que se recomenda escrever

na célula D4. Agora, nesta célula deve-se escrever:
=x0+v0*B4+(1/2) xg*(B472) .

Assim, o resultado serd o apresentado na figura para os mesmos valores iniciais

anteriores.
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A [ ¢ D | G H K L
1]
| 2| v(t) x(t) tau= 0,1 m= 1
3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 50,0 X0= 50
[ 5] 0,2 2 49,8
L & 03 3 49,6 velocidade v(t) vs. tempo
[ 7] 0,4 -4 49,2

8 0,5 -5 48,8 0 1< T T )
K 0,6 6 48,2 59 1 2 3 4

10 07 7 47,6 el
[11] 08 8| 468 o .
|12 ] 0,9 -9 46,0 -15 = -

[ 13] 10 -10 45,0 2 “-.

[14] 1,1 -11 44,0 ..

[ 15] 1,2 -12 42,8 -25 s
[16] 13 13 416 0 T
[17] 1,4 -14 40,2

[ 18] 1,5 -15 38,8 35

[19] 16 -16 37,2

[20] 1,7 17 35,6 -

21 18 18 338 posicdo x(t) vs. tempo
[22] 1,9 -19 32,0 60

[23] 2,0 20 30,0 s I

[ 24] 2,1 21 28,0 teel.

25 | 2,2 22 25,8 40 e

[ 26 2,3 23 23,6 20 .

[ 27] 2,4 24 21,2 ..

| 28 | 2,5 -25 18,8 20 =

129 | 2,6 -26 16,2 10 .
[30] 2,7 27 13,6 .

31 2,8 -28 10,8 0 ‘ ‘ ‘
[32] 2,9 29 7,9 ! 2 3 4
133] 3,0 -30 5,0
[34] 3,1 31 1,9
[35]

36
[37]
[ 38]
139
[ 40|
[ 41]
[42]
43

Figura 52. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram ob-
tidos considerando-se as solugoes discretas que estdo de acordo com a conservagao da

energia.
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A.3 Queda com atrito

Esta Secao esta dividida em duas subsecoes. Nas duas subsegodes resolvemos o pro-
blema de movimento da queda de um corpo que sofre a acao do ar. Porém, na primeira
subsecao consideramos a solugao discreta do problema que foi obtida considerando-se a
discretizacao da velocidade em que nao se adota o critério da conservacao da energia.
J& na segunda subse¢do consideramos a solugdo discreta obtida com o estabelecimento
do critério de conservacao da energia para a discretizacao da velocidade. Lembre-se que

neste problema a discretizagao da aceleracao pode ser a mesma nas duas situagoes.

A.3.1 Equagoes discretas sem o critério de conservagao
Considerando as equagoes

Ups1 = M (A.12)

ay = ol " ) (A.13)

e aplicando a segunda lei de Newton,

(Z F)n ma, = —mg — buy, (A.14)

temos como resultado, para o movimento de queda com atrito de um corpo, as equagoes

vp, = vy + (97 + aTvy)) [(1—(;:)”—1] (A.15)
Ty = Xg+ Vg -ty — g—;;:wo {IT—=ar)[(1—=ar)"—=1]+at,}, (A.16)

onde oo = b/m. No Excel faga:

1. Defina: 7, vg, g, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Secoes

anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0,1;
3. Em C2 escreva: v(t);
4. Em C3 escreva: =v0;
5. Em C4 escreva: =v0O+g*B4;
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;

7. Em D2 escreva: x(t);
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8. Em D3 escreva: =x0;

9. Em D4 escreva; =x0+v0*B4+(((B4~2xg) /2)+((g*B4xtau)/2));
10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
11. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo;
12. A figura [63] mostra o resultado obtido, para vO =0, x0 =50 m e alfa = 0.

Dentro de uma planilha do Excel nés podemos construir varias folhas que farao parte
do mesmo documento. Com este recurso resolvemos construir quatro folhas. Na primeira
folha estudamos o movimento de um corpo no qual consideramos a a¢ao do ar desprezivel.
Nas trés folhas seguintes consideramos valores diferentes do paradmetro alfa, que estd
associado a intensidade da resisténcia do ar.

No Excel, faca:

1. Repita os procedimentos acima, de 2 a 8, com excecao do item 5. Na célula C4
escreva:
=v0- ((g*tautalfal*tau*xv0)*((1-alfalxtau)~(B4/tau)-1)/(alfalxtau));

2. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
3. Defina alfal: a representacdo alfal em H4 e seu valor em I4;

4. Em D4 escreva:
=x0+v0*B4 + ((g+alfal*v0)/(alfal”2))*
((1-alfalx*tau) *((1-alfal*tau) ~(B4/tau)-1)+alfal*B4);

5. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
6. Construa os graficos: velocidade v'(t) vs. tempo e posi¢ao x'(t) vs. tempo;

Consideramos vO =0, x0 = 50m e alfal = 0,2 e obtivemos os resultados mostrados
na figura b4 Construimos mais duas folhas repetindo estes tltimos procedimentos e
considerando alfa2=0,6 e alfa3 =1,25, definidos nas suas respectivas folhas assim
como foi definido alfal. A figura [55 mostra os resultados para alfa2 = 0,6 e a figura
para alfa3 = 1,25. Ao realizar estes ultimos procedimentos considerando alfa2 e alfa3,
deve-se escrever as equacoes dos itens 1 e 4 substituindo alfal por alfa2 ou alfa3,
dependendo da folha em que se estd concentrando atencdo. Além disso, para evitar
possiveis confusoes, pode-se diferenciar os titulos das colunas dos valores das velocidades
e das posigoes, bem como os titulos dos graficos. Na folha de trabalho em que se considera
alfal, por exemplo, escrevemos em C2 a representacao v’ (t) e em D2 a representacao
x'(t). Na folha com alfa2, escrevemos v"(t) e x"(t). E na folha do alfa3, escrevemos
v (t) e x”(t).
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A [ ¢ T o 1] G H I K L
[1]
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 49,9 X0= 50
[ 5] 0,2 2 49,7
1 6 03 3 49,4 velocidade v(t) vs. tempo
[ 7] 0,4 -4 49,0
| 8| 05 -5 48,5 10
[ 9] 0,6 6 47,9
10 0,7 -7 47,2 0+ ‘ [ ‘ ‘ ‘ |
(11 0.8 ) 6.4 2 3 4 5 6 7 8
[12] 0,9 9 45,5 -10 5
[ 13] 1,0 -10 44,5
[14] 11 11 434 -20 e,
[ 15 ] 1,2 -12 42,2
[ 16] 13 -13 40,9 -30 e
[17] 1,4 -14 39,5
[ 18] 1,5 -15 38,0 -40 -
[19] 1,6 -16 36,4
[20] 1,7 -17 34,7 icio x(t) vs. t
E 18 18 32.9 posigdo x(t) vs. tempo
122 19 -19 31,0 60
[23] 2,0 -20 29,0 50 teners
[ 24] 2,1 21 26,9 .,
25| 2,2 22 24,7 40
[ 26 23 23 22,4 30 o
[ 27] 2,4 -24 20,0
[ 28] 2,5 -25 17,5 20 s
[29] 2,6 26 14,9 10
130 2,7 -27 12,2 *
[31] 2,8 28 9,4 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
B 29 29 65 1 2 3 4 5 6 7 8
[33] 3,0 -30 3,5
[ 34] 3,1 31 0,4
[ 35] 3,2 -32 2,8
[ 36 33 -33 6,1
[37] 3,4 -34 9,5
[ 38] 3,5 -35 -13,0
[39] 3,6 -36 -16,6
[ 40| 3,7 -37 20,3
[ 41] 3,8 -38 24,1
[ 42 ] 3,9 -39 -28,0
43 4,0 -40 -32,0

Figura 53. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram obti-
dos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a conservacao

da energia.
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A C D F G H I J L
| 1]
| 2 | V'(t) x'(t) tau= 0,1 m= 0,4
3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 01 -1,0 49,9 X0= 50  alfal= 0,2
[ 5 | 0,2 2,0 49,7
| & 03 29 49,4 velocidade v'(t) vs. tempo
| 7 | 0,4 -3,9 49,0
| 8| 05 -4,8 48,5 10
[ 9] 0,6 -5,7 48,0
10 07 -6,6 473 0t ‘ I ‘ i I i
E 08 75 266 . 2 3 4 5 6 7
12 0,9 8,3 45,7 -10 T
[13] 1,0 -9,1 44,8
[14] 11 100 43,8 -20 e
[ 15] 1,2 -10,8 42,7
[ 16| 13] 115 41,6 -30
117 14 12,3 40,4
18] 15 131 39,1 40
[19] 1,6 -13,8 37,7
20 1,7 -14,5 36,2 sx
1] 18 152 347 posigdo x'(t) vs. tempo
[ 22] 19 159 33,1 &0
[23] 2,0 -16,6 31,4 50 sornss
[ 24] 21 173 29,7 e,
[ 25| 22 a19 27,9 40 s
| 26 2,3 -18,6 26,1 30 .
[ 27] 2,4 -19,2 24,1 .
28] 25| 198 22,2 20 -
[29] 2,6 20,4 20,1 10
[30] 2,7 21,0 18,0 .
|31] 2,8 -21,6 15,8 0 T T — T : .
i 2,9 -22,2 13,6 0 1 2 3 4 5 6 7
133 3,0 22,7 11,4
[34] 31 23,3 9,0
[35] 3,2 -23,8 6,6
[ 36] 33 24,3 4,2
[37] 3,4 24,8 1,7
38 ] 3,5 -25,3 0,38
[39] 3,6 -25,8 -3,4
[ 40| 3,7 -26,3 -6,0
[ 41] 38 -26,8 -8,7
[ 42] 3,9 27,3 11,4
43 4,0 27,7 -14,2

Figura 54. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservagao da energia e alfal = 0,2.
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A C D G H I J
| 1]
| 2| v'(t) x"(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,0 Xx0= 50  alfa2= 0,6
| 5| 0,2 -1,9 49,8
% gj ;3 22;2 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8] 05 4,4 488 10
[ o] 0,6 5,2 48,4
[10] 0,7 5,9 47,8 0 4o : : ‘ ‘ ! !
[ 11] 08 6,5 47,2 - 5 6 7
[12] 0,9 71 46,5 -10
ﬁ 1,0 »7’7 45’8 9000000000000ccssssccccscce
| 14 1,1 -8,2 45,0 -20
[15] 1,2 -8,7 44,1
16 | 13 -9,2 43,2 -30
[17] 1,4 9,7 42,3
[18] 1,5 -10,1 41,3 =40
[19] 1,6 -10,5 40,3
20 1,7 -10,8 39,2 e
B 18 112 381 posi¢do x"(t) vs. tempo
[ 22] 19 115 37,0 60
[23] 2,0 11,8 35,8 50 deoems
[ 24] 2,1 12,1 34,6
| 25| 2,2 12,4 33,4 40
[ 26 2,3 12,7 32,1 20
[ 27] 2,4 -12,9 30,8
| 28| 2,5 -13,1 29,5 20 S
29| 26 13,3 28,2 10
[30] 2,7 -13,5 26,9
| 31] 2,8 13,7 25,5 0 ; ; ; —— w !
| 32] 2,9 -13,9 24,1 ! 2 3 4 5 6 7
133] 3,0 -14,1 22,7
[34] 3,1 -14,2 21,3
[35] 3,2 -14,4 19,9
36 33 -14,5 18,4
[37] 3,4 -14,6 17,0
[ 38] 3,5 -14,8 15,5
139 3,6 -14,9 14,0
[ 40| 3,7 -15,0 12,5
| 41] 3,8 -15,1 11,0
| 42| 3,9 -15,2 9,5
43 4,0 -15,3 8,0

Figura 55. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservagao da energia e alfa2 = 0,6.
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A B | D G H I J L
[1]
1 2 | t V() x"(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
| 4] 0,1 -1,0 49,9 x0= 50  alfa3= 1,25
| 5| 0.2 -1,9 49,7
6 03 2,6 49,4 . "
Z 04 33 .1 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8| 05 3,9 48,7 10
[ 9] 0,6 -4,4 483
1 10] 0,7 -4,9 47,8 0t : : : : ‘
| 111 08 53 47,3 R R SR AN AT A
[12] 0,9 5,6 46,7 -10
[ 13] 1,0 5,9 46,1
[14] 1,1 6,2 45,5 -20
| 15| 1,2 6,4 44,9
| 16 13 6,6 44,2 -30
[17] 1,4 6,8 43,5
[18] 15 6,9 42,8 -40
[19] 16 7,1 42,1
20 1,7 7,2 41,4 P
21] 18 73 20,7 posicdo x'"'(t) vs tempo
122 | 19 74 40,0 60
23] 2,0 7,4 39,2 I —
| 24] 2,1 7,5 38,5 .,
25| 2,2 7,6 37,7 40 B
| 26| 2,3 7,6 36,9 30 .
| 27| 2,4 7,7 36,2
| 28] 2,5 7,7 35,4 20 o
129 2,6 7,8 34,6 10 .
| 30] 27 7,8 33,8
31 2,8 7,8 33,1 0 ‘ ; ; ‘ ‘ \
[32] 29 7,8 32,3 o2 3 4 56
| 33| 3,0 7,9 31,5
| 34] 31 7,9 30,7
35 3.2 7,9 29,9
| 36| 33 7,9 29,1
| 37 3,4 7,9 28,3
| 38| 35 7,9 27,5
39 3,6 7,9 26,8
| 40] 3,7 7,9 26,0
| 41| 38 7,9 25,2
| 42| 3,9 -8,0 24,4
43 4,0 -8,0 23,6

Figura 56. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservagao da energia e alfa3 = 1,25.
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A.3.2 Equagoes discretas com critério de conservagao

Considerando as equagoes

Un+1 + vp Tny1 — Tp

— (A.17)

g, = oL " U (A.18)

e aplicando a segunda lei de Newton,

<Z F)n = ma, = —mg — bu,, (A.19)

temos como resultado, para o movimento de queda com atrito de um corpo, as equagoes

1— ]
U = vo + (97 + aTvy) [(Oﬁ)] (A.20)
at
e
Tp =T+ Vo by — g—l;;vo {81 —ar)" = 1]+ at,}, (A.21)

onde a =b/me f=1—ar/2. No Excel faca:

1. Defina 7, vy, 29, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Segoes

anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0, 1;
3. Em C2 escreva: v(t);
4. Em C3 escreva: =vO0;
5. Em C4 escreva: =v0+g*B4;
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
7. Em D2 escreva: x(t);
8. Em D3 escreva: =x0;
9. Em D4 escreva; =D3+C3*tau+(g/2) *tau~2;
10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
11. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado obtido, com as mesmos valores iniciais da subsecao
anterior.

Como na subse¢ao anterior, resolvemos construir novamente quatro folhas. Na pri-
meira folha estudamos o movimento de queda de um corpo no qual consideramos a acao
do ar desprezivel. Nas trés folhas seguintes consideramos valores diferentes do parametro

alfa. No Excel, faca:
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A [ ¢ D | H I K L
(1]
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 50,0 X0= 50
[ 5] 0,2 2 49,8
% gj -131 22;2 velocidade v(t) vs. tempo
B 05 5 488 10
[ 9] 0,6 -6 48,2
[ 10] 0,7 7 47,6 0 4 \ \ \
[ 11] 0,38 -8 46,8 2 4 8
[12] 0,9 9 46,0 -10 .
[ 13] 1,0 -10 45,0
[ 14] 11 -11 44,0 -20 e,
[ 15] 1,2 12 42,8
[ 16] 13 -13 416 -30 .
[17] 1,4 -14 40,2
18] 15 15 38,8 -40 ’
[19] 16 -16 37,2
[ 20] 1,7 17 35,6

21 1,8 -18 33,8 R
5] 19 19 32,0 posigdo x(t) vs. tempo
[ 23] 2,0 -20 30,0 60
[ 24] 2,1 21 28,0 50 dooms
[ 25 2,2 22 25,8
[ 26] 2,3 23 23,6 40
[ 27] 24 24 21,2 30 3
28 | 2,5 -25 18,8
129 2,6 -26 16,2 20
30] 2,7 27 13,6 10
[31] 2,8 -28 10,8 .

32 2,9 29 8,0 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
53] 30 30 50 2 3 4 5 7 8
[ 34] 3,1 31 2,0
[35] 3.2 -32 1,2
[ 36] 3,3 33 -4,4
37] 3,4 -34 7,8
[ 38] 3,5 35 11,3
[39] 3,6 -36 14,8
[ 40] 3,7 -37 -18,5
[ 41] 3,8 -38 22,2
[ 42] 3,9 -39 -26,1

43 4,0 -40 -30,0

Figura 57. — Planilha Excel para a queda livre de uma massa. Os valores foram ob-
tidos considerando-se as solugoes discretas que estdo de acordo com a conservagao da

energia.
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1. Repita os procedimentos acima, de 1 a 8, com excecao do item 5. Na célula C4
escreva:

=v0-((gxtautalfalxtauxv0)*((1-alfal*tau) ~(B4/tau)-1)/(alfal*tau));
2. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
3. Defina alfal: a representacao alfal em H4 e seu valor em I4;

4. Fm D4 escreva:
=x0+v0*B4+ ((g+talfal*v0)/(alfal~2))*((1-(alfal*tau/2))
((1-alfalxtau) ~(B4/tau)-1)+alfal*B4);

5. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
6. Construa os graficos: velocidade v'(t) vs. tempo e posigao x'(t) vs. tempo.

A figura [58 mostra o resultado obtido para alfal = 0,2. Construimos mais duas fo-
lhas repetindo estes ultimos procedimentos e considerando alfa2 = 0,6 e alfa3 = 1,25,
definidos nas suas respectivas folhas assim como foi definido alfal. A figura [59 mostra
os resultados para alfa2=0,6 e a figura para alfa3 =1,25. Ao realizar os proce-
dimentos acima considerando alfa2 e alfa3, deve-se escrever as equacoes dos itens 1
e 4 substituindo alfal por alfa2 ou alfa3, dependendo da folha em que se esta con-
centrando atencao. Novamente, para evitar possiveis confusoes, sugerimos diferenciar os
titulos das colunas dos valores das velocidades e das posi¢oes. Na folha de trabalho em
que se considera alfal, por exemplo, escrevemos em C2 a representacao v’ (t) e em D2
a representacao x’ (t). Na folha com alfa2, escrevemos v"(t) e x"(t). E na folha do

alfa3, escrevemos v"’ (t) e x"’ (t).
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A [ ¢ D | G H I J L
[ 1]
| 2 | V'(t) x'(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0,0 50,0 v0= 0 g= -10
[ 4] 01 -1,0 50,0 x0= 50  alfal= 0.2
B 02 2,0 49,8
% g:z ;2 22;2 velocidade v'(t) vs. tempo
[ 8] 05 4,8 48,8 10
B 06 5,7 48,3
[ 10| 0,7 6,6 47,6 0 4 ‘ : |
[ 11 ] 0,8 7,5 46,9 2 4 6
| 12 | 0,9 -8,3 46,1 -10
[ 13 ] 10 -9,1 45,3
[ 14] 11 100 44,3 -20 e
15 12] 108 433
16 13 15| 422 -30 e
| 17 | 1,4 12,3 41,0
[ 18] 15 131 39,7 -40
[19] 16| 138 38,4
[ 20] 17 -14,5 36,9 sa
1] 18 152 355 posicdo x'(t) vs. tempo
[ 22 19 -15,9 339 60
[ 23] 20 166 323 50 Jeeers
[ 24] 2,1 17,3 30,6
| 25 | 2,2 -17,9 28,8 40 o8
[ 26 23] 186 27,0 20
[ 27 24 192 251
| 28 | 2,5 19,8 23,1 20
[ 29] 26 -204 21,1 10 )
[ 30] 2,7 21,0 19,1
31 2,8 21,6 16,9 0 ‘ —— ‘ ‘ ‘
[32] 29| 222 14,7 : 3 45 & 7
[ 33] 300 227 12,5
[ 34] 3,1 233 10,2
35| 32 23,8 7.8
[ 36| 33 24,3 54
[37] 34 248 3,0
[ 38 35 25,3 05
[ 39] 36/ 258 2,1
[ 40] 3,7 26,3 4,7
[ 41] 38 268 7,4
[ 42 3,9 27,3 -10,1
43 40 277 12,8

Figura 58. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que estdao de acordo com a conser-
vagao da energia e alfa = 0,2.



Apéndice A. Programacao

98

A C D G H I J
| 1]
| 2| v'(t) x"(t) tau= 0,1 m= 0,4
| 3| 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,0 Xx0= 50  alfa2= 0,6
| 5| 0,2 -1,9 49,8
% gj ;3 22;2 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8] 05 4,4 488 10
[ o] 0,6 5,2 48,4
[10] 0,7 5,9 47,8 0 4o : : ‘ ‘ ! !
[ 11] 08 6,5 47,2 - 5 6 7
[12] 0,9 71 46,5 -10
ﬁ 1,0 »7’7 45’8 9000000000000ccssssccccscce
| 14 1,1 -8,2 45,0 -20
[15] 1,2 -8,7 44,1
16 | 13 -9,2 43,2 -30
[17] 1,4 9,7 42,3
[18] 1,5 -10,1 41,3 =40
[19] 1,6 -10,5 40,3
20 1,7 -10,8 39,2 e
B 18 112 381 posi¢do x"(t) vs. tempo
[ 22] 19 115 37,0 60
[23] 2,0 11,8 35,8 50 deoems
[ 24] 2,1 12,1 34,6
| 25| 2,2 12,4 33,4 40
[ 26 2,3 12,7 32,1 20
[ 27] 2,4 -12,9 30,8
| 28| 2,5 -13,1 29,5 20 S
29| 26 13,3 28,2 10
[30] 2,7 -13,5 26,9
| 31] 2,8 13,7 25,5 0 ; ; ; —— w !
| 32] 2,9 -13,9 24,1 ! 2 3 4 5 6 7
133] 3,0 -14,1 22,7
[34] 3,1 -14,2 21,3
[35] 3,2 -14,4 19,9
36 33 -14,5 18,4
[37] 3,4 -14,6 17,0
[ 38] 3,5 -14,8 15,5
139 3,6 -14,9 14,0
[ 40| 3,7 -15,0 12,5
| 41] 3,8 -15,1 11,0
| 42| 3,9 -15,2 9,5
43 4,0 -15,3 8,0

Figura 59. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que estdao de acordo com a conser-
vagao da energia e alfa2 = 0,6.
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A B | ¢ [ o [ E F G H I J K L
[ 1]
| 2 | t v'"'(t) x"'(t) tau= 0,1 m= 0,4
E 0,0 0,0 50,0 vO= 0 g= -10
| 4 | 01 -1,0 50,0 x0= 50  alfa3= 1,25
[ 5 | 0,2 -1,9 49,8
% gj ;g 22;2 velocidade v'"'(t) vs. tempo
[ 8] 05 3,9 48,9 10
B 0,6 -4,4 48,5
[ 10 0,7 -4,9 48,0 0t : : : ; ; ‘ ‘
| 11 08 5,3 47,5 R 3 ' 5 6 7 8
[12] 0,9 5,6 47,0 -10
| 13 | 1,0 5,9 46,4
| 14| 1,1 -6,2 45,8 -20
15 ] 1,2 6,4 452
| 16 | 13 -6,6 44,5 -30
[17] L4 6,8 43,9
| 18 | 15 6,9 43,2 -40
[ 19| 16 71 42,5
20 17 7,2 418 ix
z 138 73 a1 posigao x'"'(t) vs. tempo
[ 22 ] 19 74 40,3 60
| 23 | 2,0 7,4 39,6 50 seeenss
| 24 21 7,5 38,8
[ 25 | 2,2 7,6 38,1 40 e,
| 26 | 2,3 7,6 37,3 30 .
| 27 | 2,4 7,7 36,6
| 28 | 2,5 7,7 35,8 20 o
| 29 | 2,6 7,8 35,0 10
[ 30 2,7 7,8 34,2
| 31 2,8 7,8 33,5 0 ; ; ; \ w — \
32 2,9 7,8 32,7 0 1 2 3 4 5 6 7 8
33] 3,0 7,9 31,9
[ 34] 3,1 7,9 31,1
| 35| 3,2 7,9 30,3
| 36 | 3,3 7,9 29,5
| 37 34 7,9 28,7
| 38 3,5 7,9 27,9
[ 39| 3,6 7,9 27,2
[ 40 | 3,7 7,9 26,4
| 41| 3,8 7,9 256
[ 42 ] 3,9 -8,0 24,8
43 4,0 -8,0 24,0

Figura 60. — Planilha Excel para o movimento de queda de uma massa. Os valores
foram obtidos considerando-se as solugoes discretas que nao estdo de acordo com a
conservagao da energia e alfa3 = 1,25.
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A.4 Oscilador harmonico

Esta Secao esta dividida em duas subsecoes. Nas duas subsegodes resolvemos o pro-
blema de movimento do oscilador harmoénico simples. Porém, na primeira subsecao con-
sideramos a solucao discreta do problema que foi obtida considerando-se a discretizagoes
da velocidade e da aceleragao em que nao adotamos o critério da conservagao da energia
Nesta subse¢do construimos quatro folhas de trabalho que se diferenciam apenas pelo
valor do passo adotado. O objetivo é mostrar que, dependendo do problema, a escolha
do passo é um fator importante para o estudo do problema. J& na segunda subsecao
consideramos a solucao discreta obtida com o estabelecimento do critério de conservacao

da energia para as discretizagoes da velocidade e da aceleragao.

A.4.1 Equagoes discretas sem critério de conservagao

Neste problema, a forga elastica é dada por

F, = kx,. (A.22)
Considerando as equagoes
ey = Entl = Tn) (A.23)
T
e
a, = M, (A.24)
T
e definindo a freqiiéncia angular como
k
2= — A25
Pt (4.25)
obtemos como solucao as equagoes
U = /1 + (w7)? [vg cos(wyty) — wxg sen(wyty,)] (A.26)
e
Ty =/1+ (w7)? [3:0 cos(wqty) + % sen(wgty,) (A.27)
W
onde .
wg = — atan(wT) (A.28)
T

No Excel faca:

1. Defina 7, vy, 29, m e g nas mesmas células em que foram definidas na Se¢ao anterior.

Defina 7: a representacao taul em F2 e seu valor em G2;
2. Defina a frequéncia angular w: a representacdo omega em H4 e seu valor em I4;

3. Em I4 escreva: =(k/m)~(1/2);
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10.

11.
12.

13.

14. Construa os graficos: velocidade vI(t) vs. tempo e posicao xI(t) vs. tempo.

Defina a constante elastica da mola: a representacao k em J2 e seu valor em K2;

Defina o periodo: a representagao periodo em J3 e seu valor em K3;

Em K3 escreva:
=2¥PI () *((m/k)~(1/2));

Construa a coluna do tempo até a linha 203, com tauI=0,02;
Em C2 escreva: vI(t);
Em C3 escreva: =v0;

Em C4 escreva:

=((1+((omega*xtaul)~2))~(1/2))~(B4/taul)* (vO*COS((B4/taul)*
ATAN (omegax*taul))-omega*x0*SEN((B4/taul)*ATAN (omega*taul))) .

Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 203;
Em D2 escreva: xI(t);
Em D3 escreva: =x0;

Em D4 escreva;

=(((1+(omegaxtaul)~2)~(1/2))~ (B4/taul))*(x0*xCOS((B4/taul)*

ATAN (omega*taul))+(v0/omega)*SEN ((B4/taul) *ATAN (omega*taul))) .

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 203;

A figura [61] mostra o resultado obtido.

Novamente resolvemos construir quatro folhas e realizamos os mesmos procedimentos

acima discriminados mudando o valor do passo. Assim, obtemos uma folha de trabalho

para taul = 0,02, cujos procedimentos estdo acima listados, para taull = 0,01, para

taulll =0,006 e para taulV=0,001.

Com esta estratégia de trabalho podemos ter

numa mesma planilha as quatro folhas cujos resultados estao apresentados nas figuras
desta subsecao. A figura mostra os resultados para taull =0,01, a figura para

taulll = 0,006 e a figura para taulV = 0,001.

O objetivo desta organizagao das

folhas de trabalho é facilitar a comparacao dos graficos quando se altera o valor do passo.
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A B | D F G H [ T 1 T «
(1]
[ 2] t vi(t) xI(t) taul= 0,02 m= 2 k= 32
| 3| 0 0,00 0,10 V0= 0 g= -10 periodo= 1,57
i 0,02 -0,03 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
[ 5] 0,04 -0,06 0,10
| 6 006  -0,10 0,10 velocidade vi(t) vs. tempo
[ 7] 0,08 0,13 0,10
| 8] 01 -0,16 0,09 08
9 0,12 -0,19 0,09
[10] 0,14 -0,22 0,09 04 A\ -/\
[11] 016 -024 0,08 _:’ A R
12 0,18 0,27 0,08 < :
[13] 02[ 030 0,07 00 R s 7]
[14] 022 032 0,07 1 vy 28 3y :1
[ 15] 024 034 0,06 04 1 ;'v'ig;
16 0,26 0,36 0,05 s 4
[17] 0,28 0,38 0,05 \/
[ 18] 03] 039 0,04 08
[ 19] 0,32 -0,40 0,03
| 20] 034 -0,41 0,02 posicdo xI(t) vs. tempo
[ 21] 0,36 -0,42 0,01
22 0,38 -0,42 0,01 02
| 23] 0,4 0,43 0,00 /\
[ 24] 0,42 -0,43 -0,01 01 G Y
[ 25 0,44 0,42 0,02 PR PR Y
26 | 046  042[  -0,03 : i
27 048 041 004 0,0 F ] e s
28] 05| 039 004 \ /‘ A8 1
29 0,52 -0,38 -0,05 01 LN S
30] 054 036  -006 ~ \ V' 5
[31] 0,56 -0,34 -0,07 AV
32] 0,58 0,32 -0,07 02
[33] 06 -0,30 -0,08
[ 34] 0,62 -0,27 -0,09
[35] 0,64 -0,25 -0,09
[ 36] 0,66 -0,22 -0,10
37] 0,68 0,18 -0,10
[ 38] 0,7 -0,15 0,11
[39] 0,72 -0,12 0,11
[ 40] 0,74 -0,08 0,11
[ 41] 0,76 -0,05 0,11
[ 42] 0,78 -0,01 0,11
43 0,38 0,02 0,11

Figura 61. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmonico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao

da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se taul = 0,02.
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A B C D F G H [ T K

1
[ 2] t vii(t) xII(t) taull= 0,01 m= 2 k= 32
| 3] 0 0,00 0,10 v0= 0 g= -10 periodo= 1,57
| 4| 0,01 -0,02 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
[ 5 | 0,02 -0,03 0,10

6 0,03 -0,05 0,10 .
] 0,04 0,06 0,10 velocidade vli(t) vs. tempo
[ 8] 005  -0,08 0,10 08
[ 9| 0,06 -0,10 0,10
[ 10] 0,07 -0,11 0,10 04 —~ /\
[11] 0,08 0,13 0,09
[12] 0,09 0,14 0,09

13 0,1 -0,16 0,09 0,0 1
[ 14] 0,11 0,17 0,09 1 3 4
[15 ] 0,12 0,19 0,09 04 1
[ 16 | 0,13 -0,20 0,09

17 0,14 0,21 0,08
18] 0,15 0,23 0,08 038
[19] 0,16 0,24 0,08

20 0,17 -0,25 0,08 .
B 0.18 027 0,07 posigdo xlI(t) vs. tempo
[ 22] 019 028 0,07 02
23] 0,2 -0,29 0,07
[ 24] 0,21 -0,30 0,06 o1 |
[ 25 | 0,22 0,31 0,06
| 26 | 0,23 -0,32 0,06
| 27 | 0,24 0,33 0,06 00 7
| 28| 0,25 0,34 0,05 3 4
[ 29 ] 0,26 -0,35 0,05 o1 |
30] 0,27 -0,36 0,04
31] 0,28 -0,37 0,04
32 0,29 0,38 0,04 0,2
33] 0,3 0,38 0,03
[ 34] 0,31 -0,39 0,03

35 0,32 -0,39 0,03
[ 36] 0,33 -0,40 0,02
37] 0,34 -0,40 0,02
[ 38] 0,35 0,41 0,01

39 0,36 0,41 0,01
[ 40] 037] 041 0,01
[ 41] 0,38 0,41 0,00
[ 42 ] 0,39 0,41 0,00

43 0,4 -0,41 -0,01

Figura 62. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmonico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao
da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tauIl = 0,01.
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A B C D F G H [ K L
[ 1]
[ 2] t villi) [ xIli(y) taull= 0,006 m= 2 k= 32
| 3| 0 0,00 0,10 v0= 0 g= -10 periodo= 1,57
i 0,006 -0,01 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
B 0,012|  -0,02 0,10
% g:g;i -gigi gjg velocidade vlli(t) vs. tempo
B 003 -0,05 0,10 08
[ 9] 0,036 -0,06 0,10
[10] 0,042  -0,07 0,10
[ 11] 0,048|  -0,08 0,10
[ 12] 0,054|  -0,09 0,10
[ 13] 006/ 0,10 0,10
[ 14] 0,066]  -0,10 0,10
[ 15] 0,072  -011 0,10
| 16 0,078]  -0,12 0,10
[ 17] 0,084| -0,13 0,09
| 18] 009 014 0,09 08
[ 19] 0,0%| -0,15 0,09
20 0,102] -0,16 0,09
1] 0,108 0,17 0,09 posicdo xlli(t) vs. tempo
[ 22] 0114] 0,18 0,09 02
[ 23] 012 0,19 0,09
[ 24] 0,126] -0,19 0,09 01 4
[ 25 0132 -0,20 0,09
[ 26] 0,138 -021 0,09
| 27| 0,144 0,22 0,08 00 1
[ 28] 0,15 -0,23 0,08 } ¢
[ 29] 0,156 -0,24 0,08 01 -
[30] 0,162] 0,24 0,08
[ 31] 0,168]  -0,25 0,08
[32] 0174 _-026] 008 02
[33] 018/ 027 0,08
[ 34] 0,186 -0,27 0,07
35 0192| -0,28 0,07
[ 36] 0,198  -0,29 0,07
37] 0,204  -0,29 0,07
[ 38] 021 030 0,07
[39] 0216| -031 0,07
[ 40] 0222  -031 0,06
[ 41] 0,228 -032 0,06
[ 42] 0,234 -033 0,06
43 024  -033 0,06

Figura 63. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmonico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao

da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tauIII = 0,0086.
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A B C D c | H [T o T 1 71T «x
1]
[ 2] t vIV(t) xIV(t) taulV=_ 0,001 m= 2 k= 32
| 3| 0 0,00 0,10 V0= 0 g= -10 periodo= 1,57
i 0,001 0,00 0,10 x0= 0,1 omega= 4,0
[ 5| 0,002 0,00 0,10
6 0,003 0,00 0,10 i
] 0,004 0,01 0,10 velocidade viV(t) vs. tempo
[ 8] 0,005 -0,01 0,10 08
[ o] 0,006 0,01 0,10
[ 10] 0,007 -0,01 0,10
[11] 0,008 0,01 0,10
[12] 0,009 0,01 0,10
[13] 0,01 -0,02 0,10
[14] 0,011 0,02 0,10
[15] 0,012 -0,02 0,10
[ 16] 0,013 -0,02 0,10
[17] 0,014 0,02 0,10
[ 18] 0015 0,02 0,10 08
[19] 0,016 -0,03 0,10
20 0,017 -0,03 0,10 -
1] 0,018 0,03 0,10 posigdo xIV(t) vs. tempo
[ 22] 0019 0,03 0,10 0.2
[23] 0,02 -0,03 0,10
[ 24] 0,021 -0,03 0,10
25 0,022 0,04 0,10
[ 26 0,023 0,04 0,10
[ 27] 0,024 0,04 0,10
28] 0,025 0,04 0,10
[29] 0,026 0,04 0,10
[30] 0,027 0,04 0,10
[31] 0,028 0,04 0,10
32] 0029 0,05 0,10 02
133] 0,03 -0,05 0,10
[34] 0,031 -0,05 0,10
[35] 0,032 -0,05 0,10
36 0,033 -0,05 0,10
[37] 0,034 -0,05 0,10
[ 38] 0,035 -0,06 0,10
139 0,036 -0,06 0,10
[40] 0,037 -0,06 0,10
[ 41] 0,038 -0,06 0,10
[42 ] 0,039 -0,06 0,10
43 0,04 -0,06 0,10

Figura 64. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harmonico conside-
rando as equagoes discretas que nao estao de acordo com o principio da conservacgao

da energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tauIV = 0,001.
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A.4.2 Equagoes discretas com critério de conservagao
Neste problema, a forga elastica é dada por
F, = kx,. (A.29)
Considerando as equagoes
Un+1 + Un (xn+1 - xn)
= A.30
2 T ( )
) ( )
An41 + Qp, Un+1 — Un
— A.31
2 T ( )
e definindo a frequéncia angular como
k
W= —, (A.32)
m
obtemos como solucao as equagoes
4 — w272 AT
Upip1 = (4 n w272> Uy — <4 n w272) Wy (A.33)
e
AwT 4 — w72
] = —————Vp + ——— Wy A.34
W e * At ( )
onde
wg = — atan L“ (A.35)
T LW
4

No Excel faga:

1. Defina 7, vy, 29, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Segoes

anteriores;

2. Defina a frequéncia angular w: a representacao omega em H4 e seu valor em I4;

3. Em I4 escreva: =(k/m)~(1/2);

4. Defina a constante elastica da mola: a representacao k em J2 e seu valor em K2;

5. Defina o periodo: a representacao periodo em J3 e seu valor em K3;

6. Em K3 escreva: =2*xPI()*((m/k)~(1/2));

7. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 703, com tau=0,01;

8. Em C2 escreva: v(t);

9. Em C3 escreva: =v0;

10. Em C4 escreva: =((4-(omegaxtau)~2))/(4+(omega*tau) ~2)*

C3-((4*taux (omega~2) )/ (4+(omega*xtau) ~2))*D3;



Apéndice A. Programagdo 107

11. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 703;
12. Em D2 escreva: x(t);
13. Em D3 escreva: =x0;

14. Em D4 escreva: =(4*xtau/ (4+(omega*tau)~2))
C3+((4-(omegaxtau) ~2)/ (4+(omega*tau) ~2) ) *D3;

15. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 703;
16. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura [65 mostra o resultado obtido. Os pardmetros devem ser observados no quadro

de valores na figura.
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A [ ¢ T o 1] F G H [ 0 ] ] [«
1]
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,01 m= 2 k= 32
| 3 | 0 0,20 0,20 v0= 0,2 g= -10 periodo= 1,57
| 4 | 0,01 0,17 0,20 x0= 0,2 omega= 4,0 amplitude= 0,21
[ 5 | 0,02 0,14 0,20
6 0,03 0,10 0,20 .
Z 004 007 021 velocidade v(t) vs. tempo
| 8 | 0,05 0,04 0,21 1,0
| 9 | 0,06 0,00 0,21 08
| 10 | 0,07 -0,03 0,21 06
[ 11 0,08 -0,06 0,21 04
[ 12 | 0,09 -0,09 0,20 0.2
[ 13 ] 01 0,13 0,20 00
[ 14] 0,11 -0,16 0,20 0.2
15 0,12 -0,19 0,20 04
[ 16] 013 022 0,20 06
[ 17] 0,14 -0,26 0,20 08
18] 015 -029 0,19 10
[ 19| 0,16 0,32 0,19
[ 20 0,17 0,35 0,19 -
1] 0.8 038 0.18 posicdo x(t) vs. tempo
[ 22 ] 0,19 0,41 0,18 03
[ 23] 0,2 0,43 0,18
[ 24 ] 0,21 -0,46 0,17
[ 25 | 0,22 -0,49 0,17
| 26 | 0,23 0,52 0,16
[ 27 ] 0,24 0,54 0,16
[ 28 | 0,25 0,57 0,15
[ 29 | 0,26 0,59 0,14
[ 30 0,27 -0,61 0,14
[31] 0,28 0,63 0,13
| 32| 0,29 -0,65 0,13 0.3
[ 33 ] 03 0,67 0,12
[ 34] 0,31 -0,69 0,11
[ 35 ] 0,32 0,71 0,11
[ 36| 0,33 0,73 0,10
| 37 0,34 0,74 0,09
[ 38 ] 0,35 0,75 0,08
[39] 0,36 0,77 0,08
[ 40 | 0,37 0,78 0,07
[ 41 ] 0,38 0,79 0,06
[ 42 ] 0,39 -0,80 0,05
43 0,4 0,81 0,04

Figura 65. — Solucao do problema de movimento de um oscilador harménico consi-
derando as equacoOes discretas que estdo de acordo com o principio da conservagao da

energia. Os resultados foram obtidos considerando-se tau = 0,01.
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A.5 Movimento com atrito proporcional ao quadrado da velocidade

Nesta parte do trabalho, vamos considerar a for¢a de resisténcia do ar sobre um corpo

em queda igual a

Foppy = —bv2é (A.36)

onde € é um vetor unitario que tem a dire¢ao e o sentido do vetor velocidade do corpo em
movimento.

Considerando as equagoes

gy = LT Fn (A.37)

ay, = 1" U (A.38)

e aplicando a segunda lei de Newton,
(Z F)n = ma, = —mg — bv? , (A.39)
temos como resultado, para o movimento de queda com atrito de um corpo, as equagoes

Upy1 = Up — QUAT — gT (A.40)

Tpi1 = Tp + 0,7 — avir? — g7? (A.41)
onde o = b/m. No Excel faga:

1. Defina 7, vy, zg, m e g nas mesmas células em que foram definidas nas Secoes

anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0,1;
3. Em C2 escreva: v(t);
4. Em C3 escreva: =v0;
5. Em C4 escreva: =v0O+g*B4;
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
7. Em D2 escreva: x(t);
8. Em D3 escreva: =x0;
9. Em D4 escreva; =D3+C3*tautg*tau”2;
10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;

11. Construa os gréficos: velocidade v(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo;
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A [ ¢ T o 1 [ [ n T 1+ 1 L
[ 1]
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1 49,9 X0= 50
[ 5| 0,2 2 49,7
| 6| 03 3 49,4 velocidade v(t) vs. tempo
| 7| 0,4 -4 49,0
| 8 | 05 -5 48,5 10
El 0,6 -6 47,9
10 0,7 -7 47,2 0t v v v v I
(11 0.8 -s 6.4 ., 1 2 3 4 5 6
|12 0,9 -9 455 -10 o
[13] 1,0 -10 44,5
| 14] 1,1 -11 43,4 -20 s
| 15 | 1,2 -12 42,2
| 16| 1,3 -13 40,9 -30 e
17 1,4 -14 39,5
18 1,5 -15 38,0 -40 .
19 1,6 -16 36,4
20 1,7 -17 34,7 -
o 18 18 32.9 posicdo x(t) vs. tempo
22 1,9 -19 31,0 60
23 2,0 -20 29,0 50 teness
24 2,1 21 26,9
25 22 22 24,7 40 o
26 23 -23 22,4 30
27 2,4 24 20,0
28 2,5 -25 17,5 20 .
29 2,6 26 14,9 10
30 2,7 27 12,2 .
31 2,8 -28 9,4 0 T i e T i
32 2,9 29 6,5 1 2 3 4 5 6
33 3,0 -30 3,5
34 3,1 31 0,4
35 3,2 32 -2,8
36 3,3 33 -6,1
37 3,4 34 9,5
38 3,5 35 -13,0
39 3,6 -36 -16,6
40 3,7 37 20,3
41 3,8 38 24,1
42 3,9 -39 -28,0
43 4,0 -40 32,0

Figura 66. — Planilha Excel para o movimento de Queda livre de uma massa.
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A figura [66| mostra os resultados obtidos.

Agora vamos criar novas folhas e considerar a resisténcia do ar. Faca:

1. Repita os procedimentos acima, de 2 a 8, com excecao do item 5. Na célula C4
escreva:

=C3+g*tau-alfal*tauxC372;
2. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
3. Defina alfal: a representacao alfal em H4 e seu valor em I4;
4. Em D4 escreva; =D3+C3*tau-g*xtau~2-(alfal)*(tau~2)*C372;
5. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
6. Construa os graficos: velocidade v'(t) vs. tempo e posi¢ao x'(t) vs. tempo.

A figura [67| mostra o resultado obtido para alfal = 0,025. Construimos mais duas fo-
lhas repetindo estes ultimos procedimentos e considerando alfa2 = 0,075 e alfa3 = 0,125,
definidos nas suas respectivas folhas assim como foi definido alfal. A figura [68 mostra
os resultados para alfa2 = 0,075 e a figura |69 para alfa3 = 0,125. Ao realizar os pro-
cedimentos acima considerando alfa2 e alfa3, deve-se escrever as equagoes dos itens 1
e 4 substituindo alfal por alfa2 ou alfa3, dependendo da folha em que se esta con-
centrando atencao. Além disso, para evitar possiveis confusoes, pode-se diferenciar os
titulos das colunas dos valores das velocidades e das posi¢oes. Na folha de trabalho em
que se considera alfal, por exemplo, escrevemos em C2 a representacao v’ (t) e em D2
a representacao x'(t). Na folha com alfa2, escrevemos v"(t) e x"(t). E na folha do

alfa3, escrevemos v"’ (t) e x”'(t).
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A C D F G H )
| 1]
| 2 | Vv'(t) x'(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,1 X0= 50  alfal= 0,025
B 0,2 2,0 50,1
L 6| 03 3,0 50,0 velocidade v'(t) vs. tempo
[ 7] 04 -4,0 49,8
| 8 | 05 -4,9 49,5 10
B 0,6 5,9 49,1
10 07 6,8 48,6 0+, [ ‘ i
[11] 038 2,7 48,0 ? 4 $
[ 12 | 0,9 8,5 47,3 -10 o,
[ 13 1,0 9,3 46,6
[ 14] 1,1 -10,1 45,7 -20
[ 15] 1,2 -10,9 44,8
[ 16 13 -11,6 43,8 -30
[ 17] 1,4 12,2 42,7
[ 18] 1,5 -12,9 41,5 -40
[19] 1,6 -13,4 40,3
20 L7 140 =50 posigdo x'(t) vs. tempo
[ 21] 1,8 -14,5 37,6
| 22 | 1,9 -15,0 36,2 60
[ 23] 2,0 -15,4 34,8
[24] 21| 158 333 20—
[ 25| 2,2 -16,2 31,7 20 KN
[ 26 2,3 -16,5 30,2
[ 27 2,4 -16,9 285 30 =
| 28 | 2,5 -17,1 26,9
[ 29] 2,6 17,4 25,2 0 ..
[30] 27 17 235 10
[31] 2,8 -17,9 21,7
[32] 2,9 -18,1 20,0 0 ‘ | | ) | |
[33] 3,0 -18,3 18,2 0 1 2 3 4 5 6
[34] 3,1 -18,4 16,4
35 ] 3.2 -18,6 14,5
[ 36| 3,3 -18,7 12,7
[37] 3,4 -18,8 10,8
[38] 3,5 -19,0 9,0
[39] 3,6 -19,1 71
[ 40] 3,7 19,1 5,2
[ 41] 38 -19,2 33
[ 42] 3,9 -19,3 1,4
43 4,0 19,4 -0,6

Figura 67. — Planilha Excel para o movimento de Queda de uma massa. O corpo sofre
a acao de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da velocidade do corpo. Neste

caso o pardmetro alfa vale: alfal = 0,025.
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A B | D G H I L

[ 1]
| 2 | t v"'(t) x"'(t) tau= 0,1 m= 0,4
[ 3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 01 -1,0 50,1 X0= 50  alfa2= 0,075
[ 5| 0,2 2,0 50,1
| 6 03 -3,0 50,0 velocidade v"(t) vs. tempo
[ 7] 0,4 -3,9 49,8
| 8| 0,5 -4,8 49,5 10
[ 9] 0,6 -5,6 49,1

10 0,7 6,4 48,6 0 te 1 ‘ ‘ ‘ ] ]
[11] 08 71 48,0 el ? 3 4 ¥ $
[12] 0,9 7,7 47,4 -10 -
[13] 1,0 -8,3 46,7
[14] 1,1 -8,7 45,9 -20
[15] 1,2 9,2 45,1
[ 16] 13 9,5 44,2 -30
[ 17] 1,4 -9,9 433
| 18| 1,5 -10,1 42,3 -40
[19] 1,6 -10,4 41,3
1 20 L7 -106 403 posigdo x"(t) vs. tempo
[21] 1,8 -10,7 39,3
122 | 19 -10,9 38,2 60
[ 23] 2,0 -11,0 37,1 0
24 | 2,1 -11,1 36,1
| 25| 2,2 -11,2 35,0 40 N
[ 26 2,3 -11,2 33,8 30
[ 27] 2,4 -11,3 32,7
28] 2,5 11,3 31,6 20 .
[29] 26 11,4 30,5 10 T,
130 2,7 -11,4 29,3
31] 2,8 11,4 28,2 0 ; ‘ ; ‘ —
32] 2,9 11,4 27,1 1 2 3 4 5 6
33] 3,0 -11,5 25,9
[34] 31 11,5 24,8
35 ] 3,2 -11,5 23,6
[ 36] 33 11,5 22,5
[37] 3,4 -11,5 21,3
38 ] 3,5 -11,5 20,2
[39] 3,6 11,5 19,0
[40] 3,7 -11,5 17,9
[ 41] 38 -11,5 16,7
[ 42] 3,9 11,5 15,6

43 4,0 -11,5 14,4

Figura 68. — Planilha Excel para o movimento de Queda de uma massa. O corpo sofre
a acao de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da velocidade do corpo. Neste

caso o pardmetro alfa vale: alfa2 = 0,075.
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A B C D G H I J L
[1]
| 2 | t v'"'(t) x'"'(t) tau= 0,1 m= 0,4
3] 0,0 0,0 50,0 V0= 0 g= -10
[ 4] 0,1 -1,0 50,1 X0= 50  alfa3= 0,125
[ 5| 0,2 2,0 50,1
6 03 2,9 50,0 .
z 04 38 298 velocidade v'"'(t) vs. tempo
1 8 | 0,5 -4,6 49,5 10
[ 9] 0,6 5,4 49,1
10 0,7 6,0 48,6 0 1, ‘ ‘ ‘
11 08 -6,6 48,1 e 4 6
[12] 0,9 7,0 47,5 -10 :
[13] 1,0 7,4 46,8
| 14] 1,1 7,7 46,1 -20
[ 15 ] 1,2 -8,0 45,3
| 16| 13 -8,2 44,6 -30
[17] 1,4 -8,3 43,8
[ 18] 1,5 -8,5 42,9 -40
[19] 1,6 -8,6 42,1
20 1,7 -8,7 41,3 T
Z s 7 204 posigao x'"'(t) vs. tempo
[ 22] 19 -8,8 39,5 60
[23] 2,0 -8,8 38,7 50
[ 24] 2,1 -8,8 37,8
[ 25 ] 2,2 -8,9 36,9 40
[ 26| 2,3 -8,9 36,0 30
[ 27] 2,4 -8,9 35,1
[ 28] 2,5 -8,9 34,2 20
[29] 2,6 -8,9 33,4 10
130] 2,7 -8,9 32,5
31 2,8 -8,9 31,6 0
[32] 2,9 8,9 30,7 ro2 3 s 58
33] 3,0 -8,9 29,8
[ 34] 3,1 -8,9 28,9
[ 35] 3,2 -8,9 28,0
[ 36 33 -8,9 27,1
[37] 3,4 -8,9 26,2
E 3,5 -8,9 25,3
[39] 3,6 -8,9 24,4
[ 40| 3,7 -8,9 23,5
[ 41] 3,8 -8,9 22,6
[ 42 ] 3,9 -8,9 21,7
43 4,0 -8,9 20,8

Figura 69. — Planilha Excel para o movimento de Queda de uma massa. O corpo sofre
a acao de uma forga resistiva proporcional ao quadrado da velocidade do corpo. Neste

caso o pardmetro alfa vale: alfa3 = 0,125.
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A.6 Movimento de projéteis

Nesta Se¢ao resolvemos o problema de movimento do projétil. Dividimos a Sec¢ao em
quatro subsecoes. Na primeira consideramos a agao do ar desprezivel. Nas trés subsecoes
seguintes consideramos valores diferentes da intensidade da forca que caracteriza a resis-
téncia do ar sobre o projétil. Nestas subsecoes vamos considerar a forca de resisténcia do

ar sobre um corpo igual a

—

Fymy = —bv2é, (A.42)

onde € é um vetor unitario que tem a direcao e o sentido do vetor velocidade do corpo em
movimento. Usamos as mesmas discretiza¢oes nas quatro situagoes. Além disso, em nossa
abordagem analisamos o movimento do projétil construindo trés folhas em cada situacao:
uma com os comportamentos da velocidade e da posicao em funcao do tempo na direcao
horizontal, outra com os comportamentos da velocidade e da posi¢cao em funcao do tempo

na direcao vertical e a dltima com a trajetéria do projétil.

A.6.1 Movimento de projéteis com atrito desprezivel
Considerando as equagoes

Vr(nt1) + Ven)  (Tnp1 — Tn) (A.43)
2 T '

Qo) = D)~ To) (A.44)

e aplicando a segunda lei de Newton,

(Z F) () = Mag@n) = 0 s (A.45)
temos como resultado as equagoes

Uz(n+1) = VUz(n) = constante, (A.46)

Tpi1 = Tp + VgynT . (A.47)
Para o estudo das grandezas na horizontal faga:

1. Defina 7 como foi definido nas Sec¢oes anteriores;

2. Defina v, (componente horizontal do vetor velocidade inicial): a representac¢ao vx0

em F3 e seu valor em G3;

3. Defina z (componente horizontal do vetor posigao inicial): a representagao x0 em

F4 e seu valor em G4;
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4. Defina m: a representacdo m em H2 e seu valor em I2;
5. Defina g: a representacao g em H3 e seu valor em I3;
6. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 43, com tau=0, 1;
7. Em C2 escreva: vx(t);
8. Em C3 escreva: =vxO0;
9. Em C4 escreva: =vxO0;
10. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 43;
11. Em D2 escreva: x(t);
12. Em D3 escreva: =x0;
13. Em D4 escreva; =D3+C3*tau;
14. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;
15. Construa os graficos: velocidade vx(t) vs. tempo e posi¢ao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25m/s, x0=0, m=1kg e
g=-10m/s%

Considerando as equagoes

Vy(n+1) + Vy(n) _ (yn+1 - yn) (A 48)
2 T '
(§]
Ay(nr)) + Oym) _ Oy(or1) = Vi) (A.49)
2 T ’ '

e aplicando a segunda lei de Newton,

(Z F)y(n) = Mayy) = —mg, (A.50)

temos como resultado as equagoes

Vy(nt1) = Vy(n) — 9T » (A.51)
e
Yot = Yo+ )T = 577 (A.52)

Para o estudo das grandezas na vertical faca:

1. O parametro 7 ja estda definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a
linha 43, com tau=0,1;
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A B C D [ ¢ T w T 1 T 1 K [t
| 1]
| 2 | t vx(t) x(t) tau= 0,1 x0= 0 8= =il0)
[ 3] 0,0 25 0,0 vx0= 25 y0= 0
[ 4] 0,1 25 2,5 vy0= 20 m= 1
[ 5] 0,2 25 5,0
6 0,3 25 7,5
7] 0,4 25 10,0 velocidade vx(t) vs. tempo
[ 8] 0,5 25 12,5 30
[ 9] 0,6 25 15,0 -
[ 10] 0,7 25 17,5
[ 11] 0,8 25 20,0 20
[ 12] 0,9 25 22,5 15
[ 13] 1,0 25 25,0
| 14] 1,1 25 27,5 10
[ 15] 1,2 25 30,0 S
| 16] 1,3 25 32,5
[17] 14 25 35,0 0 ' : ' !
(18] 15 5] 375 ! 2 } ¢
[ 19] 1,6 25 40,0
20 1,7 25 42,5 -
Z 18 % 250 posicdo x(t) vs. tempo
122 | 1,9 25 47,5 150
[ 23] 2,0 25 50,0 125
| 24] 2,1 25 52,5
[25] 2,2 25 55,0 100 e
| 26| 23 25 57,5 75 -
27 2,4 25 60,0
[ 28] 2,5 25 62,5 50
[ 29] 26 25 65,0 25 et
[30] 2,7 25 67,5 .
[31] 2,8 25 70,0 i} 5 3 .
[ 32] 2,9 25 72,5
[33] 3,0 25 75,0
[ 34] 3,1 25 77,5
[35] 3,2 25 80,0
36 33 25 82,5
[37] 3,4 25 85,0
[ 38] 3,5 25 87,5
139 3,6 25 90,0
[ 40] 3,7 25 92,5
[ 41] 3,8 25 95,0
[ 42] 3,9 25 97,5
43 4,0 25 100,0

Figura 70. — Comportamentos das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao

do projétil. Neste caso consideramos desprezivel a agdo do ar.
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2. Defina vy0 (componente vertical do vetor velocidade inicial): a representacao vyO

em F3 e seu valor em G3;

3. Defina y0 (componente vertical do vetor posigao inicial): a representacao yO em F4

e seu valor em G4;

4. Os parametros m e g ja estao definidos;

5. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 43, com tau=0, 1;
6. Em C2 escreva: vy(t);

7. Em C3 escreva: =vyo0;

8. Em C4 escreva: =C3+g*tau,

9. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 43;
10. Em D2 escreva: y(t);
11. Em D3 escreva: =yO0;
12. Em D4 escreva; =D3+C3*tautg/2*xtau”2;
13. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;
14. Construa os graficos: velocidade vy(t) vs. tempo e posigao y(t) vs. tempo.

A figura [71] mostra o resultado, considerando-se vy0=20, y0=0, m=1 e g=-10.

Para construir a trajetéria do projétil faga:

1. tau ja esta definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 43, com
tau=0,1;

2. Em C2 escreva: x(t);
3. Em C3 escreva: =x0;
4. Em C4 escreva: =C3+movhorizontal!C3x*tau;

5. movhorizontal!C3 é o valor da célula C3 da folha chamada movhorizontal. Como
a folha movhorizontal é a folha de estudo do comportamento das grandezas na
horizontal e na coluna C estao os valores da componente horizontal da velocidade, a
representacao movhorizontal ! C3 esta associada ao valor da velocidade que preenche

a célula C3.
6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 43;

7. Em D2 escreva: y(t);
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al s | [ I I

| 1]
| 2 | t vy(t) y(t) 0,1 X0= 0
| 3] 0,0 20 0,0 25 V0= 0
| 4| 0,1 19 2,0 20 m= 1
1 5| 0,2 18 3,8

6 0,3 17 5,6 )
z 0,4 16 72 velocidade vy(t) vs. tempo
| 8 | 0,5 15 8,8 20
1 9 | 0,6 14 10,2 15
1 10| 0,7 13 11,6 10 i
| 11] 0,8 12 12,8 ...
|12 ] 0,9 11 14,0 5 o
113 | 1,0 10 15,0 0 T e
| 14| 1,1 9 16,0 5 1 2 .
| 15| 12 8 16,8 10 BN
| 16 | 13 7 17,6 s
117 ] 14 6 18,2
| 18] 15 5 18,8 -20
| 19] 16 4 19,2
1 20] 17 3 196 L
| 21| 1,8 2 19,8 posicdo y(t) vs. tempo
122 | 19 1 20,0 25

23 2,0 0 20,0
[ 24] 2,1 -1 20,0 20
125 | 2,2 -2 19,8 s .ot ‘e
| 26 2,3 3 19,6
| 27 24 -4 19,2 10
1 28 | 2,5 -5 18,8
| 29 2,6 -6 18,2 5
| 30] 2,7 7 17,6
|31 2,8 -8 16,8 0 : !
132 2,9 9 16,0 1 2
133 3,0 -10 15,0
134 | 3,1 -11 14,0
135 3,2 -12 12,8
36 | 3,3 -13 11,6
137 3,4 -14 10,2
E: 3,5 -15 8,8
139 3,6 -16 7,2
1 40 | 3,7 -17 5,6
| 41 3,8 -18 3,8
142 | 3,9 -19 2,0

43 4,0 -20 0,0

Figura 71. — Comportamentos das componentes verticais da velocidade e posi¢do do

projétil. Neste caso consideramos desprezivel a acdo do ar.
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8. Em D3 escreva: =yO0;
9. Em D4 escreva; =D3+movvertical!C3*tau+(g/2)*tau~2;

10. movvertical!C3 é o valor da célula C3 da folha chamada movvertical. Como a
folha movvertical é a folha de estudo do comportamento das grandezas na vertical
e na coluna C estao os valores da componente vertical da velocidade, a representacao

movhorizontal!C3 estd associada ao valor da velocidade que preenche a célula C3;
11. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 43;
12. Construa o grafico: posigao x(t) vs. posicao y(t).

A figura [72] mostra o resultado, considerando-se: vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 = 0,
y0=0,m=1kgeg=-10m/s%
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A c D F G H ! J K L
1]
| 2 | x(t) y(t) tau= 0,1 X0= 0 g= 10
[ 3] 0,0 0,0 0,0 vx0= 25 y0= 0
[ 4] 0,1 2,5 2,0 vy0= 20 m= 1
[ 5] 02 5,0 38
6 03 7,5 56
[ 7] 04 10,0 7,2 posicdo y(t) vs. posicio x(t)
[ 8] 05 12,5 8,8 30
E 0,6 15,0 10,2
[ 10] 0,7 17,5 11,6 %
[ 11] 0,38 20,0 12,8 20 S
112 | 0,9 22,5 14,0 et Se..
[13] 1,0 25,0 15,0 - T O
| 14 1,1 27,5 16,0 10 - el
[15] 1,2 30,0 16,8 s 1 o .,
| 16 13 32,5 17,6 . .
117 | 1,4 35,0 18,2 0 T T T T T T r r : .
18 1,5 37,5 18,8 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
[19] 16 40,0 19,2
[ 20] 17 425 19,6
[ 21] 18 45,0 19,8
[ 22] 1,9 475 20,0
23] 2,0 50,0 20,0
[ 24] 2,1 52,5 20,0
[ 25 2,2 55,0 19,8
| 26] 23 57,5 19,6
[ 27] 2,4 60,0 19,2
[ 28] 25 62,5 18,8
[ 29] 26 65,0 18,2
30] 2,7 67,5 17,6
[31] 28 70,0 16,8
[32] 2,9 72,5 16,0
33] 3,0 75,0 15,0
[ 34] 3,1 77,5 14,0
35 32 80,0 12,8
[ 36] 33 82,5 116
37] 3,4 85,0 10,2
[ 38] 35 87,5 8,7
[39] 36 90,0 72
[ 40] 3,7 92,5 55
[ 41] 38 95,0 38
[ 42] 39 97,5 1,9
43 40 1000 0,0

Figura 72. — Trajetoéria do projétil. Neste caso consideramos desprezivel a acao do ar.
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A.6.2 Movimento de projéteis com atrito
A forca de arrasto sobre o projétil tem componentes
) 5 \1/2
Faac(n) = -} (Ux(n) + Uy(n)) Um(n) (A53)
e
) 5 \1/2
Fay(”) = —b (vx(n) + Uy(n)) Uy(n)- (A54>
Considerando as equagoes
Vx(n+1) + Vz(n) _ (Inqtl - xn) (A55)
2 T
) ( )
Uz (n+1) — Vz(n
Qo) = ~— )T w (A.56)
e aplicando a segunda lei de Newton,
) 5 \1/2
(Z F)x(n) = MAg(n) = —b (Uw(n) - Uy(n)) Va(n) (A.57)
temos como resultado as equagoes
1/2
Vg(n+1) = VUz(n) — {(U%(n) + UZ(n)) Ux(n)] aT (A58)
e
_ 2 2 \1/2 o o
Tpy1 = T + Up(m)T — [(Um(n) + vy(n)) vx(n)} 57 (A.59)

Para o estudo do comportamento da grandezas na horizontal faca:

1. Defina 7 como foi definido nas Se¢oes anteriores;;

2. Defina v, (componente horizontal do vetor velocidade inicial): a representacao vx0

em F3 e seu valor em G3;

3. Defina v, (componente vertical do vetor velocidade inicial): a representacao vyO

em F4 e seu valor em G4;

4. Defina zy (componente horizontal do vetor posi¢ao inicial): a representagdo x0 em

H2 e seu valor em I2;

5. Defina gy, (componente vertical do vetor posigdo inicial): a representagdo yO em H3

e seu valor em 13;
6. Defina m: a representagdo m em H4 e seu valor em I4;
7. Defina g: a representacao g em J2 e seu valor em K2;

8. Defina a: a representacao alfal em J3 e seu valor em K3;
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9. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 83, com tau=0,05;
10. Em C2 escreva: vx'(t);
11. Em C3 escreva: =vxO0;
12. Em C4 escreva: =C3-alfal*C3xtau*(C372+’movvertical alfal’!C372)~(1/2);
13. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 83;
14. Em D2 escreva: x'(t);
15. Em D3 escreva: =x0;

16. Em D4 escreva; =D3+C3*tau-((alfal*C3*(tau~2))/2)*
(C372+(’movvertical alfal’!C3)~2)~(1/2);

17. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 83;
18. Construa os graficos: velocidade vx/(t) vs. tempo e posigao x'(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 = 0,
yO=0,m=0,45kg, g=-10m/s? ¢ alfal =0,1s™%.

Considerando as equagoes

Vy(n+1) + Vy(n) _ Yn+1 — Un (A 60)
2 T '

Uy(n+1) — Uy(n) (A61)

(y(n) = -

e aplicando a segunda lei de Newton,

(2F)

temos como resultado as equagoes

1/2
o) = may(n) =—-—mgyg— b (,Ui(n) + 'UZ(n)) Uy(n) (A62)

1/2
Uy(n+1) = Vy(n) — {(Ufs(n) + V) Uy(n)} ar —g T, (A.63)
€
1/2 o
Ynt1 = Yn + Uy(n)T — |:(U325(n) + U;(n)) Uy(n):| 57'2 . (A64)

Para o estudo das grandezas na vertical faca:

1. tau ja estd definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 83, com
tau=0,05;

2. Todos os parametros ja estdo definidos. Apenas copie o quadro que contém os

parametros da folha anterior para a que estd trabalhando;
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Al B ] D F ] 6 T v T 0T 0T ok T
(1]
[ 2] t vx'(t) X'(t) tau= 0,05 X0= 0 g= -10
[ 3] 0,0 25,0 0,0 vx0= 25 yO= 0 alfal= 0,1
[ 4] 0,1 21,0 1,1 w0= 20 m= 0,45
(5] 0,1 18,2 2,1
6 0,2 16,1 3,0 . .
Z 02 145 38 velocidade vx'(t) vs. tempo
[ 8] 03 13,3 45 30
[ 9] 0,3 12,2 5.1 5
[ 10] 0,4 11,3 5,7
[ 11] 04 10,6 62 20
[12] 0,5 10,0 6,7 15 e,
[ 13] 0,5 9,4 7,2
14 06 8,9 7,7 10 )
[15] 0,6 8,5 8,1 S
| 16] 0,7 8,1 8,5
[17] 0,7 78 8,9 0 ' : : ‘
18] 08 7,5 9,3 ! 2 } 4
[19] 08 7,2 9,7
20 0,9 6,9 10,0 L.
1] 0.9 67 10,4 posicdo x'(t) vs. tempo
[ 22] 1,0 6,5 10,7 20
| 23] 1,0 6,3 11,0 e
| 24 1,1 6,1 11,3 15 —_— Laeeer*”
| 25| 1,1 5,9 11,6 o
26 12 57 119 10 o
[ 27] 1,2 5,5 12,2
[ 28] 13 53 12,5 s
[ 29] 1,3 5,1 12,7
30] 1,4 5,0 13,0 »
[31] 1,4 4,8 13,2 0 ' ' ' ‘
32 15 46| 135 ! 2 } 4
33] 1,5 45 13,7
34] 1,6 43 13,9
35 1,6 4,2 14,1
[ 36] 1,7 4,0 14,3
37] 1,7 3,9 14,5
[ 38] 1,8 3,7 14,7
[39] 1,8 36 14,9
[ 40] 1,9 3,4 15,1
[ 41] 1,9 33 15,2
[ 42] 2,0 3,2 15,4
43 2,0 3,0 15,6

Figura 73. — Comportamento das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfal = 0,1.
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3. Em C2 escreva: vy’ (t);
4. FEm C3 escreva: =vyO0;

5. Em C4 escreva:
=C3-alfal*C3*tau* (C372+(’movhorizontal alfal’!C3)~2)~(1/2)+g*tau;

6. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 83;
7. Em D2 escreva: y'(t);
8. Em D3 escreva: =yO0;

9. Em D4 escreva;
=D3+C3*tau-((alfal*C3*(tau~2))/2)*
(C372+(’movhorizontal alfal’!C3)72)~(1/2)+(g*(tau~2)/2);

10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 83;
11. Construa os graficos: velocidade vy’(t) vs. tempo e posigao y’'(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 =0,
y0=0,m=0,45kg, g=-10m/s? ¢ alfal =0,1s™".

Para construir a trajetoria do projétil faca:

1. tau ja esta definido. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 83, com

tau=0,05;
2. Em C2 escreva: x'(t);
3. Em C3 escreva: =x0;

4. Fm C4 escreva:
=C4+’movhorizontal alfal’!C4x*xtau-
((alfal*’movhorizontal alfal’!C4x*(tau~2))/2)*
("movhorizontal alfal’!C4~2+(’movvertical alfal’!C4)~2)~(1/2);

5. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 83;
6. Em D2 escreva: y' (t);
7. Em D3 escreva: =yO0;

8. Em D4 escreva;
=D4+’movvertical alfal’!Cdxtau-((alfal*’movvertical alfal’!C4x*
(tau™2))/2)*(’movvertical alfal’!C4"2+(’movhorizontal alfal’!
C4)~2)~(1/2)+(g* (tau™2) /2);
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A [ ¢ D | [ e T w T 1+ T [L
| 1]
[ 2] wy'(t) V'(t) tau= 0,05 x0= 0 - -10
[ 3] 0,0 20,0 0,0 vx0= 25 yO0= 0 alfal= 0,1
[ 4] 0,1 16,3 0,9 vy0= 20 m= 0,45
[ 5] 0,1 13,6 17
6 0,2 11,6 23 . .
7] 0.2 9,9 28 velocidade vy'(t) vs. tempo
[ 8] 03 8,6 33 25
[ o] 03 74 3,7 2
[ 10] 04 6,4 4,0 .
[ 11| 0,4 54 43 153
[12] 05 4,6 46 10 -
[ 13| 05 39 438 ol "
[ 14] 06 3,2 5,0
[15] 06 2,5 5,1 0 o), T ; i
16 | 07 19 52 5 17, 2 3 4
|17 | 07 13 53
18] 038 08 53 10
[19] 038 02 5,4 -15
[ 20| 0,9 0,3 54
[ 21] 0,9 0,8 53
22 1,0 1,2 53 posig¢do y'(t) vs. tempo
[23] 1,0 1,7 52 10
[ 24] 11 2,1 5,1
| 25| 11 2,6 5,0 5
| 26 1,2 -3,0 4,9 e,
[ 27] 12 3,4 4,7 0+ : , ,
(28] 13 338 45 1 2 ", 3 4
[29] 13 4,2 43 s
30 1,4 4,5 4,1
[31] 14 4,9 3,9 10
32 15 5,2 3,6 15 K
33] 15 5,5 3,4
[ 34] 16 5,8 3,1 -20
[35] 16 6,1 2,8
[ 36] 1,7 6,4 2,5
[37] 17 6,6 2,1
[ 38] 18 6,9 18
139 18 7,1 15
[40] 19 7.3 11
[ 41] 1,9 7,5 0,7
[ 42 ] 2,0 7,7 03
43 2,0 7,9 0,0

Figura 74. — Comportamento das componentes vertical da velocidade e posicdo de um

projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfal = 0,1.
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9. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 83;
10. Construa o grafico: posi¢ao x'(t) vs. posigao y'(t).

A figura mostra o resultado, considerando-se vx0 =25 m/s, vy0 = 20 m/s, x0 = 0,
yO0=0,m=0,45kg, g=-10m/s? ¢ alfal =0,1s™%.

Os ultimos trés conjuntos de procedimentos nos levaram aos resultados mostrados nas
figuras[73] [74] e [75l Ou seja, o estudo do movimento de um projétil que sofre a ac¢ao do ar
foi separado em trés etapas: uma analise do comportamento das componentes horizontais
da velocidade e posi¢ao, uma analise do comportamento das componentes verticais da
velocidade e posicao e a construgao da trajetéria do projétil. Estes mesmos ultimos
procedimentos podem ser realizados e, entao, outros valores do parametro alfa podem ser
considerados. Assim, teremos mais de uma folha e poderemos fazer comparacoes entre os
resultados obtidos.

Foram repetidos os procedimentos acima e considerados os seguintes valores do para-
metro alfa: alfa2=0,2 e alfa3=0,3. Os resultados para alfa2 sdo mostrados nas
figuras [76], [77] e [T8 Nas folhas de trabalho referentes a alfa2 usamos as representagoes
vx”(t) e vy”(t) para as componentes da velocidade e a representagao x”(t) e y”(t)
para as componentes da posicao. Nas folhas de trabalho referentes a alfa3 usamos as
representagoes vx” (t) e vy” (t) para as componentes da velocidade e a representacao
x"(t) e y"” (t) para as componentes da posicao.

Os resultados para alfa3 sdo mostrados nas figuras [79] [80] e [81]
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A B | T kT
[ 1]
[ 2] t X'(t) 0 g= -10
[ 3] 0,0 0,0 0,0 0 alfal= 0,1
| 4| 0,1 1,1 0,9 0,45
[ 5| 0,1 2,1 1,7
| 6 | 0,2 3,0 2,3 o .
7 0,2 38 28 posicdo y'(t) vs. posigdo x'(t)
| 8] 03 45 33
| 9| 0,3 5,1 3,7
10 0,4 5,7 4,0
[11] 0,4 6,2 43
[12] 0,5 6,7 4,6 °
113 | 0,5 7.2 48 ‘.
[14] 0,6 7,7 5,0 %
[ 15 06 8,1 51 "
16 | 0,7 8,5 5,2 °
17 0,7 8,9 5,3 y y y ‘
T 0,8 9,3 53 10 12 14 16
[19] 08 9,7 54
[ 20] 0,9 10,0 5,4
[ 21 0,9 10,4 5,3
[ 22] 1,0 10,7 5,3
[ 23] 1,0 11,0 5,2
[ 24] 1,1 11,3 5,1
[ 25 1,1 11,6 5,0
| 26 | 1,2 11,9 4,9
[ 27] 1,2 12,2 4,7
[ 28] 1,3 12,5 4,5
129 | 1,3 12,7 4,3
130 1,4 13,0 4,1
[31] 1,4 13,2 3,9
32 1,5 13,5 3,6
[33] 1,5 13,7 3,4
[ 34] 1,6 13,9 3,1
35 1,6 14,1 2,8
36 1,7 14,3 2,5
37 1,7 14,5 2,1
38 1,8 14,7 1,8
139 1,8 14,9 1,5
[ 40| 1,9 15,1 1,1
[ 41] 1,9 15,2 0,7
[ 42 ] 2,0 15,4 0,3
43 2,0 15,6 0,0

Figura 75. — Trajetoria de um projétil em movimento.

atrito: alfal =0,1.

Neste caso consideramos o
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A C D F G | H [T 1 T [ L
[ 1 |
[ 2 | ) x"(t) tau= 0,05 x0= 0 = -10
B 0,00 25,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfa2= 0,2
[ 4 | 0,05 17,0 1,0 vy0= 20 m= 0,45
[ 5| 0,10 13,3 1,8
| 6 | 0,15 11 24 velocidade vx''(t) vs. tempo
[ 7 | 0,20 9,6 2,9
| 8 | 0,25 8,5 3,4 30
| 9 | 0,30 7,7 38 2
[ 10| 0,35 7,0 4,2
[ 11 | 0,40 6,5 45 20
[12] 0,45 6,0 4,8 15
13 ] 0,50 5,7 5,1 °
| 14 0,55 53 54 101
| 15 | 0,60 5.0 56 5 et
16 0,65 438 59
[17] 0,70 4,6 6,1 0 ; ' ;
18] 0,75 43 63 ! 2 3 4
19 ] 0,80 4,2 6,6
[ 20 0,85 4,0 6,8 s
21 0.90 38 70 posicdo x"(t) vs. tempo
[ 22 ] 0,95 3,6 7,1 12
[ 23 | 1,00 3,4 73 10
[ 24] 1,05 33 7,5 I
[ 25| 1,10 3,1 7,6 8 P
| 26 | 1,15 2,9 7,8 6
[ 27 1,20 2,8 7,9
| 28| 1,25 2,6 8,1 4
[ 29] 1,30 25 8,2 PR
30 1,35 2,4 83 .
[31] 1,40 2,2 8,4 0 ' ' ' !
32 1,45 21 8,5 0 ! 2 3 4
33 1,50 2,0 8,6
[ 34] 1,55 18 8,7
35| 1,60 1,7 8,8
[ 36| 1,65 16 8,9
[ 37 1,70 1,5 9,0
[ 38 ] 1,75 14 9,1
[39] 1,80 1,3 9,1
[ 40 | 1,85 1,2 9,2
[ 41] 1,90 1,2 9,3
[ 42 ] 1,95 1,1 9,3
43 2,00 1,0 9,4

Figura 76. — Comportamento das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa2 =0,2.
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Al 8 [ ¢ [ o ] [ 6 [ wn [ T T 7 1 x Tt
| 1]
| 2 | t wy"(t) y'(t) tau= 0,05 x0= 0 g= -10
B 0,00 20,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfaz= 0,2
[ 4 | 0,05 13,1 0,8 vy0= 20 m= 0,45
| 5 | 0,10 9,8 1,4
6 0,15 7,7 1,8
7 | 0,20 6,1 22 velocidade vy''(t) vs. tempo
B 0,25 4,9 2,5 25
| 9 | 0,30 3,9 2,7 2
| 10 0,35 3,1 2,9
| 11 0,40 2,4 3,0 15
| 12 | 0,45 1,7 3,1 10 v
| 13| 0,50 1,1 3,2 .
14 0,55 05 32 ST
| 15 | 0,60 0,0 3.2 0 oree T T T ,
| 16 | 0,65 0,5 32 s e, 2 3 4
| 17 0,70 -1,0 3,2 =
[ 18] 0,75 14 3,1 10
| 19| 0,80 -1,9 3,0
20 0,85 2,3 2,9 o
1 | 0,90 27 28 posigdo y"(t) vs. tempo
[ 22] 0,95 3,0 2,7 5
| 23 | 1,00 3,4 2,5 —
| 24 | 1,05 -3,7 2,3 0 ¢ . sl | l
| 25| 1,10 41 2,1 1 ., 7 1
| 26 | 1,15 -4,3 1,9 -5
| 27 | 1,20 -4,6 1,7
| 28 | 1,25 -4,9 1,4 -10 o -
| 29 | 1,30 -5,1 1,2
| 30| 1,35 -5,3 0,9 -15 o
[31] 1,40 55 07 i
| 32| 1,45 5,7 0,4 -20
| 33| 1,50 5,8 0,1
| 34| 1,55 6,0 0,2
35| 1,60 6,1 0,5
| 36| 1,65 -6,2 0,8
[ 37 1,70 6,3 1,1
[ 38 ] 1,75 6,4 1,4
| 39 1,80 6,5 -1,8
[ 40 | 1,85 6,6 2,1
[ 41] 1,90 6,6 2,4
| 42 | 1,95 6,7 2,7
43 2,00 6,7 3,1

Figura 77. — Comportamento das componentes verticais da velocidade e posi¢do de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa2 = 0,2.
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Al B ] ¢ T o T e 1T ¢ T e T w T 7 T 11T «x Tu
[ 1]
[ 2] t x"(t) y'(t) tau= 0,05 x0= 0 g= -10
[ 3] 0,00 0 0 vx0= 25 y0= 0 alfa2= 0,2
[ 4] 0,05 1,0 0,8 vy0= 20 m= 0,45
B 0,10 1,8 14
% g:;z ;:g ;i posigdo y"(t) vs. posigdo x"'(t)
B 0,25 34 2,5 6
[ o | 0,30 38 2,7 s
[ 10] 0,35 4,2 2,9
[ 11] 0,40 4,5 3,0 4
[ 12| 0,45 4,8 31 3 Laeenens,
| 13| 0,50 51 3.2 .
[ 14] 0,55 5,4 3.2 2 o
15 ] 0,60 5,6 3,2 Y
[ 16| 0,65 5,9 3,2 .
[ 17] 0,70 6,1 3,2 0 r ; ; e ; t i
18 0,75 6,3 3,1 0 2 4 6 8 10 12 14 16
[ 19] 0,80 66 3,0
[ 20] 0,85 6,8 2,9
[ 21] 0,90 7,0 2,8
[ 22 0,95 71 2,7
[ 23] 1,00 73 2,5
[ 24] 1,05 7,5 2,3
[ 25| 1,10 7,6 2,1
[ 26| 1,15 7,8 1,9
[ 27 ] 1,20 7,9 1,7
[ 28 | 1,25 8,1 1,4
[ 29] 1,30 8,2 1,2
[ 30] 1,35 8,3 0,9
[ 31] 1,40 8,4 0,7
[ 32] 1,45 8,5 0,4
[ 33] 1,50 8,6 0,1
[ 34] 1,55 8,7 -0,2
35| 1,60 8,8 0,5
[ 36| 1,65 8,9 0,8
[37] 1,70 9,0 1,1
[ 38] 1,75 9,1 -1,4
[ 39] 1,80 9,1 -1,8
[ 40] 1,85 9,2 2,1
[ 41] 1,90 9,3 2,4
[ 42 ] 1,95 9,3 2,7
43 2,00 9,4 3,1

Figura 78. — Trajetoria de um projétil em movimento. Neste caso consideramos o
atrito: alfa2 = 0,2.
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Al B ] D F ] 6 T H T v T [ L
| 1]
[ 2] t vx"(t) X"(t) tau= 0,05 X0= 0 g= -10
B 0,00 25,0 0,0 Vx0= 25 y0= 0  alfa3= 0,3
[ 4] 0,05 13,0 0,9 vy0= 20 m= 0,45
[ 5] 0,10 9,8 1,5
6 0,15 8,0 2,0 .
z 020 69 23 velocidade vx'"'(t) vs. tempo
| 8| 0,25 6,1 2,7 30
[ 9] 0,30 5,4 3,0 2
[ 10] 0,35 5,0 3,2
| 11| 0,40 4,6 3,5 20
[12] 0,45 4,3 3,7 15
[13] 0,50 4,0 3,9 .
[ 14] 0,55 3,7 41 10
[ 15| 0,60 3,5 4,3 5 1%,
| 16 0,65 33 4,4
17 0,70 3,2 4,6 0 ' '
18] 0,75 30 4,7 ! 2 ? !
[19] 0,80 2,8 4,9
[20] 0,85 2,6 5,0 ic30 x™(t t
1] 0.90 25 51 posigdo x'"'(t) vs. tempo
[22] 0,95 2,3 5,3 20
[23] 1,00 2,2 5,4
[ 24] 1,05 2,0 5,5 15
[ 25 1,10 1,9 5,6
| 26| 1,15 1,7 5,7 10
[ 27] 1,20 1,6 5,8
[ 28] 1,25 1,5 5,8 J—
[29] 1,30 1,4 59 5 L
130] 1,35 13 6,0
[31] 1,40 1,2 6,0 0 T ' ' ‘
32 1,45 11 6,1 1 2 3 4
33] 1,50 1,0 6,1
[34] 1,55 0,9 6,2
[35] 1,60 0,8 6,2
[ 36] 1,65 0,8 6,3
37] 1,70 0,7 6,3
[ 38] 1,75 0,6 6,3
[39] 1,80 0,6 6,4
[40] 1,85 0,5 6,4
[ 41] 1,90 0,5 6,4
[42] 1,95 0,5 6,5
43 2,00 0,4 6,5

Figura 79. — Comportamento das componentes horizontais da velocidade e posi¢ao de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa3 =0, 3.
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A [ ¢ T o 1] [ ¢ T w T 7T 7 T x TJu
[ 1 |
| 2 | vy'"'(t) y'"'(t) tau= 0,05 x0= 0 g= -10
B 0,00 20,0 0,0 vx0= 25 yo= 0 alfa3= 03
[ 4 | 0,05 9,9 07 vy0= 20 m= 045
B 0,10 7,0 1,2
6 0,15 52 15 . "
7] 0.20 20 17 velocidade vy"'(t) vs. tempo
B 0,25 3,0 19 25
B 0,30 2,2 2,0 20
[ 10 0,35 15 21 is
[ 11] 0,40 0,9 2,2
[12] 0,45 03 2,2 10 7+
[ 13 ] 0,50 -0,2 2,2 5,
[ 14 0,55 -0,7 2,2 0 : : :
15 ] 0,60 -1,2 21 5 v, 2 3 4
[ 16| 0,65 1,6 21
| 17 | 0,70 -2,0 2,0 10
[ 18 | 0,75 2,4 19 15
[ 19 ] 0,80 2,8 17
[ 20 0,85 3,1 16 N
21 0,90 34 14 posicdo y'"'(t) vs. tempo
[ 22 ] 0,95 3,7 1,2 10
23 1,00 -3,9 1,0
[24] 1,05 4,2 08 >
[ 25| 1,10 44 0,6 o T | | |
| 26 115 4.6 04 1 e, 2 3 4
[ 27| 1,20 4,7 02 5 .
| 28| 1,25 -4,9 0,1 10 .
[ 29 | 1,30 -5,0 -0,3
30 1,35 5,1 0,6 15 e,
[ 31] 1,40 5,2 -0,8
[32] 1,45 5,3 1,1 20
[ 33] 1,50 54 14
[ 34] 1,55 5,4 -1,6
35| 1,60 5,5 -1,9
[ 36 | 1,65 5,5 2,2
[ 37 1,70 5,6 24
[ 38 ] 1,75 5,6 2,7
[ 39] 1,80 5,6 -3,0
[ 40| 1,85 5,6 3,3
[ 41] 1,90 5,7 3,6
[ 42 ] 1,95 5,7 -3,9
43 2,00 5,7 -4,1

Figura 80. — Comportamento das componentes verticais da velocidade e posi¢do de

um projétil em movimento. Neste caso consideramos o atrito: alfa3 =0, 3.
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A B | C D | F ] 6 T v T 0T 0] [ L
1]
[ 2] t X" (t) y"(t) tau= 0,05 X0= 0 g= -10
[ 3] 0,00 0,0 0,0 vx0= 25 y0= 0 alfa3= 0,3
[ 4] 0,05 0,9 0,7 Vvy0= 20 m= 0,45
|5 | 0,10 1,5 1,2
6 0,15 2,0 1,5 e o
] 0,20 23 17 posicdo y''(t) vs. posicdo x'"'(t)
B 0,25 2,7 1,9
[ 9] 0,30 3,0 2,0
[ 10] 0,35 3,2 2,1
[ 11] 0,40 35 2,2
[12] 0,45 3,7 2,2
[ 13] 0,50 3,9 2,2
[ 14] 0,55 41 2,2 R
[15] 0,60 43 2,1 . kY
|16 0,65 44 2,1 : %
[17] 0,70 4,6 2,0 ' ' i ' ' ' i :
(i8] 075 27 19 2 4 6 8 10 12 14 16
[19] 0,80 4,9 1,7
[ 20] 0,85 5,0 1,6
[ 21] 0,90 51 1,4
[ 22] 0,95 5,3 1,2
[ 23] 1,00 5,4 1,0
[ 24] 1,05 55 0,8
[ 25 1,10 5,6 0,6
[ 26] 1,15 5,7 0,4
[ 27] 1,20 58 0,2
[ 28] 1,25 5,8 0,1
[ 29] 1,30 5,9 0,3
30] 1,35 6,0 0,6
[31] 1,40 6,0 0,8
[32] 1,45 6,1 1,1
33] 1,50 6,1 1,4
[ 34] 1,55 6,2 1,6
[35] 1,60 6,2 -1,9
[ 36] 1,65 6,3 2,2
[37] 1,70 6,3 2,4
[ 38] 1,75 6,3 2,7
139 1,80 6,4 3,0
[ 40] 1,85 6,4 3,3
[ 41] 1,90 6,4 3,6
[ 42] 1,95 6,5 3,9
43 2,00 6,5 4,1

Figura 81. — Trajetoria de um projétil em movimento.

atrito: alfa3 =0,3.

Neste caso consideramos o
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A.7 Exercicio com oscilador
Neste problema, a forca eldstica é dada por
F, = —kx, (A.65)
Considerando as equagoes
T, — Tn
Upp1 = (A.66)
T
e
g, = 1" e (A.67)
T
e definindo a frequéncia angular como
k
w?= = (A.68)
m
obtemos como solucao as equagoes
Upg1 = Un — W2TnT (A.69)
e
Tpi1 = Tp + VpT — W22, 72 (A.70)
No Excel faca:
1. Defina 7, vy, zg, m, g, w, k e o periodo nas mesmas células em que foram definidas
na Secao 4;
2. Em I4 escreva: =(k/m)~(1/2);
3. Em K3 escreva: =24PI()*((m/k)~(1/2));
4. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 73, com tau=0, 1;
5. Em C2 escreva: v(t);
6. Em C3 escreva: =v0;
7. Em C4 escreva: =C3-omega~2*D3*tau;
8. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 73;
9. Em D2 escreva: x(t);
10. Em D3 escreva: =x0;
11. Em D4 escreva: =D3+C3*tau-omega~2*D3*tau”2;
12. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 73;
13. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado obtido, considerando-se vO =0, x0=2m, m=4kg e
k=9,86 N/m.
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A C D F H ] L
(1]
| 2 | v(t) x(t) tau= 0,1 m= 4 k= 9,86
| 3 | 0,0 0,0 2,0 V0= g= -10 periodo= 4,0
i 0,1 -0,5 2,0 x0= 2 omega= 1,6
[ 5 | 0,2 -1,0 1,9
| 6 ] 03 L4 17 velocidade v(t) vs. tempo
[ 7] 0,4 -1,9 15
[ 8 | 05 2,2 13 4
[ o] 0,6 2,5 1,0 3 LI ot
[ 10] 07 2,8 038 2
[ 11 ] 0,8 3,0 0,5 L . .
[12] 0,9 3,1 0,2 . .
13 1,0 -3,1 -0,2 01 ‘ 1 ‘ 1. ‘ . ‘
[14] 11 3,1 0,5 1 3 2 3 4 3 H
15 ] 1,2 3,0 0.8 2L . . .
[ 16 1,3 2,8 1,1 :
7] 14 25 13 3
| 18 | 1,5 22,2 -1,5 -4
[ 19| 1,6 -1,8 -1,7
20 1,7 1,4 -1,9 -
z 18 10 20 posicdo x(t) vs. tempo
| 22| 19 0,5 2,0 3
[ 23] 2,0 0,0 2,0 , L e
[ 24] 21 05 -1,9
[ 25 | 2,2 1,0 -1,9 1 * . %
[ 26| 2,3 1,4 1,7 ‘. . ‘.
[ 27] 2,4 19 15 0 K i o i 5 o
[ 28] 2,5 2,2 1,3 4 il 2 _'3 ¢ 5'.' 7
| 29| 2,6 2,6 -1,0 . . ‘.
[ 30] 2,7 2,8 0,8 2
[31] 2,8 3,0 0,5
| 32 2,9 31 -0,2 3
[ 33] 3,0 3,1 0,2
[ 34] 3,1 3,1 0,5
35| 3,2 3,0 0,8
36| 33 2,8 1,1
[37] 3,4 2,5 1,3
[ 38| 3,5 2,2 1,5
[39] 3,6 1,8 1,7
[ 40 | 3,7 1,4 1,9
[ 41 ] 38 1,0 2,0
[42] 3,9 0,5 2,0
43 4,0 0,0 2,0

Figura 82. — Graficos da velocidade e posicao em funcdo do tempo de um oscilador
harmoénico simples. Em nosso trabalho esta folha de foi construida para resolver um

problema proposto em um livro de ensino médio.
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A.8 Oscilador com atrito cinético
Neste problema consideramos duas forcas: A forca elastica
F, = —kx, (A.71)
e a forga de atrito exercida pela superficie sobre a massa em movimento
fat = peN. (A.72)

onde N = mg é o modulo da forca normal exercida pela superficie sobre a massa.

Considerando as equagoes

gy = AL Fn (A.73)

a, = Unt1 = Un , (A.74)

e aplicando a segunda lei de Newton,
(Z F) =ma, = —k x, — p.N, (A.75)

obtemos como solucao as equagoes

k
Upyl = Up — — X T — T (A.76)
m
‘ k
Tpt1 = Tp + UpT — 71'717—2 - ,uchQ- (A??)
m

No Excel faca:

1. Defina 7, vg, g, m, g e k nas mesmas células em que foram definidas na Secao

anterior;
2. Defina pu.: a representacao mi em H4 e seu valor em I4;
3. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 803, com tau=0,01;
4. Em C2 escreva: v(t);
5. Em C3 escreva: =vO0;

6. Em C4 escreva:
=C3-(k/m) *D3*tau+mi*gxtauxSINAL(C3);

7. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 803;
8. Em D2 escreva: x(t);

9. Em D3 escreva: =x0;
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10. Em D4 escreva: =D3+C3*tau-(k/m)*D3*tau~2-mi*gxtau~2*SINAL(C3);
11. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 803;
12. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posicao x(t) vs. tempo.

A figura |83| mostra o resultado obtido, considerando-se vO = 0, x0 = 1 m, g = -10 m/s?,
m=3kg, k=150 N/m e mi =0,2.
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A c [ o F ] 6 T v T v T 07T x TJu
[ 1]
1 2| v(t) x(t) tau= 0,01 m= 3 k= 150
[ 3] 0,00 0,00 1,00 Vo= 0 g= -10
[ 4] 001  -050 1,00 x0= 1 mi= 02
[ 5] 002 098 0,98
[ 6] 003  -145 0,97
[ 7] 004  -191 0,95
| 8| 0,05 -2,37 0,93 8
[ o] 006 2,81 0,90
[ 10] 007  -324 0,86 4
[ 11] 008  -365 0,83
[ 12] 009  -4,05 0,79
[ 13] 010  -442 0,74 03
[ 14] 011  -477 0,69
[ 15] 012  -510 0,64 a4
[ 16] 013[  -540 0,59
[17] 014 568 0,53
18] 015 59 0,47 8
[19] 016  -614 0,41
[ 20] 017 632 0,35
[ 21] 018  -648 0,28
[ 22] 019  -660 021 1
[ 23] 020 668 0,15 :
[ 24] 021 674 0,08 !\
[ 25 022 676 0,01 :
| 26 023 674 006 :
[ 27 024 670 -012 0 1t
[ 28] 025 661 019
[ 29] 026] 650 0,26
30] 027 635 032
[31] 028 617 038
[32] 029 59| 044
33] 030 572 050 1
[ 34] 031 545 055
[35] 032 515 061
[ 36] 033 483 065
[37] 034 -448] 0,70
[ 38] 035 411 074
[39] 036 372 078
[ 40] 037] 331 081
[ 41] 038 28| 084
[ 42] 039 -245] 087
43 040 1,99 0,89

Figura 83. — Graficos da velocidade e posicao em fungdo do tempo de um oscilador

harmonico submetido a forga de atrito cinético.
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A.9 Oscilador amortecido
Neste problema consideramos duas forcas: A forca elastica
F, = —kx, (A.78)
e a forga resistiva proporcional a velocidade da massa em movimento
Fomy = —bo,. (A.79)
Considerando as equagoes
Tpi1l — Tn
Upgy = —L =0 (A.80)
T
e
ay = St (A.81)
T
definido a freqiiéncia angular
k
W= —, (A.82)
m
e aplicando a segunda lei de Newton,
(ZF) =ma, =—kx, —buv,, (A.83)
obtemos como solucao as equagoes
2 b
Upil = Up — WTpT — —U,T (A.84)
m
’ b
L1 = Tp + UnT — W2ap 72 — —0, 72 (A.85)
m

No Excel faca:

1. Defina 7, vg, g, m, g ¢ k nas mesmas células em que foram definidas na Secao

anterior;

2. Defina o coeficiente de resistividade b: a representacao b em H4 e seu valor em I4;

3. Defina w; a representagao omega em J3 e seu valor em K3;

4. Em K3 escreva: =(k/m)~(1/2);

5. Defina o periodo: a representacao periodo em J4 e seu valor em K4;

6. Em K4 escreva: =2*PI()*((m/k)~(1/2));

7. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 603, com tau=0,01;
8. Em C2 escreva: v(t);

9. Em C3 escreva: =vO0;
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10. Em C4 escreva: =C3-omega”2*D3*tau-(b/m)*C3*tau;

11. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 603;

12. Em D2 escreva: x(t);

13. Em D3 escreva: =x0;

14. Em D4 escreva; =D3+C3*tau-omega~2*D3*tau~2- (b/m)*C3*tau~2;

15. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 603;

16. Construa os graficos: velocidade v(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura mostra o resultado obtido, considerando-se vO =0, x0 = 2 cm, m = 2 kg,
g=-10m/s? b=2Ns/me k = 100 N/m.
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A B | c [ o ] F | 6 [ H [ K L
(1]
| 2 | t v(t) x(t) tau= 0,01 m= 2 k= 100
i 0 0,0 2,0 v0= 0 g= -10 omega= 7,07
| 4| 0,01 -1,0 2,0 x0= 2 b= 2 periodo= 0,89
[ 5] 0,02 2,0 2,0
6 0,03 3,0 1,9 .
] 0,04 3,9 19 velocidade v(t) vs. tempo
B 0,05 438 1,9 15
| 9 | 0,06 5,7 1,8
[10] 0,07 6,5 17 10
[11] 0,08 7,3 1,7 s
[12] 0,09 8,1 16
[13] 0,1 8,38 15 04+ ‘
[ 14] 0,11 9,4 14 p 8
[ 15| 0,12 -10,0 1,3 s 3
|16 0,13 -10,6 1,2 10 ‘,
[17] 0,14 11,1 1,1
| 18] 0,15 -11,5 1,0 15
[19] 0,16 -11,9 0,8
[20] 0,17 -12,2 0,7 -
1] 018 124 06 posigdo x(t) vs. tempo
[22] 0,19 -12,6 0,5 3
[ 23] 0,2 12,7 0,3
[ 24] 0,21 12,8 0,2 2
[ 25 0,22 12,7 0,1 \
| 26| 0,23 12,7 0,0 it
| 27 0,24 -12,5 -0,2
[ 28] 0,25 -12,3 0,3 :
129 | 026]  -12,0 -04 0% !
30 027 -11,7 -0,5 H
[31] 028 113 -0,6 1
32 0,29 -10,9 0,7
133] 0,3 -10,4 0,8 2
[ 34] 0,31 9,9 0,9
35 0,32 9,3 -1,0
36 0,33 8,7 1,1
37] 0,34 8,1 -1,2
38 0,35 7,4 -1,3
139 0,36 6,7 -1,3
[ 40| 0,37 5,9 1,4
[ 41] 0,38 5,2 -1,5
| 42 | 0,39 4,4 -1,5
43 0,4 3,6 -1,5

Figura 84. — Graficos da velocidade e posicao em fungao do tempo de um oscilador

harmonico amortecido.
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A.10 Oscilador em duas dimensoes

Neste problema temos que considerar as componentes horizontal e vertical da forca

elastica. A forca eldstica é dada por

A

Fop = —k (L, — Lo) L, (A.86)

onde Lj e L sao o comprimento da mola relaxada e o vetor unitario na direcao da distensao

da mola, respectivamente. O comprimento L, da mola é dado por

L, = /22 +y2. (A.87)

As componentes da forca elastica sao

Lo
Fea:(n) =—k (ZL'n - \/m) (A88)
e
Ly
Foym) = —k (yn — ) . (A.89)
Ven +un
Consideramos as equagoes
oy = ot —n (A.90)
T
e
- ’Un+1 - ’Un
ap = ——— (A.91)
T

Construimos trés folhas de trabalho para este problema. A primeira para analisar
o comportamento das componentes horizontais da velocidade e da posi¢ao em funcao do
tempo, a segunda para analisar o comportamento das componentes verticais da velocidade
e da posicao em fungdo do tempo e a terceira para construir a trajetéria da massa presa
a mola.

Aplicando a segunda lei de Newton, as solugoes para a folha referente ao movimento

na horizontal sdo:

k Lo
Vp(ntl) = Vpn) + — | —= — 1| 2,7 A.92
o) = et | T ] (A.92)
e
Tng1 = Ty + Vp(m)T + T MY [P (A.93)
n+1 — 4n x(n - - nT - .
' | e
As solugoes para a folha referente ao movimento na vertical sdo:
k Lo
Vy(nt1) = Uyn) + — | ——=—= — 1| Yo7 — g7 (A.94)
y(n+1) y(n) m \/m ]
e
Lo

k
Yn+1 = Yn + Vg(n)T + —
m

\/ﬁ — 1] ynTQ — g7'2. (A95)
‘Tn yn

Para gerar a folha de analise do movimento na horizontal no Excel faga:
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1. Defina tau como nas Se¢Oes anteriores;
2. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 503, com tau=0,01;

3. Defina v0x (componente horizontal do vetor velocidade inicial): a representagao vOx

em F3 e seu valor em G3;

4. Defina vOy (componente vertical do vetor velocidade inicial): a representagao vOy

em F4 e seu valor em G4;
5. Defina x0: a representacao x0 em H2 e seu valor em I2;
6. Defina y0: a representacao yO em H3 e seu valor em I3;
7. Defina m: a representacao m em H4 e seu valor em I4;
8. Defina g: a representacao g em J2 e seu valor em K2;
9. Defina k: a representacao k em J3 e seu valor em K3;
10. Defina LO: a representacao LO em J4 e seu valor em K4;
11. Em C2 escreva: vx(t);
12. Em C3 escreva: =v0x;

13. Em C4 escreva:
=C3+(k/m)* ((LO*D3/((D372)+
(’ comportamento na vertical’!D372))~(1/2))-D3)*tau;

14. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 503;
15. Em D2 escreva: x(t);
16. Em D3 escreva: =x0;

17. Em D4 escreva;
=D3+C3+*tau+(k/m)* (LO*D3/ ((D372) +
((’ comportamento na vertical’!D372)))~(1/2)-D3)*tau"2;

18. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 503;

19. Construa os graficos: velocidade vx(t) vs. tempo e posigao x(t) vs. tempo.

A figura[85|mostra o resultado obtido, considerando-se v0x=0, vOy=0, x0=0, 1, y0=-0,7,
m=0,5, g=-10, L0=0,6 e k=25.

Para gerar a folha de andlise do movimento na vertical no Excel faca:

1. Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 503, com tau=0,01;
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A C D F ] 6 T W T v T K JL
[ 1 |
| 2 | vx(t) x(t) tau= 0,01 x0= 0,1 = -10
B 0,00 0,00 0,10 VOx= 0 y0= 0,7 k= 25
[ 4 | 0,01 -0,01 0,10 VOy= 0 m= 0,5 L0= 0,6
B 0,02 -0,02 0,10
6 0,03 -0,02 0,10 .
] 0.04 0,03 010 velocidade vx(t) vs. tempo
B 0,05 -0,04 0,10
| 9 | 0,06 -0,05 0,10
[ 10 0,07 -0,05 0,10
[ 11] 0,08 -0,06 0,10
[ 12 | 0,09 -0,07 0,10
[ 13 ] 0,10 -0,08 0,10
[ 14] 0,11 -0,09 0,09
[ 15 | 0,12 -0,10 0,09
[ 16| 0,13 -0,11 0,09
[ 17] 0,14 -0,11 0,09
[ 18 | 0,15 -0,12 0,09
[ 19| 0,16 -0,13 0,09
20 0,17 -0,14 0,09 .
B 0,18 0,15 0,09 posigdo x(t) vs. tempo
[ 22] 0,19 -0,16 0,08 03
[ 23 | 0,20 0,17 0,08
[ 24] 0,21 -0,18 0,08
[ 25 | 0,22 -0,19 0,08
[ 26 | 0,23 -0,20 0,08
[ 27 0,24 -0,21 0,08
| 28 | 0,25 -0,22 0,07
[ 29 | 0,26 0,23 0,07
[ 30 0,27 -0,24 0,07
| 31 0,28 -0,25 0,07
[ 32| 029] 0,26 0,06 03
[ 33] 0,30 -0,27 0,06
[ 34 0,31 0,28 0,06
35| 0,32 -0,29 0,05
| 36| 0,33 -0,29 0,05
[ 37 0,34 -0,30 0,05
[ 38 ] 0,35 -0,31 0,05
| 39| 0,36 0,32 0,04
[ 40 | 0,37 -0,32 0,04
[ 41 0,38 -0,33 0,04
| 42 | 0,39 0,34 0,03
43 0,40 -0,34 0,03

Figura 85. — Graficos das componentes horizontais da velocidade e da posicdo em

funcao do tempo do problema do oscilador em duas dimensoes.
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10.

11.

. Copie o quadro dos parametros da folha referente ao movimento na horizontal e

cole nesta folha, gerando um quadro idéntico na folha referente ao movimento na

vertical;
Em C2 escreva: vy(t);
Em C3 escreva: =vO0y;

Em C4 escreva
=C3+ (k/m) * (LO*D3/ ((((’ comportamento na horizontal’!D3)~2)+
(D372))~(1/2))-D3) *tau+gxtau,;

. Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 503;

Em D2 escreva: y(t);
Em D3 escreva: =yO0;

Em D4 escreva;
=D3+C3*tau+(k/m)* ((LO*D3/ ((’ comportamento na horizontal’!D372)+
(D372))~(1/2))-D3) *tau”2+g*tau~2;

Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 503;

Construa os gréficos: velocidade vy(t) vs. tempo e posigao y(t) vs. tempo.

A figura[86|mostra o resultado obtido, considerando-se v0x=0, vOy=0, x0=0, 1, y0=-0,7,
m=0,5, g=-10, L0=0,6 ¢ k=25.

Para construir a trajetoria da massa presa a mola no Excel faca:

1.

Construa a coluna dos instantes de tempo até a linha 503, com tau=0,01;

Copie o quadro dos parametros da folha referente ao movimento na horizontal e cole

nesta folha, gerando um quadro idéntico na folha referente a trajetéria da massa;
Em C2 escreva: x(t);
Em C3 escreva: =x0;

Em C4 escreva
=C3+’ comportamento na horizontal’!C3*tau+(k/m)*
(LO*C3/((C372)+((D372)))~(1/2)-C3) *tau~2;

Clique em “enter”, selecione C4 e preencha a coluna até a linha 503;
Em D2 escreva: y(t);

Em D3 escreva: =yO0;
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A C D F G H |

| 1]
| 2 | vy(t) y(t) tau= 0,01 x0= 0,1 g= -10
| 3| 0,00 0,00 -0,70 vOX= 0 yo= -0,7 = 25
| 4] 0,01 -0,05 -0,70 vOy= 0 m= 05 L0= 0,6
| 5| 0,02 -0,09 -0,70

6 0,03 -0,14 -0,70 -
7] 0.0 o1 070 velocidade vy(t) vs. tempo
| 8| 0,05 -0,23 -0,71
E 0,06 -0,27 -0,71
10 0,07 -0,32 -0,71
| 11 0,08 -0,36 -0,72
12| 0,09 -0,40 -0,72
| 13 0,10 -0,43 -0,72
| 14 0,11 -0,47 -0,73
| 15| 0,12 -0,50 -0,73
| 16 0,13 -0,53 -0,74
| 17] 0,14 -0,56 -0,75
| 18] 0,15 -0,58 -0,75
119 0,16 -0,61 -0,76
[ 20] 0,17 -0,63 -0,76
| 21] 0,18 -0,64 -0,77
22 0,19 -0,66 -0,78
| 23] 0,20 -0,67 -0,78
| 24 0,21 -0,67 -0,79 07
| 25| 0,22 -0,68 -0,80
| 26 0,23 -0,68 -0,80
| 27] 0,24 -0,67 -0,81 08 -
| 28| 0,25 -0,67 -0,82
29 0,26 -0,66 -0,82 09
[ 30] 0,27 -0,64 -0,83
| 31] 0,28 -0,63 -0,84
32| 0,29 -0,61 -0,84 -1,0
| 33 0,30 -0,59 -0,85
| 34 031 -0,56 -0,85
| 35| 0,32 -0,54 -0,86
| 36| 033 -0,50 -0,86
37 034 -0,47 -0,87
| 38 0,35 -0,44 -0,87
| 39 0,36 -0,40 -0,88
| 40 0,37 -0,36 -0,88
| 41| 0,38 -0,32 -0,88
| 42| 0,39 -0,28 -0,89

43 0,40 -0,24 -0,89

Figura 86. — Graficos das componentes verticais da velocidade e da posi¢ao em fungao

do tempo do problema do oscilador em duas dimensoes.
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9. Em D4 escreva;
=D3+’ comportamento na vertical’!C3x*tau+
(k/m)* (LO*D3/ ((C372)+(D372)) ~(1/2)-D3) ¥tau~2+g*tau”2;

10. Clique em “enter”, selecione D4 e preencha a coluna até a linha 503;
11. Construa o grafico: posi¢ao x(t) vs. posigao y(t).

A figura [87 mostra o resultado obtido, considerando-se vOx = 0, vOy = 0, x0 = 0,1 m,
yO=-0,7m,m=0,5kg, g=-10m/s? LO=0,6m e k =25 N/m.
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A B | D F G H J K
1]
| 2 | t x(t) y(t) tau= 0,01 x0= 0,1 g= -10
[ 3] 0 0,10 -0,70 VOX= 0 y0= 0,7 = 25
| 4| 0,01 0,10 -0,70 VOy= 0 m= 0,5 L0= 0,6
[ 5| 0,02 0,10 -0,70
6 0,03 0,10 -0,70
7] 0,04 0,10 0,70 posicao y(t) vs. posicao x(t)
| 8] 0,05 0,10 0,71 -0,60
El 0,06 0,10 -0,71
110 0,07 0,10 0,71
[11] 0,08 0,10 -0,72
[ 12] 0,09 0,10 -0,72
[13] 0,1 0,10 -0,72
[14] 0,11 0,09 0,73
[ 15| 0,12 0,09 -0,73
|16 0,13 0,09 -0,74
[17] 0,14 0,09 -0,75 ‘ T ; ‘
m 015 0,09 075 030 020  -0,10 0,00 0,10 0,20 0,30
[19] 0,16 009 076
[ 20 0,17 0,09 -0,76
21 0,18 0,09 -0,77
[22] 0,19 0,08 -0,78
| 23] 0,2 0,08 -0,78
[ 24] 0,21 0,08 -0,79
[ 25 0,22 0,08 -0,80
| 26| 0,23 0,08 -0,80
[ 27] 0,24 0,08 -0,81
[ 28] 0,25 0,07 -0,82
29 0,26 0,07 -0,82
130 0,27 0,07 -0,83
[ 31] 0,28 0,07 -0,84
32 0,29 0,06 -0,84
133] 0,3 0,06 -0,85
[ 34] 0,31 0,06 -0,85
35 0,32 0,05 -0,86
36 0,33 0,05 -0,86
37] 0,34 0,05 -0,87
38 0,35 0,05 -0,87
[39] 0,36 0,04 -0,88
[ 40| 0,37 0,04 -0,88
[ 41] 0,38 0,04 -0,88
| 42| 0,39 0,03 -0,89
43 0,4 0,03 -0,89

Figura 87. — Trajetoria de uma massa presa a uma mola: oscilador em duas dimensoes.
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B Numeros complexos

Podemos representar o niimero complexo (4.36)) em coordenadas polares e constatar
que

u = |z| cosf

w = |z|sené.

Entao, substituindo os resultados acima na relagao , temos
z = |z| (cos B + isenb). (B.1)
Da relagao , podemos escrever
2" = |2]" (cos + isen 9)". (B.2)
Calculando o termo (cosf + isen )", para n = 1,2, 3...,n, temos

n=1 (cos® +isenf)' = cosf +isenf
n=2 (cosf + isen §)? = cos® @ — sen® § + 2i cos O sen
= cos260 + i sen 20,
n=3 (cosf 4 isen §)?(cosf +isen ) = (cos260 + i sen26)(cosf + isenh),
= cos 6 cos 20 — sen 0 sen 20
+ i(cos 26 sen 6 + cosf sen 26)
= cos 30 + isen 30,
n=4 (cos® +isenB)*(cos® +isend) = (cos30 + i sen 36)(cosd +isenb),
= cos 0 cos 30 — sen 6 sen 36
+ i(cos 30 sen 6 + cos6 sen 30)
= cos 460 + i sen 40,

n=n (cos@ +isen )" = cos (nh) + isen (nd) . (B.3)
Portanto, substituindo o resultado acima na expressao (B.2)), temos

2" = |z|" (cos (n@) + isen (nf)). (B.4)

Limites

Apesar de as regras de calculo de limites de fung¢oes nao serem estudadas no Ensino

Médio, nesta secao abordaremos alguns resultados de limites de fun¢des muito comuns em
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calculo, especialmente quando se resolve problemas de movimento. As relagoes de limite

abaixo nao serdao demonstradas:
1 xr
lim <1 + ) =e, (B.5)
Tr—r 00 :L‘

onde e é chamado de nimero de Euler. Na Secao |4.3| (Queda com atrito), pode-se observar
que nas solugbes obtidas aparece o termo (1 — ar)™. Na segao foi aplicada a expansao
binomial para analisar os resultados quando a é muito pequeno, em uma medida que o
torna desprezivel. Agora, vamos usar a relagdo de limite para analisar o resultado
quando 7 tende para zero. O binémio (1—a7)" pode ser escrito de outra forma equivalente,
considerando-se a equacao :

(1—ar)" = (1 _ at;)n _ [1 — (aty) (mn

Observe que para um instante ¢ fixo, quando 7 tende para zero n tende para co. Assim,
aplicando o limite (B.5)), temos

8=

lim (1 + x)

T —r00

1 n
=e= lim [1 + (—at) ()} =e .
n—00 n

Em palavras, quando 7 tende para zero o binémio (1 — a7)™ tende para e~ . Nesta

situacao, temos t,,1 = t, = t. Observe ainda que quando 7 tende para zero os termos
(1 —ar), na (4.18)), e 5 = (1 — ar/2), na (4.20)), tendem para 1. Desta forma, pode-se
reescrever as equagoes (4.18)) e (4.20)

x(t) = zo + vot — (g—;gzvg) {(e‘at — 1) + at} ,

que corresponde a solucao continua do mesmo problema.

As equagoes (4.46) e (4.61)) diferem pelo termo { 1+ (w-)ﬂn. Quando 7 tende para

zero, temos
n
2

[ 1+ (wT)Q]n = {1 + (wT)Q]

w3
[N

lim {1 + (wT)z] = lim [(1 + (wT)Z)n}

n—oo n—oo

= { lim [1 + (w7)2]n}

[NIE

n—oo
1

1 n27 2n
lim (1 + w2t22> ]
n—oo n

(o)
1

Y

pois n — oco. Entdo, podemos concluir que tanto a equagao (4.46) quanto a equagdo
(4.61) tendem para a solu¢do continua do mesmo problema quando 7 tende para zero,
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pois, quando 7 tende para zero a frequéncia angular discreta wy que aparece nas equacoes
tende para w = /k/m. Aplicando as regras de cdlculo de limites

lime = ¢ (¢ = constante)
z—0
¢ t
i &€ an(cx) .
z—0 €T

podemos escrever

1
limw,; = lim — arctan (wr)
T—0 T—0T

Wqg = W

. o1 4wt
limwy = lim — arctan (| ————
T—0 TS0T 4 — 272

Wg = W.
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