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The method, therefore, we propose to follow is neither strictly the analytic nor the
synthetic but rather, as may best suit with a didatic composition. Our object is not to
convince or refute opponents, nor to enquire, under the semblance of an assumed ig-
norance, for principles of which we are all the time in full possession-but simply to

teach what we know.

— JOHN FREDERICK WILLIAM HERSCHEL, A Treatise on Astronomy, 1833, p. 3.
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1 Introducdo

Neste suplemento apresentamos um guia para a atividade que denominamos A
experiéncia do jato de dgua. Esta atividade é desenvolvida a partir da observagdo do
fluxo de uma coluna de 4gua na forma de um jato que escoa através de um orificio na
superficie lateral do recipiente. Percebemos entdo que o alcance A que a dgua ejetada
realiza varia com a altura h da coluna de d4gua em relacdo ao orificio. Observamos
também que se elevarmos a altura H do orificio em relagdo ao fundo do recipiente que

recolhe a 4gua ejetada, ocorre também uma variagdo do alcance realizado pelo jato.

Deste modo, as varidveis a serem trabalhadas sdo a altura & da coluna de 4gua, a al-
tura H do orificio e o alcance A do jato de d4gua, e procuramos determinar uma relagdo
algébrica entre elas através da andlise dimensional e da andlise de graficos que relaci-
onem estes parametros fisicos. Através do experimento e da sua andlise pretendemos
também discutir os fendmenos relacionados a pressdo hidrostatica e, em particular, a

equagdo de Bernoulli.

Para essa atividade, consideramos que os alunos ja tenham estudado a mecénica
newtoniana da particula, aprendido sobre os lancamentos vertical e obliquo, a con-
servagdo de energia e o conceito de pressao (atmosférica e hidrostética). Eles devem
também dominar o contetdo bésico de fungdes do 12, do 22 grau, de elaboragdo dos
gréficos correspondentes, além de nog¢des de andlise dimensional, de construcdo geo-

métrica e de propagacao de erros.

A experiéncia é realizada com o auxilio de recipientes plasticos (do tipo utilizado
para guardar mantimentos) e um recipiente plastico de base retangular (tipo bacia)
conforme ilustrado na figura 1. Também podem ser utilizadas garrafas PET (politere-
flato de etileno) de secdo circular razoavelmente bem definida, apoiadas em suportes
convenientes. Também utilizamos tubos cilindricos em acrilico, de diAmetros variados,

que podem ser encontrados nas casas do ramo a um prego razodvel.
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Figura 1: Recipientes tipicos para o experimento.

Apbs construir o arranjo ilustrado na figura 1, preenchemos com dgua o recipiente
e permitimos que o liquido escoe através de um pequeno orificio feito na parte lateral
inferior deste mesmo recipiente, como ilustrado na figura 2. No nosso experimento o

didmetro do orificio foi constante e igual a 4,0(1) mm.

Para indicar as incertezas absolutas, empregamos a notagdo sobre os tltimos al-
garismos incertos da medida entre parénteses. Deste modo, por exemplo, a medida
1,0(1) cm corresponde a (1,0 £ 0,1) cm e a medida 1,03(12) cm corresponde a (1,03 +
0,12) cm. Sempre que possivel, reduzimos a incerteza a somente um algarismo signi-

ficativo, como indicado na medida do didmetro do orificio.

Figura 2: Alcance A do jato de 4gua para uma coluna de dgua a uma altura / e para
um orificio a uma altura H em relacdo a base definida pelo recipiente que recolhe a

agua.
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O professor pode estimular os alunos a experimentar com um mesmo vasilhame
com o orificio em diferentes alturas, vasilhames de mesma forma mas sec¢des diferentes
e até mesmo vasilhames de diferentes formas e se¢des. Em nosso experimento tivemos
a nossa disposicdo dois tipos de vasilhames: um em forma de garrafa PET (cilindrico)

e um segundo na forma de tubo cilindrico em acrilico, para pequenos diametros.

Ao trabalharmos junto com os alunos, observamos de forma qualitativa que o al-
cance que o jato realiza depende da altura da coluna de dgua no interior do vasilhame.
Procuramos entdo estabelecer uma relacdo entre o alcance A da dgua e a altura h da
coluna formada por ela no interior do recipiente. Para este propésito, fixamos o valor
da altura H do orificio em relagdo ao fundo do recipiente que recebe a dgua e onde
marcamos o alcance realizado pelo jato, como ilustrado na figura 2. As medidas do
alcance podem ser feitas com uma simples régua, fixada ao fundo da cuba, como ilus-
trado na figura 1, ou feitas por meio das linhas paralelas tragcadas na parte inferior da
cuba em intervalos de 1,0(1) cm e definindo, assim, uma superficie “centimetrada” no

seu interior, ndo visiveis nesta figura.
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2 A experiéncia do jato de dgua

2.1 Recipiente de didmetro 6,0(1) cm

Inicialmente descrevemos o alcance A realizado pelo jato de 4gua, para uma coluna
de dgua no recipiente cilindrico de didmetro D igual a 6,0(1) cm, a partir de diferentes
alturas h, e para um orificio de didmetro igual a 4,0(1) mm a uma altura H em relagdo

a base igual a 5,0(3) cm.

2.1.1 Alcances para uma dada altura H do orificio

Os resultados obtidos relacionando o alcance A do jato de d4gua com a altura & da
coluna de dgua no interior do recipiente, a partir de um orificio lateral a uma altura

H = 5,0(3) cm, estdo representados na Tabela 1.

Tabela 1: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) vs. altura da coluna de dgua (h),

para um orificio lateral a uma altura H = 5,0(3) cm.

altura h(cm) alcance A(cm)

(

2,0(3) 4,0(3)
4,0(3) 6,5(3)
6,0(3) 8,5(3)
8,0(3) 10,5(3)
10,0(3) 12,0(3)
12,0(3) 13,5(3)

A partir da Tabela 1, observamos que, ao variar a altura /, o alcance A também
varia. Para investigarmos qual é a relagdo ente estas duas grandezas fisicas, repre-

sentamos na figura 3 os dados obtidos para o alcance A vs. altura h arbitrada. Este é
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um bom momento para lembrar ao aluno que ja nos encontramos diversas vezes, ao
longo da sua formacgdo, com gréficos similares a este, particularmente na cinematica
do movimento de corpos acelerados como, por exemplo, na cinemadtica de corpos em
queda livre. Para este propdsito, para uma discussdo deste tipo de gréfico aplicado a

cinematica do movimento, ver o trabalho de final de curso de Brito (2008).

40

20

alcance A (cm)

0 5 10 15

altura h da coluna d'agua (cm)

Figura 3: Alcance A vs. altura h da coluna de 4dgua. O orificio de diametro igual a
4,0(1) mm se encontra a uma altura H = 5,0(3) cm a partir do fundo do recipiente que
recebe a 4gua. A curva tracada é somente um guia e revela a relacdo ndo linear entre
os parametros fisicos envolvidos.

Do grafico obtido na figura 3, fica evidente que ndo existe uma rela¢do linear entre
as grandezas envolvidas no problema. Esta seria uma boa oportunidade para empre-
garmos a andlise dimensional para estabelecer uma relacdo funcional entre o alcance

A, a altura do liquido & e a altura do orificio H:
[A] = [H]P[H]1, (2.1)
e temos entdo varias possibilidades matematicas. Dentre elas, temos, por exemplo,
p=0 e qg=1. (2.2)

Esta opgdo pode ser descartada porque, do gréfico, ndo hd linearidade entre os para-
metros fisicos A e h. Outra possibilidade, que vai se mostrar bastante frutifera, é a

escolha

p=1/2 e gq=1/2 (2.3)
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Podemos enfatizar junto aos alunos que estas possiveis representa¢des gréficas apre-
sentadas sdo apenas tentativas geométricas (hipéteses) para uma possivel representa-

¢do algébrica dos parametros envolvidos no problema.

Evidentemente, poderiamos tentar outras relacdes como, por exemplo, a razao en-
tre os parametros ou o produto entre eles, respeitando a andlise dimensional. Ao final,
ficaremos sempre com aquela representagdo que for a mais simples que encontrarmos.
Portanto, seguindo este procedimento, determinamos o quadrado dos alcances obti-

dos, como indicado na Tabela 2,

Tabela 2: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (1), para um orificio lateral a uma altura H = 5,0(3) cm.

h(em)  A(cm)  A?(cm?)
203)  40(3) 16(2)
40(3)  65(3) 12(4)
60(3)  85(3) 72(5)
80(3) 105(3)  110(6)
1003) 120(3)  144(7)
120(3) 135(3)  182(8)

e representamos, na figura 4, o quadrado do alcance realizado pela 4gua em fungdo da

altura da coluna do liquido.

Ao analisarmos o gréfico da figura 4 com o auxilio da figura 5, observamos que, de

fato, obtemos uma relagao linear entre os parametros envolvidos:

A2 ="bh+a, (2.4)

onde a e b sdo constantes de valor aproximado

a ~ —23(5) cm? (2.5)
) (10) cm?
250(10) cm
= ————~=17 . :
b 15,0(6) cm 17(1) em (2.6)

Estas constantes e suas incertezas sdo, respectivamente, o coeficiente linear e angular

da reta determinados por triangulacdo a partir dos gréficos das figuras 4 e 5.
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Figura 4: Quadrado do alcance A vs. altura & da coluna de dgua. O orificio de diametro
igual a 4,0(1) mm se encontra a uma altura H = 5,0(3) cm. A flecha indica que para
uma altura hp ~ 1,4(4) cm nédo ha fluxo de dgua no recipiente.
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Figura 5: Quadrado do alcance A vs. altura / da coluna de 4gua. Os coeficientes linear

a e angular b da reta sdo determinados por triangulagéo.

Portanto, esta andlise revela que o alcance A que o jato de dgua realiza obedece a
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uma lei polinomial com a altura & da coluna de agua:

A=a(h—hy)? (2.7)
onde, agora, escrevemos
w = b/? (2.8)
e
a
hO - _E/ (29)

uma constante que corresponde a uma altura limite para a coluna de dgua: para alturas
menores do que este valor, ndo deve ocorrer mais nenhum jato de dgua. Se ndo fosse
deste modo, o quadrado do alcance teria um valor negativo! Substituindo-se os valores

de a e b, obtemos

&~ 4,8(5) cm!/? (2.10)

ho ~1,4(4) cm. (2.11)

Este ultimo resultado pode ser verificado imediatamente pelo experimentador.

40

20

alcance A (cm)

0 5 10 15
altura h da coluna d'agua (cm)

Figura 6: Alcance A vs. altura / da coluna de dgua. A linha continua representa a
equacdo (2.7) ajustada a partir da analise dos dados.

Finalmente, o alcance A vs. altura & da coluna de dgua esta representado na fi-

gura 6, para um orificio na superficie lateral do recipiente de didmetro iguala 4,0(1) mm
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eauma altura H = 5,0(3) cm a partir do fundo do recipiente que recebe a d4gua. A linha

continua representa a equacgao (2.7) ajustada a partir da andlise dos dados.

Com o propésito de verificar se o padrao obtido persiste para diferentes alturas
H do orificio em relagdo ao fundo da cuba, fazemos novas medi¢des onde, desta vez,

variamos este parametro.

2.1.2 Alcances para diferentes alturas H

As Tabelas 3 e 4 representam o alcance realizado pelo jato de d4gua (A) e seu qua-
drado (A?) vs. altura da coluna de d4gua (1), para um orificio lateral a diferentes alturas

H em relacdo a base.

Tabela 3: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 9,9(3) cm 12,9(3) cm
h(cm)  A(cm) A?(cm?) A(cm) A?%(cm?)
20(3)  6,0(1) 36(4) 6,5(3) 42(4)
40(3) 100(3)  100(6) 11,03)  121(7)
60(3) 130(3)  169(8) 14,0(3)  196(8)
80(3) 150(3)  225(9) 165(3)  272(10)

100(3) 165(3)  272(10) 18,5(3)  342(11)
12,0(3) 185(3)  342(10) 205(3)  420(12)

Tabela 4: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (1), para um orificio lateral a uma altura H.

H 16,4(3) cm 21,0(3) cm
h(cm)  A(cm) A?(cm?) A(cm) A?%(cm?)
203)  75(3)  56(4) 9,0(3) 81(5)
40(3) 130(3)  169(8) 150(1)  225(9)
60(3) 165(3)  272(10) 18,0(3)  324(11)
80(3) 200(3)  400(12) 21,5(3)  462(13)

10,0(3) 21,5(3)  462(13) 240(3)  576(14)
12,0(3) 245(1)  600(15) 2703)  729(16)
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Os quadrados dos alcances das Tabelas 2, 3 e 4 estdo representados na figura 7 em

funcdo da altura  da coluna de dgua.

1000

500

quadrado do alcance A (sz)

altura h da coluna d'agua (cm)

Figura 7: Quadrado do alcance A vs. altura / da coluna de 4gua, para diferentes alturas

H do orificio.

Tabela 5: Coeficientes a e b para diferentes alturas H do orificio.

H(ecm) a(ecm?)  b(em) a(em!/2)  hg(cm)

50(3) -233)  17(1) 41(1) 1404
99(3) -25(5)  32(1) 57(6)  08(2)
129(3) -30(5)  38(1) 61(6)  08(1)
16/4(3) -45(15) 53(2) 72(1)  08(3)
21,0(3) -45(13) 63(2) 79(1)  0,7(3)

A partir do grafico da figura 7, podemos concluir que, para a regido considerada
para as alturas h, existe sempre uma relagdo linear entre o quadrado do alcance e a
altura da coluna de 4gua. Podemos entdo obter os coeficientes linear a e angular b
das respectivas retas associadas as diferentes alturas H do orificio, como indicado na
Tabela 5. Considerando as incertezas das medidas, podemos observar, a partir desta
tabela, que o valor do parametro hy é, exceto para o seu primeiro valor, praticamente
constante e podemos concluir também que o coeficiente angular b aumenta ao aumen-

tarmos a altura H.
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Figura 8: Parametro hg para os diferentes experimentos. Observamos desta figura que,
se ndo considerarmos a primeira medida de ho, para H = 5,0(3) cm, (linha tracejada)
o valor deste parametro é praticamente constante (linha continua) e de valor médio
ho ~ 0,8(2) cm.

A primeira observacdo pode ser verificada com a construcdo do gréfico represen-
tado na figura 8. Observamos desta figura que, se ndo considerarmos a primeira me-
dida de hy, para H = 5,0(3) cm, (linha tracejada, na figura) o valor deste parametro
é praticamente independente do valor que estabelecemos para a altura H do orificio
no recipiente por onde flui a 4gua (linha continua, na mesma figura). Determinando

a média aritmética dos quatro tltimos valores de hp, obtemos um valor médio igual a
0,8(2) cm.

Podemos analisar a segunda observacao, a variagdo do coeficiente angular b com a

variagdo da altura H, através da construcdo do grafico representado na figura 9.

Do gréfico da figura 9 observamos que o coeficiente angular b é linearmente pro-
porcional a altura H do orificio:
b=cH, (2.12)

onde ¢ é o coeficiente angular da reta na figura:

94(4) cm

= 3008 om ™ 3,1(2). (2.13)

Entdo, podemos concluir que &« = +/cH. Deste modo, fazendo x = \/E, podemos
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Figura 9: Grafico do coeficiente angular b vs. altura H do orificio no recipiente de
didmetro D = 6,0(1) cm.

também escrever que

a = xvVH. (2.14)

Substituindo a equagdo (2.14) em (2.7) obtemos, finalmente, que

A =xvVHVE — hy, (2.15)
onde k = 1/3,1(2) = 1,76(6).

A figura 10 representa o gréfico do alcance A vs. altura / da coluna de dgua, con-
forme definido pela equagdo (2.15). O orificio de didmetro igual a 4,0(1) mm se encon-
tra a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3), 12,9(3), 16,4(3) e 21,0(3) cm, a partir do fundo do
recipiente que recebe a 4gua. Observamos ainda que, para alturas da coluna de dgua h

muito maiores do que ko, reobtemos o resultado de Torricelli:
A ~«xVHh, (2.16)

o alcance do jato de dgua é proporcional a média geométrica da altura H do orificio e

da altura / da coluna de 4gua.

Este é um bom momento para recordar os estudos de Galileu e Torricelli sobre
o movimento parabdlico de um ponto material lancado com velocidade v paralela a
direcdo horizontal de uma altura H. Eliminando a duragdo da queda t = \/2H/g na
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Figura 10: Alcance A vs. altura & da coluna de dgua. O orificio estd a uma altura H a
partir do fundo do recipiente que recebe a dgua.

expressdo do alcance do jato d’dgua, A = vt e comparando o resultado obtido com a
equacdo (2.16), podemos conjecturar que o quadrado da velocidade de saida da 4gua

v é proporcional a altura & da sua coluna no recipiente que a contém.

Observamos também que uma questdo natural que se apresenta é se o peso da co-
luna de dgua influi no alcance realizado. Podemos investigar o papel do peso variando
a se¢do do recipiente que contém uma coluna de d4gua de mesma altura h. Discutimos

os resultados obtidos nas segdes seguintes.

2.2 Recipiente de didmetro 15,0(1) cm

Descrevemos agora o alcance A realizado pelo jato de dgua, para uma coluna de
agua no recipiente de didmetro D igual a 15,0(1) cm, a partir de diferentes alturas #,
quando o orificio de didmetro 4,0(1) mm se encontra a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3),
12,9(3), 16,4(3) e 21,0(3) cm a partir do fundo do recipiente que recebe a dgua. Os

resultados obtidos estdo representados e discutidos nos paragrafos seguintes.
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2.2.1 Alcances para diferentes alturas H

As Tabelas 6 e 7 representam o alcance realizado pelo jato de d4gua (A) e seu qua-
drado (A?) em funcdo da altura da coluna de dgua (h), para um orificio lateral de
didmetro igual a 4,0(1) mm a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3), 12,9(3), 16,4(3) e 21,0(3) cm.

Em seguida, representamos na figura 11 os dados obtidos para o alcance A.

Tabela 6: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 5,0(3) cm 9,9(3) cm 12,9(3) cm
h(cm)  A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?)
2,0(3)  4,0(3) 16(2) 6,0(1) 36(4) 6,5(3) 42(4)
40(3)  7,0(3) 49(4) 10,0(3)  100(6) 1153)  132(7)
60(3)  9,003) 81(5) 125(3)  156(8) 150(1)  225(9)
8,0(3) 11,0(3) 121(7) 15,5(3) 240(9) 17,5(3) 306(10)
100(3) 12,5(3)  156(8) 17,5(3)  306(11) 205(3)  420(12)
12,0(3) 140(3)  196(8) 195(3)  380(12) 225(3)  506(14)

Tabela 7: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 16,4(3) cm 21,0(3) cm
h(cm)  A(cm) A?%(cm?) A(cm) A?%(cm?)
203) 85(3)  72(5) 903)  81(5)
40(3) 135(3)  182(8) 150(1)  225(9)
60(3) 175(3)  306(10) 195(3)  380(12)
80(3) 21,0(3)  441(13) 225(3)  506(14)

10,0(3) 235(3)  552(14) 255(3)  650(15)
12,0(3) 255(3)  650(15) 285(3)  812(17)

Seguindo o procedimento estabelecido na se¢do 2.1, o gréfico da figura 11 nos re-
vela mais uma vez a ndo linearidade entre o alcance realizado e a altura da coluna
de dgua. Este comportamento nos sugere que representemos o quadrado do alcance

realizado pela 4gua em funcdo da altura da sua coluna no interior do recipiente.
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Figura 11: Alcance A vs. altura / da coluna de dgua. O orificio esta a diferentes alturas

H, como indicado no grafico. As curvas tracadas sdo somente um guia para os olhos.

Os quadrados dos alcances das Tabelas 6 e 7 estdo representados na figura 12 em

funcdo da altura & da coluna de dgua.
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Figura 12: Quadrado do alcance A vs. altura & da coluna de dgua, para diferentes
alturas H do orificio. Observamos que existe uma altura hg a partir da qual ndo ha
fluxo de dgua no recipiente.
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A partir do grafico da figura 12, podemos concluir que, para a regido considerada
para as alturas h, existe sempre uma relacdo linear entre o quadrado do alcance e a
altura da coluna de 4gua. Podemos entdo obter os coeficientes linear a e angular b
das respectivas retas associadas as diferentes alturas H do orificio, como indicado na
Tabela 8. Considerando as incertezas das medidas, podemos observar, a partir desta ta-
bela, que o valor do pardmetro hy ndo varia substancialmente com a variacdo da altura
H e podemos concluir também que o coeficiente angular b aumenta ao aumentarmos

a altura H.

Tabela 8: Coeficientes a e b para diferentes alturas H do orificio.

H(ecm) a(ecm?) b(em) a(em!/2)  hg(cm)
50(3) -23(4) 18(1)  42(1)  13(3)
99(3) -408) 351)  59(1)  1,1(3)

129(3) -558) 37(1)  61(1)  15(3)

164(3) -57(12) 622)  79(1)  09(2)

21,03) -57(12) 722)  85(1)  08(2)

ll)
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}_
)_
——O0—H
By
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Figura 13: Pardmetro hy para os diferentes experimentos. Observamos desta figura
que, dentro da margem de incertezas das medidas, o valor deste parametro é pratica-
mente constante (linha continua) e de valor médio /i) ~ 1,1(3) cm.

A primeira observacdo pode ser verificada com a construcdo do gréfico represen-
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tado na figura 13. Observamos desta figura que, considerando as incertezas das me-
didas, o valor de hg é praticamente constante. Determinando a média aritmética dos

valores de hy considerados, obtemos um valor médio igual a 1,1(3) cm.

Podemos analisar a segunda observacao, a variagdo do coeficiente angular b com a

variagdo da altura H, através da construcdo do grafico representado na figura 14.
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Figura 14: Coeficiente angular b vs. altura H do orificio no recipiente de diametro
D =15,0(1) cm.

Do gréfico da figura 14 observamos que o coeficiente angular b é linearmente pro-
porcional a altura H do orificio:
b=cH, (2.17)

onde c é o coeficiente angular da reta na figura:

_100(4) cm

Entdo, podemos concluir que &« = +/cH. Deste modo, fazendo x = Ve, podemos
também escrever que

x = kv H. (2.19)

Substituindo a equagdo (2.19) em (2.7) obtemos, finalmente, que

A =xvVH\h—hy, (2.20)
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onde agora temos x &~ 1/3,6(2) ~ 1,90(5).

A figura 15 representa o gréfico do alcance A vs. altura / da coluna de dgua, con-
forme definido pela equagdo (2.20). O orificio de didmetro igual a 4,0(1) mm se encon-
tra a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3), 12,9(3), 16,4(3) e 21,0(3) cm, a partir do fundo do

recipiente que recebe a dgua.
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Figura 15: Alcance A vs. altura h da coluna de dgua. O orificio estd a uma altura H a
partir do fundo do recipiente que recebe a dgua.

Observamos ainda que, para alturas da coluna de d4gua / muito maiores do que hy,

reobtemos o resultado de Torricelli:
A ~ kv Hh, (2.21)

o alcance do jato de dgua é proporcional & média geométrica da altura H do orificio e

da altura / da coluna de 4gua.

Podemos comparar o resultado para o valor de «, para o recipiente de diametro
D = 15,0(1) cm, com o resultado obtido para este mesmo parametro com o recipiente

de diametro D = 6,0(1) cm, como ilustrado na figura 16.

A partir desta figura, podemos concluir que o valor do coeficiente c e, deste modo,
K, parece ser independente da secdo do recipiente, para a regido de valores conside-
rada, e de valor médio x ~ 3,4(2). Entretanto, a discrepancia entre este valor médio e

os valores medidos é maior do que as incertezas associadas as medidas. Este compor-
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Figura 16: Coeficiente ¢ = x> vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de
agua.

tamento sugere uma investigacdo mais detalhada do comportamento deste parametro
em funcdo do didmetro do recipiente considerado. Na se¢do 2.3 analisamos tal possi-

bilidade realizando o experimento com um recipiente de didmetro igual a 9,6(1) cm.

2.3 Recipiente de didmetro 9,6(1) cm

Descrevemos agora o alcance A realizado pelo jato de dgua, para uma coluna de
agua no recipiente de didmetro D igual a 9,6(1) cm, a partir de diferentes alturas #,
quando o orificio de diametro 4,0(1) mm se encontra a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3),
12,9(3), 16,4(3) e 21,0(3) cm a partir do fundo do recipiente que recebe a dgua. Os

resultados obtidos estdo representados e discutidos nos paragrafos seguintes.

2.3.1 Alcances para diferentes alturas H

As Tabelas 9 e 10 representam o alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu qua-
drado (A?) em fungio da altura da coluna de dgua (), para um orificio lateral de dia-
metro igual a 4,0(1) mm a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3), 12,9(3) cm, 16,4(3) e 21,0(3) cm.

Em seguida, representamos na figura 17 os dados obtidos para o alcance A.
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Tabela 9: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 5,0(3) cm 9,9(3) cm 12,9(3) cm
h(cm)  A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?)
20(3)  3,0(3) 9(2) 45(1)  20(3) 60(1)  36(4)
40(3)  65(3)  42(4) 9,0(3)  81(5) 10,0(3)  100(6)
6,0(3)  85(3) 72(5) 12,0(3) 144(7) 13,5(3) 182(8)
8,0(3) 10,0(3) 100(6) 14,5(1) 210(9) 16,0(1) 256(10)
10,0(3) 115(3)  132(7) 155(3)  240(9) 18,0(3)  324(11)
120(3) 125(3)  156(8) 175(3)  306(10) 21,0(3)  441(13)

Tabela 10: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (1), para um orificio lateral a uma altura H.

H 16,4(3) cm 21,0(3) cm
h(cm)  A(cm) A?(cm?) A(cm) A?%(cm?)
203)  65(3)  42(5) 8,0(3) 64(5)
40(3) 125(3)  156(8) 13,0(3)  169(8)
60(3) 165(3)  272(10) 18,0(3)  324(11)
80(3) 190(3)  361(11) 21,0(3)  441(13)

10,0(3) 21,5(3)  462(13) 240(3)  576(14)
12,0(3) 240(3)  576(14) 265(3)  702(16)

Seguindo o procedimento estabelecido na segdo 2.1, o grafico da figura 17 nos re-
vela mais uma vez a ndo linearidade entre o alcance realizado e a altura da coluna
de 4gua. Este comportamento nos sugere que representemos o quadrado do alcance

realizado pela d4gua em funcdo da altura da sua coluna no interior do recipiente.

Os quadrados dos alcances das Tabelas 9 e 10 estdo representados na figura 18 em

funcdo da altura & da coluna de dgua.
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Figura 17: Alcance A vs. altura / da coluna de dgua. O orificio esta a diferentes alturas
H, indicadas no gréfico. A curva tragada é somente um guia para os olhos.
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Figura 18: Quadrado do alcance A vs. altura i da coluna de agua, para diferentes
alturas H do orificio. Observamos que existe uma altura hg a partir da qual ndo ha

fluxo de dgua no recipiente.

A partir do grafico da figura 18, podemos concluir que, para a regido considerada

para as alturas h, existe sempre uma relagdo linear entre o quadrado do alcance e a
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altura da coluna de dgua. Podemos entdo obter os coeficientes linear a e angular b

das respectivas retas associadas as diferentes alturas H do orificio, como indicado na
Tabela 11.

Tabela 11: Coeficientes a e b para diferentes alturas H do orificio.

H(ecm) a(ecm?) b(ecm)  a(em!2)  ho(cm)
503) -18@) 151)  39(1)  1,2(3)
99(3) -308) 28(1)  53(1)  11(3)

129(3) -550) 40(1)  63(1)  14(2)

164(3) -55(12) 52(1)  72(1)  1,1(3)

21,03) -75(12) 65(1)  81(1)  1,2(2)

Considerando as incertezas das medidas, podemos observar, a partir desta tabela,
que o valor do parametro hg é praticamente constante e podemos concluir também que

o coeficiente angular b aumenta ao aumentarmos a altura H.

A primeira observagdo pode ser verificada com a construgdo do grafico represen-

tado na figura 19.
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Figura 19: Parametro hy para os diferentes experimentos. Observamos desta figura
que, dentro da margem de incertezas das medidas, o valor deste parametro é pratica-
mente constante (linha continua) e de valor médio iy ~ 1,2(3) cm.
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Observamos desta figura que o valor de hy é praticamente constante. Determi-

nando a média aritmética dos valores de hy, obtemos um valor médio iguala1,2(3) cm.

Podemos analisar a segunda observacao, a variagdo do coeficiente angular b com a

variacdo da altura H, através da construgao do grafico representado na figura 20.
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Figura 20: Coeficiente angular b vs. altura H do orificio no recipiente de diametro
D =9,6(1) cm.

Do grafico da figura 20 observamos que o coeficiente angular b é linearmente pro-
porcional a altura H do orificio:
b=cH, (2.22)

onde c é o coeficiente angular da reta na figura:

94(4) cm

©= 3008 em ™ 3,1(2). (2.23)

Entdo, podemos concluir que &« = v/cH. Deste modo, fazendo x = /¢, podemos
também escrever que

x =xvH. (2.24)

Substituindo a equagdo (2.24) em (2.7) obtemos, finalmente, que

A =xvVHE — h, (2.25)

onde k = 1/3,1(2) = 1,76(6).
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Figura 21: Alcance A vs. altura h da coluna de dgua. O orificio estd a uma altura H a
partir do fundo do recipiente que recebe a dgua.

A figura 21 representa o gréfico do alcance A vs. altura / da coluna de dgua, con-
forme definido pela equagdo (2.25). O orificio de didmetro igual a 4,0(1) mm se encon-
tra a uma altura H = 5,0(3), 9,9(3), 12,9(3), 16,4(3) e 21,0(3) cm, a partir do fundo do
recipiente que recebe a d4gua. Observamos ainda que, para alturas da coluna de agua h

muito maiores do que hy, reobtemos o resultado de Torricelli:
A~ «xVHh, (2.26)

o alcance do jato de dgua é proporcional a média geométrica da altura H do orificio e

da altura / da coluna de 4gua.

Podemos comparar o resultado para o valor de «, para o recipiente de diametro
D =9,6(1) cm, com os resultados obtido para este mesmo parametro com os recipien-

tes de didmetro D = 6,0(1) e 15,0(1) cm, respectivamente, como ilustrado na figura 22.

A partir desta figura, podemos concluir que o valor do coeficiente c e, deste modo,
k, parece ser independente da se¢do do recipiente, para a regido de valores conside-
rada. Entretanto, este resultado é bastante intrigante. Um observador mais atento
poderia se perguntar que se este comportamento se mantivesse mesmo para pequenos
diametros, teriamos um coeficiente ¢ diferente de zero mesmo para um didmetro nulo,

como indicado na figura 23, o que ndo parece ser fisicamente plausivel.
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Figura 22: Coeficiente ¢ = x> vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de
agua.
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Figura 23: Extrapolacdo do comportamento do coeficiente ¢ = x? vs. didmetro D do

recipiente que contém a coluna de dgua.

Na sec¢do 2.4 continuamos a investigar o comportamento do parametro c realizando
o experimento com um recipiente de didmetro igual a 4,0(1) cm. Vale lembrar que

garrafas PET de segdes cilindricas bem definidas com dimensdes inferiores a 6,0(1) cm
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nao sdo facilmente disponiveis. Neste caso, os tubos cilindricos em acrilico do mercado

se tornam de grande valia.

2.4 Recipiente de se¢do 4,5(1) cm

Descrevemos agora o alcance A realizado pelo jato de dgua, para uma coluna de
agua no recipiente de didmetro D igual a 4,5(1) cm, a partir de diferentes alturas #,
quando o orificio de didmetro 4,5(1) mm se encontra a uma altura H = 5,9(3), 9,4(3),
13,2(3), 16,7(3) e 21,5(3) cm a partir do fundo do recipiente que recebe a dgua. Os

resultados obtidos estdo representados e discutidos nos pardgrafos seguintes.

2.4.1 Alcances para diferentes alturas H

As Tabelas 12 e 13 representam o alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu
quadrado (A?) em funcdo da altura da coluna de dgua (), para um orificio lateral de
didmetro igual a 4,0(1) mm a uma altura H = 5,9(3), 9,4(3), 13,2(3), 16,7(3) e 21,5(3) cm.

Em seguida, representamos na figura 24 os dados obtidos para o alcance A.

Tabela 12: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 5,9(3) cm 9,4(3) cm 13,2(3) cm
h(cm)  A(cm) A?%(cm?) A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?)
20(3)  44(3) 19,4(3) 5,7(3) 32(3) 6,3(3) 40(4)
403) 773)  59(5) 9,83)  96(6) 104(3)  108(6)
603) 95(3)  90(6) 125(3)  156(8) 13,7(3)  188(8)
80(3) 114(3)  130(7) 143(3)  204(9) 163(3)  267(10)

1003) 128(3)  164(8) 158(3)  250(9) 182(3)  331(11)
12,0(3) 144(3)  207(9) 18,0(3)  324(11) 204(3)  416(12)
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Tabela 13: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 16,7(3) cm 21,5(3) cm
h(cm)  A(cm) A%(cm?) A(cm) A?%(cm?)
203) 74(3)  54(4) 9,03)  81(5)
403) 126(3)  159(8) 150(1)  225(9)
6,0(3) 16,0(1) 256(9) 18,0(3) 324(11)
8,0(3) 18,6(3) 346(11) 21,5(3) 462(13)

10,0(3) 21,2(3)  449(13) 240(3)  576(14)
12,0(3) 232(3)  530(14) 265(3)  702(16)

40

20

alcance A (cm)

0 5 10 15
altura h da coluna d'agua (cm)

Figura 24: Alcance A vs. altura h da coluna de dgua. O orificio estd a diferentes alturas
H, indicadas no gréfico. A curva tracada é somente um guia para os olhos.

Seguindo o procedimento estabelecido na segdo 2.1, o grafico da figura 24 nos re-
vela mais uma vez a ndo linearidade entre o alcance realizado e a altura da coluna
de 4gua. Este comportamento nos sugere que representemos o quadrado do alcance

realizado pela 4gua em funcdo da altura da sua coluna no interior do recipiente.

Os quadrados dos alcances das Tabelas 12 e 13 estdo representados na figura 25 em

funcdo da altura h da coluna de 4gua.
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Figura 25: Quadrado do alcance A vs. altura & da coluna de dgua, para diferentes
alturas H do orificio. Observamos que existe uma altura hg a partir da qual ndo ha
fluxo de dgua no recipiente.

A partir do gréafico da figura 25, podemos concluir que, para a regido considerada
para as alturas h, existe sempre uma relacdo linear entre o quadrado do alcance e a
altura da coluna de dgua. Podemos entdo obter os coeficientes linear a e angular b
das respectivas retas associadas as diferentes alturas H do orificio, como indicado na
Tabela 14.

Tabela 14: Coeficientes a e b para diferentes alturas H do orificio.

H(ecm) a(ecm?) b(ecm)  a(em!2)  ho(cm)
503) -18@4) 18(1)  42(1)  1,0(2)
99(3) -20(8) 28(1)  53(1)  07(3)

129(3) -38(4) 38(1)  62(1)  1,0(1)

164(3) -38(4) 48(1)  69(1)  08(1)

21,03) -35(10) 61(1)  78(1)  06(2)

Considerando as incertezas das medidas, podemos observar, a partir desta tabela,
que o valor do parametro hg é praticamente constante e podemos concluir também que

o coeficiente angular b aumenta ao aumentarmos a altura H.
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A primeira observacdo pode ser verificada com a construcdo do gréfico represen-

tado na figura 26.
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Figura 26: Parametro hy para os diferentes experimentos. Observamos desta figura
que, dentro da margem de incertezas das medidas, o valor deste parametro é pratica-

mente constante (linha continua) e de valor médio /iy ~ 0,8(2) cm.

Observamos desta figura que o valor de hj é praticamente independente do valor
que estabelecemos para a altura H do orificio no recipiente por onde flui a dgua (li-
nha continua, na mesma figura). Determinando a média aritmética dos valores de hy,

obtemos um valor médio igual a 0,8(2) cm.

Podemos analisar a segunda observacao, a variagdo do coeficiente angular b com a

variagdo da altura H, através da construgdo do gréfico representado na figura 27.

Do gréfico da figura 27 observamos que o coeficiente angular b é linearmente pro-

porcional a altura H do orificio:

b=cH, (2.27)
onde c é o coeficiente angular da reta na figura:

84(4) cm

©= 30008 em ™ 2,8(2). (2.28)

Entdo, podemos concluir que &« = v/cH. Deste modo, fazendo x = +/c, podemos
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Figura 27: Coeficiente angular b vs. altura H do orificio no recipiente de diametro
D =4,5(1) cm.

também escrever que

a = xvVH. (2.29)

Substituindo a equagdo (2.29) em (2.7) obtemos, finalmente, que

A =xvVHVE — hy, (2.30)
onde k = 1/2,8(2) = 1,67(3).

A figura 28 representa o gréfico do alcance A vs. altura / da coluna de dgua, con-
forme definido pela equagdo (2.30). O orificio de didmetro igual a 4,5(1) mm se encon-
tra a uma altura H = 5,9(3), 9,4(3), 13,2(3), 16,7(3) e 21,5(3) cm, a partir do fundo do
recipiente que recebe a 4gua. Observamos ainda que, para alturas da coluna de dgua h

muito maiores do que ko, reobtemos o resultado de Torricelli:
A ~«xVHh, (2.31)

o alcance do jato de dgua é proporcional a média geométrica da altura H do orificio e

da altura / da coluna de 4gua.

Podemos comparar o resultado para o valor de «, para o recipiente de didametro
D = 4,5(1) cm, com o resultado obtido para este mesmo parametro com o recipiente
de diametro D = 6,0(1), 9,6(1) e 15,0(1) cm, como ilustrado na figura 29.
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Figura 28: Alcance A vs. altura h da coluna de dgua. O orificio estd a uma altura H a
partir do fundo do recipiente que recebe a dgua.
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Figura 29: Coeficiente ¢ = x? vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de

agua.

A partir desta figura, podemos concluir que o valor do coeficiente c e, deste modo,
Kk, ndo parece mais ser independente do didmetro do recipiente, para a regido de valo-

res considerada (linha preta continua, no gréfico da figura). Entretanto, a relagao linear
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sugerida no grafico ainda ndo esclarece o problema: segundo esta solucéo, ainda teria-
mos fluxo, mesmo para um tubo infimo! Na se¢do 2.5 continuamos a investigar o com-
portamento do parametro c realizando o experimento com um recipiente de didmetro

iguala 1,9(1) cm.

2.5 Recipiente de se¢do 1,9(1) cm

Descrevemos agora o alcance A realizado pelo jato de 4gua, para uma coluna de
agua no recipiente de didmetro D igual a 1,9(1) cm, a partir de diferentes alturas #,
quando o orificio de didmetro 4,0(1) mm se encontra a uma altura H = 5,9(3), 9,4(3),
13,2(3), 16,7(3) e 21,5(3) cm a partir do fundo do recipiente que recebe a dgua. Os

resultados obtidos estdo representados e discutidos nos paragrafos seguintes.

2.5.1 Alcances para diferentes alturas H

As Tabelas 15 e 16 representam o alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu
quadrado (A?) em funcdo da altura da coluna de dgua (), para um orificio lateral de
didmetro igual a 4,0(1) mm a uma altura H = 5,9(3), 9,4(3), 13,2(3), 16,7(3) e 21,5(3) cm.

Em seguida, representamos na figura 30 os dados obtidos para o alcance A.

Tabela 15: Alcance realizado pelo jato de 4gua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 5,9(3) cm 9,4(3) cm 13,2(3) cm
h(cm)  A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?) A(cm) A?(cm?)
2,03) 43(3) 18(3) 5,7(3) 27(3) 6,1(3) 37(4)
40(3)  67(3) 50(5) 8,8(3) 77(5) 105(3)  110(6)
60(3)  83(3) 77(5) 115(3)  132(7) 138(3)  190(8)
8,0(3) 104(3) 108(6) 13,5(3) 182(8) 15,9(3) 253(9)

10,0(3) 11,6(3) 135(7) 15,0(1) 225(9) 18,4(3) 339(11)
1203) 127(3)  161(8) 165(3)  272(10) 195(3)  380(12)
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Tabela 16: Alcance realizado pelo jato de dgua (A) e seu quadrado (A?) vs. altura da

coluna de dgua (h), para um orificio lateral a uma altura H.

H 16,7(3) cm 21,5(3) cm
h(cm)  A(cm) A%(cm?) A(cm) A?%(cm?)
203)  63(3)  40(4) 82(3)  67(5)
40(3) 114(3)  130(7) 13,4(3)  180(8)
6,0(3) 14,5(3) 210(9) 16,9(3) 286(10)
8,0(3) 17,5(3) 306(10) 19,4(3) 376(12)

10,0(3) 195(3)  380(12) 23(3)  497(13)
12,0(3) 21,6(3)  467(13) 251(3)  630(15)

40

20

alcance A (cm)

altura h da coluna d'agua (cm)

Figura 30: Alcance A vs. altura I da coluna de dgua. O orificio estd a diferentes alturas
H, indicadas no gréfico. A curva tracada é somente um guia para os olhos.

Seguindo o procedimento estabelecido na segdo 2.1, o grafico da figura 30 nos re-
vela mais uma vez a ndo linearidade entre o alcance realizado e a altura da coluna
de 4gua. Este comportamento nos sugere que representemos o quadrado do alcance

realizado pela 4gua em funcdo da altura da sua coluna no interior do recipiente.

Os quadrados dos alcances das Tabelas 15 e 16 estdo representados na figura 31 em

funcdo da altura h da coluna de 4gua.
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Figura 31: Quadrado do alcance A vs. altura & da coluna de dgua, para diferentes
alturas H do orificio. Observamos que existe uma altura hg a partir da qual ndo ha
fluxo de dgua no recipiente.

A partir do gréafico da figura 31, podemos concluir que, para a regido considerada
para as alturas h, existe sempre uma relacdo linear entre o quadrado do alcance e a
altura da coluna de dgua. Podemos entdo obter os coeficientes linear a e angular b
das respectivas retas associadas as diferentes alturas H do orificio, como indicado na
Tabela 17.

Tabela 17: Coeficientes a e b para diferentes alturas H do orificio.

H(ecm) a(ecm?) b(ecm)  a(em!2)  ho(cm)
59(3) -10(4) 14(1)  37(1)  07(3)
94(3) -204) 251)  50(1)  08(2)

132(3) -28(10) 35(1)  59(1)  0,8(3)

167(3) -428) 43(1)  66(1)  1,0(2)

215(3) -46(12) 552)  74(1)  08(2)
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Figura 32: Parametro hy para os diferentes experimentos. Observamos desta figura
que, dentro da margem de incertezas das medidas, o valor deste parametro é pratica-

mente constante (linha continua) e de valor médio ko ~ 0,8(2) cm.

De fato, considerando as incertezas das medidas, podemos observar, a partir desta
tabela, que o valor do parametro hy é praticamente constante, de valor médio 0, 8(2) cm,

o pode ser verificado com a construc¢do do grafico representado na figura 32.

Podemos analisar a segunda observacao, a variagdo do coeficiente angular b com a

variagdo da altura H, através da construcdo do grafico representado na figura 33.

Do gréfico da figura 33 observamos que o coeficiente angular b é linearmente pro-

porcional a altura H do orificio:

b=cH, (2.32)
onde ¢ é o coeficiente angular da reta na figura:

78(4) cm
= —— " ~26(2). 2.33
€~ 30,0(8) em 2) (2.33)
Entdo, podemos concluir que &« = +/cH. Deste modo, fazendo x = \/E, podemos

também escrever que

x = xvH. (2.34)
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Figura 33: Coeficiente angular b vs. altura H do orificio no recipiente de diametro
D =1,9(1) cm.

Substituindo a equagdo (2.34) em (2.7) obtemos, finalmente, que

A =xvVH\h—h, (2.35)
onde k = 1/2,6(2) =~ 1,61(3).

A figura 34 representa o gréfico do alcance A vs. altura / da coluna de dgua, con-
forme definido pela equagdo (2.35). O orificio de didmetro igual a 4,0(1) mm se encon-
tra a uma altura H = 5,9(3), 9,4(3), 13,2(3), 16,7(3) e 21,5(3) cm, a partir do fundo do
recipiente que recebe a 4gua. Observamos ainda que, para alturas da coluna de dgua h

muito maiores do que hy, reobtemos o resultado de Torricelli:
A~ «xVHh, (2.36)

o alcance do jato de d4gua é proporcional a média geométrica da altura H do orificio e

da altura / da coluna de 4gua.

Podemos comparar o resultado para o valor de «, para o recipiente de didmetro
D =1,9(1) cm, com o resultado obtido para este mesmo pardmetro com os recipientes
de diametro D = 4,5(1), 6,0(1), 9,6(1) e 15,0(1) cm, como ilustrado na figura 35.
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Figura 34: Alcance A vs. altura h da coluna de dgua. O orificio estd a uma altura H a
partir do fundo do recipiente que recebe a dgua.
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Figura 35: Coeficiente ¢ = x? vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de

agua.

A partir desta figura, podemos concluir que o valor do coeficiente c e, deste modo,
x, é dependente da didmetro do recipiente, para a regido de valores considerada e esta

dependéncia deve ser uma funcdo ndo linear do didmetro do tubo pois se considerar-
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mos somente as trés medidas para os didmetros menores teremos um segmento de reta
de maior inclinagdo do que o segmento de reta considerando todas as medidas. Pro-
curamos, portanto, uma curva que deve ter a forma aproximada da curva ilustrada na

figura 36.

coeficiente ¢
o
FO-
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Figura 36: Coeficiente ¢ = x? vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de
agua. A curva é somente um guia para descrever o comportamento do parametro.

De fato, observando que a varia¢do do coeficiente ¢ ndo é linearmente proporcio-
nal a variagdo do didmetro D, podemos construir um novo grafico para estudarmos o
comportamento da razado entre estes dois parametros em funcdo do pardmetro c ou em
fungdo do diametro D do recipiente. A segunda opgdo é muito mais esclarecedora para
o comportamento do fluido no tubo e estd ilustrada na figura 37 a partir dos dados da
Tabela 18.

Tabela 18: Coeficientes ¢, iy e D /c para diferentes didmetros D do recipiente.

D(cm) c ho(cm) D/c(cm)
19(1)  26(2) 08(2)  07(1)
45(1)  28(2) 08(2)  16(2)
60(1)  31(2) 082  19()
96(1) 31(2) 123)  3,1(2)

150(1)  3,6(2) 1,1(3)  42(3)
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Figura 37: Razdo entre o didmetro D do recipiente e o coeficiente ¢ vs. didmetro D do

recipiente.

Como podemos observar da figura 37, se considerarmos a margem de incertezas

das medidas, a razdo D /c obedece a uma relagado linear com o valor do didmetro D do

recipiente. Deste modo, podemos concluir que
D
— =ua+BD,
c
onde « é o coeficiente linear da reta da figura
a~0,4(1) cm

e B é o seu coeficiente angular:

_ 3902
b= 15,0(4)

~ 0,26(2).

Entdo, resolvendo a equacdo (2.37) para c, podemos escrever que

= _ Y
- 1+d/D’
onde
w=1/Bp~3,8(2)
e

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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Portanto, o coeficiente k¥ ¢ uma fun¢do do didmetro do recipiente na forma

— Ve (2.43)

V1+d/D

A figura 38 representa o grafico do coeficiente c vs. didmetro D do recipiente que sus-

tenta a coluna de dgua, conforme definido pela equagao (2.40).

Da Tabela 18, podemos determinar o valor mais provével de hg:
ho = 0,9(1) cm. (2.44)

Substituindo (2.43) e (2.44) em (2.35) obtemos, finalmente, o alcance A em funcdo

do diametro D do recipiente, da altura de queda H e da altura / da coluna de dgua:

_ _VwvH  —
A= m\/h To. (2.45)

coeficiente ¢
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Figura 38: Coeficiente ¢ = x2 vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de

dgua. A curva continua é definida pela equagdo (2.45).

Observamos ainda que, para didmetros muito maiores do que d e para alturas da

coluna de dgua h muito maiores do que h, reobtemos o resultado de Torricelli:
A~ /wVHh~1,95(5)V Hh, (2.46)

o alcance do jato de dgua é proporcional & média geométrica da altura H do orificio e
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da altura h da coluna de 4gua.

2.6 Interpretando o experimento do jato de agua

A imagem do jato de dgua jorrando através do orificio nos lembra fortemente a
imagem de uma particula de massa Am sendo lancada de uma altura H a partir do

solo, apés uma queda de uma altura igual a h — hy.

Se a saida da 4gua é perfeitamente paralela ao plano horizontal, a massa Am realiza
um alcance A dado por
A=t (2.47)

e cai de uma altura H definida por
1 L e

onde t corresponde a dura¢do da queda. De fato, determinando-se a duragdo da queda
com a equagdo (2.48) e substituindo-se este resultado na equacgéo (2.47), obtemos o al-

cance realizado pela particula em funcdo da sua altura de queda H e da sua velocidade

|2H
A=0v,]". 2.49
T (2.49)

Considerando-se também que a particula de massa de dgua igual a Am, partindo do

de saida v:

repouso, caia de uma altura no interior recipiente dada por h — hy, entdo, nesta caso,

ela adquire uma energia cinética

%Amvz = Amg (h— hp) . (2.50)

Deste modo, podemos determinar a velocidade v adquirida na posigdo hy:

v =1/2g (h — hy). (2.51)

Portanto, conhecendo-se H e h — hy, podemos determinar o alcance da dgua ao ser

A =2vVH,/(h—hy). (2.52)

Observamos, da expressdo (2.52), que o alcance A ndo depende da forma da massa

ejetada do recipiente:

Am considerada. A tnica exigéncia é que a saida da agua seja paralela a horizontal e
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Figura 39: Coeficiente ¢ = x> vs. didmetro D do recipiente que contém a coluna de
dgua. A curva continua é definida pela equagdo (2.45). A linha horizontal superior
mostra as condi¢des limite de Torricelli e a linha horizontal inferior mostra as condi¢des
limite para a equacao (2.45).

que a porgdo de liquido ejetado “caia livremente” de uma altura h — hy.

Da nossa experiéncia, observamos que, para tubos de didmetros D muito maiores

do que d e para alturas da coluna de 4gua h muito maiores do que hg, temos
A~ VwVHh~ 1,95(5)V Hh. (2.53)

O modelo de Torricelli nos d4 um resultado muito préximo ao comportamento obser-

vado:
K< /3,8~1,95<2. (2.54)

A figura 39 ilustra este comportamento. Na figura, a curva continua é definida pela
equacgdo (2.45). A linha horizontal superior mostra as condic¢des limite de Torricelli e a

linha horizontal inferior mostra as condic¢des limite para a equacdo (2.45).

Entretanto, para situagdes fora do limite de Torriceli, ha uma discrepéancia signi-
ficativa. Nas proprias palavras de Torricelli, como observamos no Capitulo 3 da dis-
sertacdo, “a dgua ejetada através do orificio possui o mesmo impeto que um corpo de
mesmo peso que cai livremente da mesma altura”, entretanto “a experiéncia parece

confirmar a hip6tese, mas nao totalmente”.
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Para discutirmos esta discrepéancia entre o modelo de Torricelli e a experiéncia, em-
pregamos a técnica de andlise de dos Bernoulli e de Euler. Dividimos virtualmente a
altura no recipiente, dada por hy — h;, em N intervalos Az na direcdo vertical z, con-

forme a ilustracdo da figura 40.
Fr
b

I
FnI'I H

].._

AZ

Figura 40: Alcance A do jato de 4gua para uma coluna de 4gua a uma altura & e para
um orificio a uma altura H. Dividimos a coluna de d4gua em N camadas e sobre a
n—ésima camada (em cinza) indicamos as forcas atuando sobre ela

Consideramos também que, a uma dada altura z, toda a camada apresenta a mesma
velocidade v. Podemos observar também que a massa do liquido que atravessa a se¢do

da coluna de dgua, por unidade de tempo, deve ser a mesma em qualquer altura.

Deste modo, podemos expressar a lei de conservacdo da massa através da equacao
de continuidade:
AA_T = p% = Si—i = pSv = const. (2.55)
onde S é a drea da se¢do da coluna, e p e v sdo, respectivamente, a densidade e a
velocidade do liquido que flui através da secdo S. A quantidade de massa Am da
n—ésima camada de liquido sofre a acdo de forgas tais que esta camada de massa é
acelerada e temos entdo
Av

Fi+Amg—F, 1 = AmE. (2.56)

Podemos calcular o trabalho para deslocar a camada de massa Am de uma altura defi-

nida pelos pontos n e n + 1:

A
FAz + Am gAz — FypqAz = AmA—zt)Az. (2.57)

Reescrevendo a equacdo (2.57) em termos das pressdes sobre a camada de liquido Am,
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temos entao

A
PyAz + pgAzAZ — Py 1Az = pAzA—‘:Av. (2.58)
Esta equagdo ainda pode ser simplificada para
A
1D oY (2.59)

phAz 18T Impy

onde vy, = Az/At corresponde ao valor médio de v entre os instantes t e t + At. A

expressdo vmAv pode ser reescrita na forma

1 1
UmAv = 3 (Vn41 +0n) (Vn41 — On) = 5 (U%H - U%) . (2.60)

e, deste modo, a equacdo (2.58) pode ser reescrita em termos das velocidades nos res-

pectivos pontos considerados:
1
Py = Pyi1 + 800z = 5p (0} — ). (2.61)

Ao determinarmos a diferenca entre as pressdes das N camadas obtemos

N N 1 N ) )
Y (Pu—Put1) +gp }:1 (Az) = 5p 21 (vn+1 - vn) : (2.62)

n=1

Fazendo as substituicoes

N
Y Pu—Puy1 = (P, = Piy1) + (Piy1 — Piya) + ...
n=1

+ (Pr2 = Ppa) + (Pr-1 — Py)
—p-p, (2.63)

N
Y zn—znp1 = (2i — zip1) + (2ip1 — Zig2) + -
n=1

+ (zf2 = 22-1) + (2521 — 2¢)
= Z; — Zf

— I —hy, (2.64)
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ivi — V1 = <Uzz - Z’z‘2+1) + <012+1 - ZJz'2+2) ..
e
+ (2= 0) + (950 - 95)
= vl2 — vjzf (2.65)

na equacao (2.62), relacionamos a pressdo entre dois pontos do fluido incompressivel

e suas respectivas velocidades:

1
P; — Py +pg (hi — hy) = >0 (vjzf - v%) : (2.66)

A equagdo (2.66) expressa a lei de Bernoulli, que traduz o balango energético do movi-

mento do fluido, e é mais tradicionalmente conhecida nas formas

1 2 1 2
Pi+pghi+ ipvf = Pf+pghf+§pvf (2.67)
e 2
) 02 Pf Uf
T+t =L opr L (2.68)
pg 28 pg 1 T2g

onde, nesta tltima expressao, cada parcela tem dimensao de comprimento. Esta repre-
sentacdo é muito empregada pelos engenheiros. Ela é denominada “cabeca da pressdo”
e, como vimos, é uma medida do comprimento que pode ser convertida as unidades
da pressdo se soubermos qual a densidade do liquido considerado na medida e qual o

valor local do gravidade.

Podemos ainda observar da equacdo (2.68) que, se o fluido flui horizontalmente,
teremos h; = hy e podemos concluir que, neste caso, na posigéo de velocidade maior

teremos a menor valor de pressao.

Quando P; = Py e v; = 0 temos a velocidade final do fluido dada por

= \/Zg (l’lf - hl'), (269)

expressao similar a velocidade de uma particula que cai em queda livre de uma altura
(h = hi). Se atribuirmos esta velocidade a velocidade de escoamento no orificio do
recipiente, reobtemos a expressdo para o alcance A, dada pela equacdo (2.52), o que

nao estd em acordo com a experiéncia para tubos com pequeno diametro.

Esta é uma boa oportunidade para colocar em discussdo as aproximagdes feitas na

construcdo ou na aplicacdo de um modelo. De fato, pela equacdo da continuidade,
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temos que a velocidade na superficie do fluido,v;, estad relacionada com a velocidade
tinal, v, pela razao
S¢
v =0v—=, (2.70)
Si
onde S; e Sy sdo as secdes na superficie da coluna de dgua e no orificio de saida, res-

pectivamente.

Ao substituirmos esta expressdo na equacdo de Bernoulli, ainda considerando P; =

Py, obtemos agora a seguinte expressdo para a velocidade v na saida do recipiente:

V28 hy —h. 2.71)
1—(S¢/5:)?

0 =

Observamos entdo que o efeito na reducdo da se¢do aumenta a velocidade de saida e,
por conseqiiéncia, aumenta o alcance realizado, e ndo o contrario, como observado em

nosso experimento.

Devemos procurar outras razdes para a tentar compreender o ocorrido em nosso
trabalho. Lembramos que, ao construir o modelo, admitimos que a camada de massa
Am, na altura z teria a mesma velocidade ao longo de toda a se¢do. Entretanto, no
balango energético que realizamos, ignoramos os efeitos resistivos no movimento do
liquido ao longo do recipiente, até alcangar o orificio. Fazendo P; = Pr, v; = O e
incluindo no balango energético a perda de energia, entdo a equacdo (2.68) se reduz a

v Ef

" T2 " pg

onde E¢/(pg) deve corresponder a perda de energia durante o fluxo do fluido em seu

movimento ao longo da altura h — hy.

Se considerarmos esta perda de energia E; como uma fragéo € da energia cinética

adquirida na presenca de resisténcia, podemos entdo escrever que
€
Ef= Epvz (2.73)
e o balanco energético pode ser reescrito na forma
L 2 € o
pgh = pgho + Pl + SPU (2.74)
Neste caso, a velocidade de saida do recipiente é dada por

2 28 .
vt = (h—ho) (2.75)
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e o novo alcance A serd menor do que no caso sem o termo resistivo:

_ YaVH \/ (2.76)

1+e

Observamos que o coeficiente € deste modelo corresponde a razdo d/D da nossa expe-
riéncia. Deste modo, podemos concluir que o coeficiente de perda de energia ao longo
do movimento diminui com o aumento do didmetro do recipiente. Esta é a lei de Darcy
para o fluxo de um fluido em tubos cilindricos, formulada por Henry Darcy em 1856
(VENNARD, 1940; DARCY, 1856). Evidentemente, tal andlise detalhada escapa ao pro-
grama do ensino médio e, neste caso, nos restringimos a uma andlise semi-quantitativa

do experimento.

Como podemos observar, o procedimento apresentado neste trabalho nos permite
fazer uma integracdo das leis da mecanica cldssica com o fluido em movimento e, por

conseqiiéncia, dar uma imagem mecanica ao fendmeno observado.

Também observamos que o alcance A do jato de dgua é nulo quando a coluna do
liquido é igual ou menor do que um certo valor /g, como foi indicado pelos resultados
analisados para as diferentes configuracdes do experimento e indicado na figura 41.
Podemos relacionar esse fato a tensdo superficial, que equilibra a pressdo da coluna
liquida acima do orificio. A andlise deste fendmeno fica como sugestdo para futuros
trabalhos.



2.6 Interpretando o experimento do jato de dgua
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Figura 41: A pressdo da coluna liquida de altura hy é insuficiente para vencer a tensdo
superficial no orificio.
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