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RESUMO
O ROLAMENTO DE UM CARRETEL
José Fernando Rodrigues de Sousa

Orientadora:
Marta Feij6 Barroso

Resumo da Dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de POs-
Graduacao em Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal
do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo
de Mestre em Ensino de Fisica.

O tema rotacBes € pouco discutido e trabalhado no Ensino Médio. Ha
pouco material didatico que trate do movimento de rolamento, como por
exemplo, movimento de rodas, com enfoque quantitativo, da mesma forma que
é feito com os movimentos de translagcdo. Ha muita dificuldade entre os
estudantes na apreensdo dos conceitos basicos relativos aos movimentos de
rotagéo e rolamento, em particular na discussao da dinamica desse movimento,
na qual se encontram inUmeras concepc¢des néo cientificas sobre o atrito. A
auséncia de laboratorios e atividades experimentais na maior parte das escolas
representa um obstaculo para a abordagem concreta do tema. Neste trabalho,
discutimos o movimento de rotagdo e o rolamento dos corpos com uma
proposta de abordagem voltada para o Ensino Médio. O desafio encontrado foi
apresentar o tema de forma a facilitar a sua compreensao, utilizando recursos
visuais e experimentais. Para isso, montou—-se um experimento, cujo video e
posterior andlise podem ser utilizados como ferramenta em sala de aula, capaz
de revelar e auxiliar a discussdo dos conceitos béasicos envolvidos com a
rotagdo e os movimentos de rolamento. Complementa este trabalho uma
animacdo com os dados obtidos, visando a utilizacdo em sala de aula do
material produzido com o experimento.

Palavras-chave: Ensino de Fisica, Rotac¢des, Forca de Atrito.
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ABSTRACT
ROLLING OF A REEL
José Fernando Rodrigues de Sousa

Orientadora:
Marta Feijé Barroso

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Péds-Graduagdo em
Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in
partial fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino de
Fisica.

Rotations are barely discussed in high school physics. Only a few texts
and materials contain discussions on wheel rotation, especially in its quantita-
tive approach. The basic concepts of rotation and rolling are difficult to stu-
dents, an in particular the dynamics of such motion is the source of a great
number of misconceptions. The lack of laboratories and experimental activities
in most schools tend to turn the subject into an abstract one. In this work, we
discuss the rotation and rolling motion of rigid bodies, in particular to high
school students. The subject is presented with visual and experimental re-
sources. An experiment was realized, and its video was analysed so that the
data could be used in classes. The text is presented together with visual re-
sources so that it can be used by teachers.

Keywords: Physics Education, Rotations, Frictional Force

Rio de Janeiro
October 2012
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Capitulo 1

Introducéo

Abordar rotacdes, movimentos de rolamento e as questdes relativas a
energia nos movimentos envolvendo “rodas” no ensino meédio sdo temas pouco
comuns.

Escolheu-se esse topico pois ele € um tema pouco discutido e trabalhado
no Ensino Médio. Como consequéncia, existe pouco material para tratar deste
assunto com enfoque quantitativo, no mesmo status do movimento de
translacdo. A maioria das propostas encontradas concentra seus esforgos na
apresentacao qualitativa da ideia de conservacédo do movimento.

Mesmo no ciclo basico do Ensino Superior, 0os estudantes apresentam
muita dificuldade em aprender os conceitos basicos relativos aos movimentos
de rotagdo e de rolamento. Em particular, a dindmica do movimento de
rolamento sem deslizamento € fonte de um grande numero de dificuldades
conceituais e da presenca de inUmeras concepc¢fes nao cientificas sobre o
atrito aplicadas neste movimento.

O ensino de Fisica, de forma geral, esbarra no fato de muitas escolas,
principalmente as publicas, ndo disporem de laboratérios didaticos para um
processo de ensino—aprendizagem adequado. Portanto, ministrar aulas que
envolvam conceitos relacionados ao movimento de rotacdo e rolamento
representa um obstaculo ndo s6 para professores como também para os
alunos devido as dificuldades de uma construgao concreta a respeito do tema.

Com relacao aos livros didaticos verifica—se que neles o desenvolvimento
deste topico ocorre, na maior parte das vezes, de forma superficial. Com isto,
uma boa parte dos fenbmenos do dia a dia fica afastado da sala de aula, pelas
dificuldades conceituais apresentadas.

Neste trabalho, discutimos o movimento de rotacdo e o rolamento dos
corpos com uma proposta de abordagem voltada para o Ensino Médio. O
desafio encontrado foi apresentar o tema de forma a faciltar a sua

compreensao, utilizando—se de recursos visuais e experimentais. Para isso,



realizou—se um experimento — cujo video e posterior andlise podem ser
utilizados como ferramenta em sala de aula — capaz de revelar e discutir os
conceitos basicos envolvidos com a rotacdo e os movimentos de rolamento.

No Capitulo 2, apresenta—se a primeira parte dos fundamentos da Fisica
necessarios para a descricdo do experimento: algumas consideracbes sobre
forcas de atrito.

No Capitulo 3, faz—se a discussdo sobre a mudanca de sistemas de
referéncia, fundamental para a analise dos dados que serd apresentada em
seguida.

No Capitulo 4, descreve—-se a montagem do experimento: um carretel
girando sobre uma mesa horizontal, com o movimento sendo filmado. S&o
descritos o material utilizado e sua construcdo. O passo seguinte é descrever o
experimento em si: montagem, instrumentos utilizados, softwares de uso livre e
a descricao do local onde o experimento foi realizado, entre outros.

A partir das medidas, apresenta—se no Capitulo 5 a analise dos dados
obtidos. Neste capitulo, utilizando graficos, estd feita a determinacdo da
velocidade de translacdo do centro de massa e a velocidade de rotacdo do
carretel em torno do centro de massa. Observa—se que a velocidade do centro
de massa € constante, 0 que permite a analise da dinamica do movimento do
carretel e o estabelecimento do valor nulo da forca de atrito no periodo em que
ha rolamento sem deslizamento, o que €& sempre uma surpresa para
professores e alunos.

E finalmente apresentam-se as consideracdes finais sobre o trabalho no
Capitulo 6.

Como produto final, complementando o trabalho, apresenta—se uma
animagdo com os dados obtidos, visando a utilizagdo em sala de aula do

material produzido com o experimento.



Capitulo 2

Uma breve histéria do atrito

Nesta secdo, apresenta-se um pequeno histérico das ideias sobre atrito.
O ponto importante para o trabalho aqui apresentado € o atrito que permite a
transformacao de movimentos de translacdo em movimentos de rotacéo e vice-
versa. Estuda—se, em particular, o0 movimento de rolamento sem deslizamento

— 0 movimento idealizado de uma roda.

2.1 —Uma breve histéria daroda na antiguidade

A origem do atrito, no ambito da Fisica, envolve o encontro de pelo menos
dois objetos. Seus estudos surgem nos primordios da humanidade. A invencéo
da roda é um dos primeiros dispositivos elaborados pelo homem com o intuito
de facilitar o deslocamento e, portanto reduzir o atrito na translagdo. Na
realidade é uma tentativa de produzir o mesmo desempenho procurando
economizar o maximo de energia. Assim, busca o homem resolver problemas
relativos a fric¢ao, isto €, o desgaste mecéanico de pecas colocadas em contato
como, por exemplo, em uma engrenagem. E interessante notar que o estudo
do atrito envolve ndo s6 questdes relativas as maquinas como também outras
guestdes, por exemplo, de ordem médica: doencas como a artrite.

Na época moderna podemos identificar a necessidade de controlar o atrito
em situagdes simples como escovar os dentes e a maneira de proteger, na
medida do possivel, o esmalte do dente. A simples atividade de caminhar
envolve o dominio do atrito para trazer conforto e um melhor desempenho para
a pessoa.

A presenca do atrito na evolugdo humana, considerando o movimento de
translac&o sobre a superficie terrestre, pode ser observada a partir do esquema

apresentado na Figura 2.1, onde a resisténcia a translacdo € representada no



eixo vertical pela relacdo resisténcia/peso, que pode ser considerada um

coeficiente de atrito A.

Figura 2.1 — Desenvolvimento da locomocéo através da histéria [Halling,
1983 apud Magalhaes, 2002].
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Analisando o grafico, pode-se verificar ao longo da linha G a evolucao da
translacdo em funcédo do tempo, desde os movimentos ditos rastejantes até os
atletas modernos. As escalas no grafico sdo logaritmicas. Na linha M fica
caracterizado o uso da inventividade e de principios cientificos no desempenho
humano se comparando com a linha G, onde esta presente a evolucéo natural
animal. Podemos, assim, verificar a interferéncia do conhecimento humano
nesse processo evolutivo.

O homem moderno, a partir de cerca de 10.000 anos atrds, usou sua
inventividade para obter melhores desempenhos do que o permitido pelo
desenvolvimento fisiolégico dos animais. O uso de lubrificantes e o
desenvolvimento da roda mostraram-se muito vantajosos, como pode ser
verificado pela linha M.

Na Figura 2.2 é apresentada a importancia do conhecimento cientifico no
desempenho (velocidade) do ser humano, ao longo da histéria. Caso tivesse se
limitado a evolucdo animal, a capacidade do homem estaria representada pela
curva G. Com o uso de preceitos cientificos e diferentes materiais consegue

superar suas limitacdées — curva M.



Figura 2.2 — Evolugéo das velocidades alcangadas pelo ser humano ao

longo da historia [Halling, 1983 apud Magalhaes, 2002].
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O estudo do atrito introduz, em nosso vernaculo, a palavra tribologia, que
€ derivada do grego 1piBw (tribo — esfregar, atritar) e Adyoc¢ (logos — estudo).
Durante a década de 60 surgem publicacbes, na Inglaterra, constatando um
aumento nas falhas em plantas de fabricas e maquinas, causadas
principalmente por desgaste nos seus componentes, 0 que tornava a producéo
mais onerosa. Assim, surge a necessidade de um estudo sobre a situacéo,
com o objetivo de melhorar a educacdo e estabelecer uma pesquisa
coordenada em escala nacional. A partir deste fato, foi instituido um grupo de
trabalho com objetivo de investigar e propor solucdes para o ensino em
lubrificacdo e, também, nortear as diversas pesquisas desenvolvidas na
Inglaterra que buscavam atender as necessidades da industria.

Em margo de 1966 sob a orientagdo de Peter H. Jost foi apresentado o
Relatorio Jost (onde o uso do termo tribologia foi usado pela primeira vez) ao
Departamento de Educacdo e Ciéncia. O governo inglés publica o relatorio
consolidando a andlise feita indicando uma correlacéo direta entre a tribologia e
0 progresso e desenvolvimento da industria.

O estudo da tribologia é diversificado, atingindo diversas areas: dinamica
dos fluidos, ciéncias dos materiais, mecanica de contato, dinamica da
transferéncia de calor, caracterizacdo de superficies e muito mais. Quando
aplicada aos organismos vivos ela é designada de biotribologia onde incorpora

principios de medicina e ciéncias bioldgicas.



Os registros mais antigos demostrando preocupacdo com o atrito datam
de 3500 aC, na antiga Babil6onia, onde a abertura de tumbas mostrou o uso de
oleo lubrificante animal nos mancais das rodas.

A preocupacéo e aplicacdo dos principios tribolégicos na reducao do atrito
nos movimentos lineares foram, também, encontrados no antigo Egito. O
transporte de grandes estatuas de pedra, sobre trends, puxados por escravos
foi registrado em uma pintura na gruta localizada em El-Bershed (Figura 2.3),
realizada em torno de 1800 aC. De acordo com a figura pode-se ver um
processo de transporte onde 172 escravos sao utilizados para puxar uma

estatua de peso aproximado 6,0 x 10°newtons (= 60 toneladas).

Figura 2.3 — Reproducéo do transporte de um colosso egipcio a cerca de
1800 aC [Halling, 1983 apud Magalhées, 2002].

A figura apresenta, também, um homem sobre um tren6 colocando um
liguido a sua frente demonstrando uma preocupacdo com a lubrificacéo.
Podem-se notar diversos homens carregando pranchas planas e jarros
contendo possivelmente lubrificantes. Na Figura 2.4 podemos verificar a
configuracéo geografica da época mencionada.

Para um calculo aproximado do chamado coeficiente de atrito A, vamos
admitir que cada escravo tivesse exercido uma for¢ca de 800N e considerando a
definicio de coeficiente apresentado anteriormente (a relagéo

resisténcia/peso), pode—se escrever:

172 x 800

= A = 0,23
6 x 10°



Figura 2.4 — Localizacéo geogréfica do Egito em 1800 aC.

(http://agustinaramirez.blogspot.com.br/2008/01/mesopotamia-egipto-y-persia.html)

....

7
+++++

De acordo com os trabalhos de Bowden e Tabor datados de 1950
[Bowden e Taylor, 1950 apud Magalhaes, 2002] os valores para os coeficientes

de atrito entre madeira e madeira sao:

e Para madeira molhada = A = 0,20;

e Para madeira seca e limpa = A = [0,25; 0,50].

E possivel entdo inferir que o trend estivesse deslizando sobre pranchas
de madeiras lubrificadas.

Outro exemplo, citado por Harris [Harris, 1966 apud Magalhdes, 2002] em
seu livro sobre mancais de rolamento, refere—se a ilustracéo, representada na
Figura 2.5, onde assirios movimentam um bloco de pedra apoiado em
pranchas dispostas sobre roletes, em torno de 1100 aC. O peso do trené e do
bloco é estimado em 7,0 x 10°N (= 7,0 toneladas) e o nimero de escravos
utilizado, na tarefa, sédo iguais a quatro grupos de oito. Na Figura 2.6 pode-se

verificar a configuracdo geografica da época mencionada.



Figura 2.5 — Reprodugéo do transporte de um colosso assirio a cerca de
1100 aC (Halling, 1983 apud Magalhaes, 2002)
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Figura 2.6 — Localizacéo geografica da Mesopotamia na época.

(http://agustinaramirez.blogspot.com.br/2008/01/mesopotamia-egipto-y-persia.html)
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Considerando que cada escravo pudesse exercer uma for¢ca de 800N, o

coeficiente de atrito de rolamento pode ser calculado como:

4 x8 x 800

= A =037
7 x 10*

Os valores encontrados para o coeficiente de atrito, nos dois exemplos,
sugerem um desenvolvimento tribologico consideravel representado pela
mudancga do movimento de deslizamento para rolamento.

Em 1928 foram encontrados no lago Nemi, préximo a Roma, fragmentos
do que seria um mancal axial de esferas, provavelmente em 40 aC,
apresentado na Figura 2.7, desenvolvido supostamente para suportar uma

estatua, facilitando seu giro durante o trabalho de escultura.



Figura 2.6 — Detalhe da reconstrugéo teérica do mancal encontrado no
lago Nemi.

ARV T | i

K. ]

2.2 — Leonardo di Ser Piero da Vinci

O estudo experimental e controlado mais antigo sobre o atrito que se tem
noticia é devido ao italiano Leonardo da Vinci (1452 — 1519), que procura
estudar de forma detalhada o atrito e estabelecer regras para o seu estudo,
utilizando um bloco retangular deslizando de diferentes maneiras sobre uma
superficie plana, como foi ilustrado em folhas de seu caderno hoje reunidas no
“Codex Atlanticus” [McCurdy, 1904]. Em suas conclusdes afirma que:

1. O atrito provocado pelo mesmo peso tera a mesma resisténcia no

inicio do movimento, embora as areas ou comprimento de contato
sejam diferentes;

2. O atrito provoca o dobro do esforgo se o peso for dobrado;

Na Figura 2.8, estdo representados os instrumentos utilizados por
Leonardo da Vinci no estudo do atrito. Podemos considerar esses

instrumentos, os primeiros tribdmetros desenvolvidos.

Figura 2.8 — Figura dos instrumentos de Leonardo da Vinci [Codex

Atlanticus].




Nesta figura, as situacdes representam:
Em (A) — estudo do atrito em superficies horizontais e inclinadas;
Em (B) — estudo do atrito considerando a area aparente;

Em (C) — estudo do atrito utilizando polias;

0w NP

Em (D) — estudo do atrito no torque de um cilindro.

As duas afirmagdes mencionadas acima [McCurdy, 1904} sobre o atrito

sdo basicamente empiricas e que podem ser resumidas da seguinte forma:

1. O moddulo da forca de atrito € proporcional ao modulo da for¢a normal;

2. A forca de atrito ndo depende da area aparente de contato entre as

superficies.

Leonardo da Vinci foi, ao que parece, o primeiro a introduzir o conceito de
coeficiente de atrito como raz&o entre o médulo da forga de atrito e 0 mddulo
da forga normal. Escreve [McCurdy, 1904]:

“Todo corpo em atrito tem uma resisténcia de atrito igual a um

quarto de seu peso.”

Os trabalhos de Leonardo da Vinci, sobre este e muitos outros assuntos,
s6 foram reunidos e publicados muitos anos depois de sua morte e, portanto
tiveram reduzida repercussdo na constru¢cdo da mecéanica e da teoria das

maquinas dos séculos seguintes [Krim, 1996].

2.3 — Guillaume Amontons

O interessante € que estas conclusdées ocorrem 200 anos antes que tais
leis fossem divulgadas pelo fisico e inventor francés Guillaume Amontons
(1663-1705) que postula suas leis no ano de 1699 e as apresenta no artigo
“De la resistance cause dans les machines” [Palmer, 1949], independente das
conclusdes de Leonardo da Vinci.

A experiéncia de Guillaume Amontons (Figura 2.9) consistia de uma mola
vertical (CCC) que pressionava um bloco (BB) capaz de deslizar sobre uma
superficie horizontal plana (AA) e uma mola que media a forca horizontal

10



necessaria para fazer o bloco deslizar. Os materiais das superficies variavam
entre: cobre, ferro, chumbo e madeira, revestidos com gordura de porco. A

area aparente de contato também era variavel durante o experimento.

Figura 2.9 — Figura do instrumento para medir o atrito [Amontons, 1699
apud Magalhées, 2002].

] RLITL

Depois de testar todas as combinacfes possiveis (por exemplo: AA feito
de cobre e BB de ferro) Amontons apresentou suas conclusdes a respeito da
resisténcia causada pelo atrito:

1. A resisténcia causada por friccdo aumenta ou diminui apenas na
proporgdo maior ou menor presséo [carga] e ndo de acordo com a

extensdo maior ou menor das superficies;

2. A resisténcia causada por friccdo € mais ou menos a mesma para o
ferro, cobre, chumbo e de madeira, em qualquer combinagéo, se as

superficies sdo revestidas com gordura de porco;
3. A resisténcia € mais ou menos igual a um tergo da presséo [carga];

4. A estas observagbes é conveniente adicionar uma quarta, que estas
resisténcias estdo na razdo de composicdo dos pesos ou pressdes

das pecas esfregando e da velocidade dos seus movimentos.

Amontons néo fez distingéo entre atrito cinético e atrito estatico. Coube ao
matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) encontrar uma solucéo analitica
apos estudos do mecanismo de deslizamento de um corpo em um plano
inclinado, baseado nos experimentos de Leonardo da Vinci, onde atribui a

rugosidade das superficies a causa da existéncia do atrito.
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Ao colocar um bloco sobre um plano inclinado, Euler imaginava que o
“emaranhamento” entre as superficies impedia que o bloco deslizasse. Ele
pode estabelecer as condi¢cdes para a iminéncia do deslizamento através de
uma relacdo do angulo de inclinacdo méaximo da superficie para o qual o corpo
fica em repouso. Com seus estudos, Euler foi a primeira pessoa a concluir que
deveria existir uma distincdo entre atrito estatico e atrito cinético, sendo que o

estatico era maior que o cinético.

2.4 — Charles Augustin Coulomb

Nos séculos XVIII e XIX assistiu-se a revolucdo industrial e consideraveis
desenvolvimentos tribolégicos junto com as novas maquinas. Em torno de
1780, Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), fisico francés, confirma as
leis do atrito de Amontons e estabelece a terceira lei, em que a forca de atrito é
independente da velocidade. Tais leis sdo utilizadas até hoje na engenharia e
na fisica no estudo sobre o atrito.

Ocorrem outros desenvolvimentos adicionais associados ao crescimento
da industrializacdo na ultima década do século XVIII com, por exemplo, Robert
Hooke (1635-1703), filosofo inglés, arquiteto e fisico, no desenvolvimento de
eixos de aco com buchas de materiais usados em sinos de bronze no lugar de
suportes de madeira com ferro.

Embora as leis do fluxo viscoso s6 tivessem sido postuladas por Issac
Newton (1642-1727) em data anterior, a compreensao cientifica com mancais
lubrificados ndo ocorre antes do fim do século XIX. Os principios de lubrificacédo
hidrodinamica datam de 1883 com Beauchamp Tower (1845-1904) atendendo
as maquinas ferroviarias. Seus trabalhos foram aperfeicoados por Osborn
Reynolds (1842-1912), matematico e engenheiro inglés, que em seus estudos
sobre lubrificacdo, publica suas equacdes: Reynolds Average Navier — Stokes
gue hoje sustentam a maior parte dos modelos turbulentos em Fluidodinamica
computacional, e posteriormente por Nikolai Petrov Pavlovich (1836-1920),
cientista russo Presidente do Conselho de Engenharia Ferroviaria Ministerial
ligado ao desenvolvimento de locomotivas a vapor. Todavia, foi o fisico

britanico Osborn Reynolds que traduziu os resultados experimentais em
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linguagem matemética, desenvolvendo uma equacdo de derivadas parciais,
também chamada de equacédo de Reynolds em sua homenagem, que tem sido
a base para a grande maioria dos desenvolvimentos nesta area, gerando um

grande numero de pesquisas até os dias atuais.

2.5 -0 ensino do atrito

O estudo do movimento dos corpos, em particular aqueles que podem
ser tratados como particula, € um assunto desenvolvido no Ensino Médio e nos
anos iniciais do ensino superior. No entanto, todos esses estudantes
apresentam problemas quando apresentados a situacfes simples envolvendo
forcas de atrito.

Ha muitos relatos na literatura sobre as concepcfes nao cientificas
encontradas entre a populacdo em relacdo ao atrito [Driver, 1985, Caldas e
Saltiel, 1999, Viennot, 2003, Arons, 1997, apud Carvalho, 2005; Magalhaes,
2002]. Quando se passa a fazer o estudo de corpos rigidos, em particular de
objetos em movimento de rolamento, esta situacdo se agrava. Os estudantes
tendem a simplificar os problemas de corpos rigidos, usando os mesmos
raciocinios que aprenderam para particulas. Com isso, € dificil discutir o
sentido da forca de atrito, sua representacdo nos diagramas de forca, o que
constitui um obstaculo a compreensdo dos problemas que envolvem rotacao
[Carvalho, 2002]. Ha trabalhos indicando os levantamentos feitos [Rimoldini,
2005], e a experiéncia de sala de aula leva a concluir que ha necessidade de
elaborar materiais didaticos adequados que facilitem o processo de ensino e
aprendizagem deste topico.

Um dos grandes problemas é a discussdo da condicdo do rolamento
ideal, o denominado rolamento sem deslizamento. Nesta situacdo, depois de
estabelecida esta condicdo, a forca de atrito na maior parte das vezes se anula
— a forca de atrito é estética, e quando o centro de massa estd em movimento
uniforme, o atrito é nulo no movimento horizontal. Esse tema — a nao
dissipacéo de energia no movimento de rolamento sem deslizamento — € dificil
de ser apresentado e discutido. E pretende—se neste trabalho mostrar, a partir

de um experimento, que esta situacdo é encontrada de fato na vida real.
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Capitulo 3

O movimento de rolamento como uma superposicao de

translacao e rotagéo

Neste capitulo, apresenta—se a discussédo sobre a mudanca de sistemas
de referéncia e sobre a descricdo cinematica do movimento de rolamento. Em
particular, deseja-se apresentar a mudan¢a que o0s olhos humanos fazem
automaticamente, ao observar uma roda girando: passam para o referencial do
centro de massa, e afirmam que “a roda estad girando”, quando de forma

precisa dever—se—ia dizer que a roda se translada e gira.

3.1 — Breve comentario

A localizacdo de uma pessoa ou de um objeto esteve ligada ao
desenvolvimento da humanidade; por exemplo, para a navegacao a localizac&o
era fundamental. O astrolabio, antigo instrumento astronémico, teve grande
importancia e tornou-se o principal instrumento de localizagdo para o0s
primeiros navegadores. O primeiro astrolabio, denominado planisférico, foi
inventado pelo astrénomo grego Hiparco de Nicéia (190 aC-126 aC) da Escola
de Alexandria. Ha vestigios de que astrélogos sumérios (5000 aC) utilizavam
algo similar para determinar a posi¢cdo das estrelas. O astrolabio como o
mostrado na Figura 3.1 foi muito utilizado por arabes e chineses, mas com os

portugueses teve a sua grande evolucdo para atender as grandes navegacdes.

Figura 3.1 — Astrolabio de 1572, construido por Gualterus Arsenius.
(http://penta.ufrgs.br/edu/telelab/mundo_mat/malice3/astrol.html)
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No século XIV, o matematico e fisico escolastico francés, bispo em
Lisieux, Nicole d'Oresme (1323-1382) contribuiu para o0 pensamento
matematico desenvolvendo um sistema de localizacdo de pontos através de
suas coordenadas influenciando os matematicos do periodo renascentista e
pés—renascentista [Boyer, 1974]:

Por quase um século antes de seu tempo os filésofos
escolasticos vinham discutindo a quantificagdo das “formas”
variaveis, um conceito de Aristételes aproximadamente
equivalente a qualidade. Entre tais formas havia coisas como a
velocidade de um objeto movel e a variagéo da temperatura, de
ponto para ponto, num objeto com temperatura nao uniforme.
As discussées eram interminavelmente prolixas, pois 0s
instrumentos de analise disponiveis eram inadequados. Apesar
dessa falta, os l6gicos em Merton College tinham obtido como
vimos um importante teorema quanto ao valor médio de uma
forma “uniformemente disforme” — isto é, uma em que a taxa de
variagdo da taxa de variacdo é constante. Oresme conhecia
bem esse resultado, e ocorreu-lhe em algum momento antes
de 1361 um pensamento brilhante — porque néo ftragar uma
figura ou gréfico da maneira pela qual variam as coisas?
Vemos aqui, é claro, uma sugestdo antiga daquilo que

chamamos representacéo grafica de fungbes.

O primeiro a utilizar um sistema de coordenadas e que de certa forma
contribui para a Geometria Analitica foi Apolénio de Pérgamo (262aC-190aC).
Na obra As cdnicas, Apolonio discorre que [Boyer, 1974]:

Os métodos de Apolbnio, em As cbnicas, em muitos
pontos sdo tdo semelhantes aos modernos que as vezes se
considera seu tratado uma Geometria Analitica, antecipando a
de Descartes por 1800 anos... As disténcias medidas ao longo
do didmetro a partir do ponto de tangéncia s&o as abscissas, e
os segmentos paralelos a tangente e cortados entre o eixo e a
curva sdo as ordenadas... Da geometria grega podemos dizer
que as equacgdes sdo determinadas pelas curvas, mas ndo que
curvas fossem determinadas pelas equagbées. Coordenadas,

variaveis e equagbes eram nogbes subsidiarias derivadas de

15



uma situagdo geométrica especifica; e infere-se que do ponto
de vista grego né&o era suficiente definir curvas abstratamente
como lugares satisfazendo a condicbes dadas sobre as

coordenadas.

Em 1629, Pierre Fermat (1601-1665), matematico francés, relendo as
obras de Apolonio, descreve as suas ideias sobre geometria no trabalho n&o
publicado Infrodugdo aos lugares geométricos planos e sdlidos, onde sao
tratados o0s eixos ortogonais, equacfes gerais: da reta, circunferéncia,
parabolas, elipses e hipérboles.

Em 1636 descobre o principio fundamental da Geometria Analitica:
“sempre que numa equacdao final encontram-se duas quantidades incognitas,
temos um lugar, a extremidade de uma delas, uma linha, reta ou curva” [Boyer,
1974].

Ainda no século XVII, em 1637, foi publicado pelo filosofo e matematico
francés René Descartes (1596—-1650) o livro Discurso do método — para bem
conduzir a propria razdo e procurar a verdade nas ciéncias. Em um dos
apéndices da obra — La Géométrie — ele apresenta a descricdo de um tratado
geométrico que € conhecido, hoje em dia, como Geometria Analitica. Sua
proposta era unir a Algebra e a Geometria Euclidiana em um Unico contexto
com o objetivo de mostrar o alcance do método filoséfico para o raciocinio e a
busca da verdade. Segundo relato de Boyer [Boyer, 1974],

O objetivo do seu método, portanto, era duplo:
(1) por processos algébricos libertar a geometria de diagramas e;

(2) dar significados as operagbes da algebra por meio de

interpretagbes geometricas.

E com Descartes que surge a forma de representar as quantidades
conhecidas (parametros) pelas primeiras letras do alfabeto e as quantidades
desconhecidas (variaveis) pelas udltimas. E importante salientar que na sua
representacdo Descartes pensava nas variaveis como segmentos. A
importancia do texto foi o desenvolvimento do chamado espago cartesiano e

sua influéncia inclusive nos dias atuais.
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Nesse breve histérico podemos observar dois enfoques diferentes sobre o
mesmo tema: enquanto René Descartes parte do lugar geométrico para a
equacdo, Pierre Fermat parte da equacdo para o0 lugar geométrico

correspondente.

3.2 — Sistemas de referéncia inerciais

Os comentarios anteriores serviram como uma breve introdu¢cdo ao uso
de coordenadas para a descri¢éo da localizagdo de corpos. A seguir, discutem-
se a determinacdo de posicdo de corpos por dois sistemas de referéncia aos
guais sdo associados dois sistemas de coordenadas e a relacdo entre essas
coordenadas.

Para o estudo do movimento de um ponto material, € necessario
mencionar o sistema de referéncia ou referencial no qual o movimento esta
sendo descrito, pois todo movimento é relativo. Para, entretanto, utilizar—se as
Leis da Mecénica, é necessaria a “existéncia” e 0 “uso” de um sistema inercial
de referéncia, um sistema para o qual a primeira Lei de Newton tenha validade,
ou seja, um sistema de referéncia nao “acelerado”. Assim o observador ao qual
se associa o sistema descreve um movimento retilineo e uniforme em relacéo a
um sistema inercial de referéncia. Podemos chama-lo de “absoluto” e imovel
no proprio espaco que constitui o Universo. Tal conceito € de dificil
compreensdo e sua realizagcdo se torna impossivel na pratica. Para
estabelecermos o conceito de referencial inercial e suas restricbes, devemos
retornar a Newton, quando ele examina 0s conceitos de espaco e tempo
afirma:

e O espaco absoluto, na sua verdadeira natureza, sem levar em conta

gualquer coisa externa, permanece sempre uniforme e imével.

e O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por si s6, e pela sua
natureza, flui uniformemente sem levar em conta qualquer coisa externa,

e denomina-se também duracao.
Podemos perceber que na mecéanica de Newton o espaco é absoluto e
permanece sempre igual a si mesmo e imovel; um sistema adequado de

referéncia para as leis da mecanica seria aquele que estivesse em repouso
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nesse espacgo absoluto, tal sistema seria um sistema absoluto de referéncia, e
qualquer outro com movimento retilineo e uniforme em relacdo ao sistema
absoluto de referéncia seria igualmente adequado para exprimir as Leis da
Mecanica. Tais sistemas seriam ditos “inerciais”. Entretanto, determinar tal
sistema absoluto de referéncia é impossivel, pois ndo conhecemos o espaco
absoluto, nem o Universo; nao se tendo, portanto um processo para “fixar’ um

sistema de eixos no espaco absoluto ou no Universo.

3.3 - A descricdo do movimento de uma particula: conceitos basicos

A descricdo do movimento de um corpo é feita usando—se um sistema de
referéncia, preferencialmente inercial. A partir desse referencial, considera-se
um sistema de coordenadas cartesianas. A posicdo de um corpo é descrita a
partir de um ponto de referéncia fixo neste referencial, o ponto O. O vetor
posicdo r, pode ser pensado como o deslocamento necessario para o
movimento do ponto O até a localizagdo do objeto no espaco, o ponto A, no
momento considerado.

Se um objeto que pode ser descrito como uma particula move-se de um
ponto A para um ponto B, seu deslocamento pode ser escrito como:

AT =Tg — Ty
Na Figura 3.2 estdo indicados o vetor deslocamento e as posi¢cdes de um

corpo que se desloca sobre uma trajetéria de um ponto A ao ponto B.

Figura 3.2 — Representacédo vetorial do deslocamento de um objeto em
um sistema cartesiano

wx
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Utilizando as componentes de um vetor na representacdo cartesiana
(x, y,z), e tomando os unitarios X,y,Z para as diregdes X,Y,z, como na Figura
3.3, escreve-se:

Fr=XX+yy+2z2

Figura 3.3 — As componentes cartesianas de um vetor
Zz

< ’ Z

-
<
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Para a descricdo de movimentos de rotacdo no plano, muitas vezes é
conveniente utilizar coordenadas polares planas, em particular no caso de uma
roda girando (ou um carretel). As coordenadas polares planas, apresentadas
na Figura 3.4, correspondem ao modulo do vetor posi¢do e ao angulo (medido

no sentido anti-horario) formado com o eixo x, (;8). As relagdes entre essas

componentes polares planas e as cartesianas sao dadas por:

r:|F|: X% +y

{x= r- coso
sendo: y
y=r- send 0 = arctg (—j
X

Figura 3.4 — Componentes cartesianas e polares de um vetor no plano

y
y

=
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A velocidade de um objeto é definida como a razéo (taxa) entre a variacao
de posicdo (deslocamento) de um objeto e o intervalo de tempo necessario

para tal variacao:

v=9"_ jim (¥) = v = lim (ﬂJ
At—0\ At

A velocidade média tem a mesma direcdo e sentido do vetor

deslocamento, e por isso sua diregdo é secante a curva que descreve a

trajetoria entre os dois pontos para 0s quais se calcula o deslocamento. A

velocidade instantanea tem a direcdo tangente a curva, que descreve a
trajetdria, no ponto em que se esta observando o objeto.

A aceleragéo é definida de forma analoga, como a taxa de variacdo da

velocidade por intervalo de tempo necessério para tal variagéo:

) AV
lim | —
At—0 ( At ]

oY
1l
Il
3

P
Qi

~—"
U
!
1l

3.4 — Coordenadas cartesianas e polares da velocidade e aceleracao

no movimento de rolamento

Em coordenadas cartesianas, e considerando um movimento no plano, a

velocidade é um vetor com componentes cartesianas:

dx . AX

X :d— = |lim —

V=v,X+vyy . Sendo: t A0 AL
dy . Ay

Vy=—=>= lim —

dt At—0 At

A aceleracao pode ser representada por:

dv, im AV

T dt a0 At

dv AV
vy =—Y = |m L
dt At—0 At

a=a,x+a,y . Sendo:

20



Para descrever um movimento circular, como é o caso do movimento de
um ponto na periferia de um carretel em movimento plano observado por um
referencial fixo no seu centro, € mais conveniente utilizar coordenadas polares
planas. Nestas coordenadas, o médulo do vetor posigcdo ndo varia (pois o
movimento € circular em torno do eixo) e pode-se definir uma velocidade

angular como a taxa de variacdo da coordenada angular em relacéo ao tempo:

_do

0n=—
dt

A aceleracédo angular como a taxa de variacdo da velocidade angular em

relacdo ao tempo € dada por:

Define—se habitualmente, em um movimento circular, dois unitarios que
variam no tempo, o unitario da direc&o radial r para fora do centro e o unitario

da direcdo perpendicular a radial (Qque no movimento circular € a direcédo

tangencial) e no sentido da rotacdo anti—horaria, 6, como indicado na Figura
3.5.
Figura 3.5 — Os unitéarios das direcdes radial e tangencial das

coordenadas polares planas

A

y

=<

Em termos desses unitérios, a posi¢ao do corpo € escrita como

it
I

—

>
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Como esses unitarios giram junto do corpo, é preciso observar que a
velocidade pode apresentar componentes fora da direcao radial. Na Figura 3.6,
apresentamos um esquema para descrever a variagcao da posicao como fungéo

do tempo em coordenadas polares.

Figura 3.6 — Representacéo da variagdo do vetor posicdo no tempo

r

Da Figura 3.6, observa-se que v tem mdédulo (chamando de As o arco de
circulo percorrido no intervalo considerado):
|Ar| 1 .AB do

- . A . .
v=|v|:I|m—S:I|m— m —=r- —=v=r-o
At—>0 At At—0 At At—0 At dt

Sua direcdo € perpendicular ao raio — portanto na direcdo de 0. Escreve-

se entdo em coordenadas polares como:
V=o-T-0

Essa expressédo pode ser reescrita na forma vetorial. Costuma-se definir um
vetor velocidade angular ® como um vetor de moédulo ® cuja direcdo €
perpendicular ao plano de rotacédo e cujo sentido € dado pela regra da méao
direita; de acordo com a Figura 3.6, ®=wmz. O vetor velocidade é
perpendicular a direcéo radial; pode-se entdo escrever

V=oxrI.
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O mesmo raciocinio pode ser desenvolvido para a obtencdo da
aceleracdo em coordenadas polares [Nussenzveig, 1996], obtendo-se para o

movimento circular:
a= (-0 + (a-r)0

Portanto, se a velocidade angular for constante, 0 movimento circular
apresenta exclusivamente aceleracao centripeta, que mede a taxa de variacao

da mudanca da direcao da velocidade sem alterar seu médulo.

3.5 — Movimento do carretel: corpo rigido em translacéo e rotacao

Considerando um carretel — uma roda homogénea — movendo-se sobre
uma superficie horizontal, observa—se que o movimento pode ser visto como
uma combinacao de translagcdo com rotacao.

De uma forma geral, se temos um observador S fixo a Terra observando

um movimento, e outro observador S’ em movimento com velocidade V em
relacdo a S, podem ser estabelecidas as relacbes entre as observacdes e
medidas feitas pelos dois observadores por meio das transformacdes de
Galileu. Na Figura 3.7, estédo indicados os dois sistemas de referéncia e um
objeto situado em um ponto P. (As coordenadas medidas em S’ sé&o

representadas com apostrofo).

Figura 3.7 — Transformagdes de Galileu




Na fisica classica, intervalos de tempo sdo idénticos quando medidos em
sistemas de referéncia em movimento relativo entre si. Portanto, pode-se
escrever uma equacao adicional (implicita)

t'=t
Se no instante t =0 os dois pontos de referéncia O e O’ coincidirem no

espaco e se V é constante, pode-se obter:

_a_a U N R A
dt  dt dt  dt

que é a transformacao de Galileu para as velocidades — com a hipétese de que

o dr d(F_ﬁ)_dF drR DR

os intervalos de tempo séo idénticos em sistemas de referéncia diferentes.

No caso do carretel girando, podemos considerar que o sistema S’ é 0
sistema fixo ao eixo central do carretel, onde esta localizado seu centro de
massa. Do ponto de vista deste referencial, qualquer ponto do carretel
descreve um movimento circular.

Utilizando a equacao de transformacéo de Galileu para as velocidades,
todos os pontos do carretel tem uma velocidade que é a soma vetorial da
velocidade de translacéo do centro de massa do carretel — como indicado na
Figura 3.8, e uma velocidade correspondente ao movimento de rotacdo do
carretel em torno de seu centro de massa — caso a velocidade angular de
rotacdo em torno do eixo que passa pelo centro de massa seja constante, 0s
vetores estao representados nos pontos da periferia da roda como mostrado na

Figura 3.9.

Figura 3.8 — Representacéo do vetor velocidade do centro de massa em
varios pontos do carretel

v

Welodidade do
centro de massa
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Figura 3.9 — Representacéo da velocidade em relagéo ao centro de
massa de pontos da borda do carretel

—

Velacidada tangencial de cada
porto perifénco da roda em
refagdio ao cenlra dé massa

Caso os pontos do carretel escolhidos ndo estejam na borda externa, o
valor numérico do raio diminui, € o0 modulo da velocidade tangencial sera
menor e proporcional a reducéo do raio.

Os movimentos sao simultaneos: translacédo e rotacdo. Na Figura 3.10,

indica-se a representacao da velocidade dos pontos da periferia observada por
um referencial fixo a Terra.

Figura 3.10 — Representacdo do vetor velocidade resultante em relagdo a
um referencial externo ao carretel.

No caso especifico em que o carretel gira sem deslizar, o ponto de
contato do carretel com a superficie deve ter velocidade nula. Neste caso, a

representacdo da velocidade em cada um dos pontos considerados é a que
esté indicada na Figura 3.11.
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Figura 3.11 — Representacéo do vetor velocidade resultante em relacdo a
um referencial externo ao carretel.

3.6 — A dindmica do movimento do carretel

Em um movimento de rolamento de uma roda, sempre € necessario iniciar
0 movimento; pode-se dizer que se aplica uma for¢ca a roda, ou se transfere
energia a essa roda. No caso especifico considerado neste trabalho, o carretel
€ colocado em movimento por meio de um puxdo com um dinamémetro
(poderia também ser apenas empurrado ou puxado).

Portanto, durante um breve intervalo de tempo inicial, o centro de massa é
puxado, e 0 movimento inicia-se com um arrastamento da roda. Nesse
processo, surge atrito (cinético) entre os pontos de contato do carretel e da
superficie, e este atrito provoca um torque no carretel, dando inicio ao processo
de rotacdo. Ou, dito de outra forma, a energia de translacdo do centro de
massa (fornecida pelo trabalho da forca que puxa o centro do carretel)
transforma—se em uma soma de energia cinética de rotacdo e energia cinética
de translagéo:

Ecin =%|\/|chm +E[:ci)rt1 =%|\/|V02m 4‘%Icmm2

No rolamento sem deslizamento, também chamado de rolamento puro,
entre duas superficies perfeitamente rigidas, cada ponto da periferia, em uma
revolucdo completa, s6 entra em contato com um e somente um ponto do plano

horizontal.
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3.7 — O atrito no rolamento

A forga de atrito no rolamento desempenha, em determinados momentos,
um papel fundamental para que determinados fendmenos possam ocorrer.
Como exemplo, podemos citar o caso classico do aumento ou reducdo de
velocidade de um automovel.

A forca de atrito tem origem no movimento relativo das superficies
envolvidas, e o atrito de rolamento surge quando ha velocidade relativa entre
0s pontos de contato na superficie e no carretel.

Nas Figuras 3.12, indica-se o diagrama de forcas sobre o carretel nos

diversos momentos do movimento que esta sendo analisado neste trabalho.

Figura 3.12 — Diagrama de forgas no carretel em seus diversos
estagios de movimento: na sequéncia, (A) Repouso antes do
experimento. (B) Inicia—se 0 pux&o sobre o eixo. (C) O movimento de
rotacdo comeca. (D) O puxdo deixa de atuar. (E) Estabelece-se o
regime de rolamento sem deslizamento.

(A)

N

fatrfto (D)

Idealmente, portanto, espera—se que se for atingida a situacdo do
rolamento sem deslizamento, a forca de atrito desapareca — no rolamento sem
deslizamento, o atrito é estatico. Isso significa que ndo h& dissipacdo de
energia No processo.

A anulacdo do valor da forca de atrito apds ser atingida a situacao de

rolamento sem deslizamento € um resultado de dificil aceitagdo; no entanto,
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caso a forga de atrito ndo fosse nula, o centro de massa do sistema teria sua
velocidade reduzida. Um exemplo que pode ser resolvido, num caso em que a
forca de atrito ndo se anula, € o de um carretel descendo um plano inclinado a
partir do repouso e rolando sem deslizar. Na Figura 3.13, apresenta-se o
diagrama de forcas sobre o carretel.

Figura 3.13. Carretel descendo um plano inclinado: diagrama de forcas.

A aplicacdo das leis da dindmica ao movimento deste corpo nos
fornecem, para a equacdo relativa a translacdo do centro de massa (M € a
massa do carretel, e A a aceleragéo de seu centro de massa):

Mgsen 6—-f =MA

A equacdo da rotacdo em torno do centro de massa € dada por (I € o
momento de inércia do carretel em relagdo ao eixo perpendicular ao plano do
movimento e passando pelo centro de massa)

fR=Ia
Supondo que o carretel parte do repouso, e que rola no plano sem

deslizar (A =aR), podemos escrever para a aceleracdo do centro de massa

do carretel

e para a forca de atrito
I Mgsen 6
2
MR 1+ ! 5
MR

f=
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Se o momento de inércia do carretel for o de um disco, ou um cilindro,
podemos escrever | =MR?/2; neste caso, os valores da aceleracdo e da forca

de atrito ficam

2
A=—gsenb
39

1
f== Mgseno
5 g

Isso significa que uma parcela da componente da for¢a peso ao longo da
trajetéria € compensada pela forca de atrito, freando o movimento de
translacdo de forma a que parte da energia cinética de rotacdo transforme-se
em energia de rotacdo por meio do torque produzido pela forga de atrito.

Também verifica-se que o caso limite em que o angulo de inclinacdo do
plano é nulo, 6 =0, a aceleragcdo do centro de massa € nulo e a for¢a de atrito

também é nula.

3.8 — Finalizacao do capitulo

Essa discussdo apresentou as seguintes informacdes: o modelo fisico
para a descricdo do movimento plano de um corpo rigido, o papel do atrito na
transformacéo da translacdo em rotacéo, e a descricdo do movimento como a
superposi¢cao de uma translacdo com uma rotacao.

Nesse processo, nossos conhecimentos a respeito da fisica indicam que a
forca de atrito, quando estabelecida a condicdo de rolamento sem
deslizamento entre um corpo rigido ideal e a superficie horizontal, deixa de
existir. No entanto, essa ideia ndo é de facil compreensdo nem € aceita por
estudantes.

Neste trabalho, entdo, pretende-se verificar experimentalmente se esse
modelo é uma boa descricdo para uma situacéo real observada. E o que sera

descrito a seguir.
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Capitulo 4

Descricao do experimento

Neste capitulo, sera feita a descricdo do material, das ferramentas de
analise dos dados (softwares) e da construcdo dos materiais utilizados no

experimento.

4.1 — O carretel

Para atender a proposta do trabalho, foi construido um carretel mostrado

na Figura 4.1.

Figura 4.1 — Fotografia do carretel utilizado no experimento.

Na construcdo do carretel foi utilizado material de facil obtencdo no
mercado. Um eixo feito em aco com as caracteristicas: massa 2,5kg;
comprimento 33cm, didmetro 2,5cm; dois discos de corte abrasivo para metais
ferrosos, marca Makita, com as seguintes caracteristicas: diametro externo de
36cm; espessura de 3,25mm; furo de 2,5cm e massa 0,30kg que pode ser
encontrado em diversas lojas de ferragens. A fixacdo dos discos no cilindro foi

feita com dois parafusos, modelo Allen, de 4,0cm.
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Esse material e sua montagem estédo detalhados na Figura 4.2. O objetivo
da maior massa do cilindro em relagcéo aos discos é dar estabilidade ao carretel
e a pequena espessura do disco confeccionado com material de grande rigidez

estd em uma menor agéo do atrito.

Figura 4.2 — Os elementos que compdem o carretel.

Eatnura mutiluar em
Ao corm oriiemidade
Dara teeeber parafigas

ATuelas para as
edreridades

Discos da terdmica ' 33em

Porcas da fizagko da
eswE oidar de
1] AAUEND 208 HiSHot

Foram identificados trés pontos do carretel, com etiquetas, para o estudo:
0 centro de massa (ponto 1) e dois outros pontos que no instante inicial
estavam na linha vertical sobre o centro de massa, o ponto 3 na borda e o

ponto 2 em uma posicao intermediaria.

4.2 — A montagem do experimento

Na Figura 4.3, esta apresentada a montagem feita para a obtencédo dos

dados: os pontos marcados no carretel, o fio e o cronémetro.

Figura 4.3 — Distribuicdo dos elementos utilizados no carretel.

—
Carretel
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Para o controle da forga aplicada ao sistema, de 2,0N, foi utilizado um

dinamdmetro simples de tubo. A montagem pode ser vista na Figura 4.4.

Figura 4.4 — Desenho representando a montagem do experimento
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4.3 — O experimento

Para o estudo do movimento e a posterior andlise foi gravado um filme em
alta velocidade e de curta duragdo com uma camera digital Casio modelo EX—
F1 Exilim. Sua descricdo e manual pdem ser obtidos no endereco eletrénico

http://www.support.casio.com.br/pt/downloads/manual/dc/exfl/.

A camera foi colocada em um tripé com o objetivo de evitar possiveis
trepidagbes. O filme obtido foi trabalhado com trés softwares de livre acesso
em um computador, tendo com resultado final uma fotografia estroboscopica do

experimento [Dias, 2009]. Os trés softwares de uso livre séo:

e Any Video Converter

Disponivel em http://www.any-video-converter.com/products/for_video_free/

acessado em 15 de maio de 2011;
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e VirtualDub

Disponivel em http://www.virtualdub.org/index acessado em 15 de maio de 2011;

e Imaged

Disponivel em http://rsbweb.nih.gov/ij/ acessado em 15 de maio de 2011.

O experimento e a filmagem foram realizados em um Laboratério do
Instituto de Fisica — UFRJ localizado no 4° andar do bloco A — Cidade

Universitaria. Foram considerados os seguintes cuidados:

1. Eliminacéo de possiveis correntes de ar;

2. Cor branca nas paredes do laboratério utilizadas;

3. Cuidado com o nivelamento: através de um nivel, da mesa utilizada no
experimento bem como sua aderéncia ao solo evitando possiveis
trepidacoes;

4. A mesa utilizada apresentava na superficie formica branca;

5. As referéncias para avaliar as dimensdes no filme foram, além do
carretel, o cronbmetro presente durante as filmagens que apresentava
um diametro de 16cm;

6. A iluminacdo utilizada foi a luz natural e a posicdo e a posicdo da
camera era frontal ao experimento recebendo a luz de forma direta;

7. A filmagem foi realizada em um dia de sol, no periodo da manhg;

8. Foram feitos 20 pequenos filmes, sendo metade com sequéncia de 24
guadros com o0 objetivo de selecionar aquele que permitisse a analise
com qualidade;

9. A mesa utilizada foi marcada, em sua superficie, com distancias de
10cm para auxiliar uma possivel andlise posterior. O comprimento

utilizado, na marcacéao, foi exatamente o perimetro do disco;

Com a camera fotografica no modo video, foi realizada a filmagem do
movimento do carretel. Apds a gravacao foi feita a transferéncia do video para
o computador e este foi trabalhado por meio da utilizacdo de dois softwares

VirtualDub e Imaged, de uso livre.
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Como em qualquer filme, o video digital se constitui por uma sequéncia de
fotogramas digitais em intervalos de tempo fixo. Foram utilizados dois padrées:
24 e 30 fotogramas por segundo. O padréao de 24 quadros por segundo ndo se
mostrou satisfatorio para a fotografia estroboscépica, sendo portanto
descartado.

Foi necessario converter o formato do video de extensdo .mov (utilizado
pela camara) para o formato de video com extensdo .mpg; para essa
conversdo foi utilizado o Any Video Converter. Com o VirtualDub foi
selecionado o trecho a ser utilizado na filmagem. A sequéncia foi decomposta
em fotogramas individuais, onde cada um deles reproduz uma cena do
movimento e 0 seu conjunto se apresenta ordenado no tempo. Com o software
Imaged foi feita a sobreposicdo de todos os fotogramas em uma Unica foto
dando origem a uma fotografia digital estroboscépica do movimento.

Para a filmagem a camera foi fixada sobre um tripé e o conjunto colocado
a uma distancia de 2,5m da mesa e a trés metros do fundo azul, localizada a
uma altura correspondente a 20cm do nivel da mesa. Foi feito o
enquadramento do cenario e iniciou—se a filmagem.

No cenario, o carretel estava inicialmente fixo em uma extremidade por
um fio de algodao curto ligado a um tripé e que seria rompido para dar inicio ao
experimento, enquanto na outra extremidade outro fio de algod&o tencionava o
sistema através de um dinamodmetro tubular, previamente regulado para 2,0N,
também fixo a outro tripé. A gravacao € realizada em aproximadamente 30

segundos. Foram feitas dez filmagens.

4.4 — Os dados obtidos

Os arquivos com os videos séo transferidos da camera digital para o PC
onde, em primeiro lugar, foi selecionado o melhor video; a seguir foi feita a
mudanca de formato e escolheu-se a sequéncia especifica a ser trabalhada.
Foi feita a decomposicdo do filme em fotogramas usando o0 programa
VirtualDub. Foram obtidos 183 fotogramas em todo o intervalo de movimento
selecionado. O filme selecionado foi feito com configuracdo da maquina para

30 fotogramas por segundo. Logo o intervalo de tempo entre dois fotogramas
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sucessivos é de 1/30 do segundo e o tempo de movimento, no intervalo

selecionado do filme, é de:
Atl =182 x i:> Atl = 6,0S
30

A fase seguinte consiste em sobrepor os 183 fotogramas selecionados em
uma unica foto, o que foi feito com o programa Imaged, onde foi utilizado um
incremento equivalente a seis, isto €, a sequéncia inicial tomada a cada seis
guadros o que resulta em uma nova sequéncia de 31 fotogramas, que foram

sobrepostos resultando na imagem apresentada na Figura 4.5.

Figura 4.5 — Fotografia estroboscépica na forma bruta, sem o tratamento
para eliminar sombras.

A mesma fotografia apresentada na Figura 4.5 foi trabalhada para a
retirada de sombras junto com o armario situado no fundo e o resultado pode

ser visto na Figura 4.6.

Figura 4.6 — Fotografia estroboscépica com tratamento da imagem.
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Na figura estroboscoépica obtida o intervalo de tempo entre uma posicao e
a imediata passa a ser de:

Atz =6 x ijAtz 50,205
30

Com o ImagedJ identificam—se as coordenadas dos pontos obtidos na
fotografia estroboscoépica. Utiliza—se como referencial um eixo imaginério
passando pelo segundo ponto do centro de massa. Foi usado o segundo ponto
para neutralizar a acdo, no inicio do movimento, do dinamémetro. Com as

coordenadas e o tempo At, foi construida uma tabela com tempo e posicéo

dos diversos pontos identificados na fotografia.
Se na Figura 4.6 eliminarmos o ponto 2, a foto estroboscopica para
analise fica representada na Figura 4.7. Essa figura foi a base para a

construcéo de todas as tabelas utilizadas na anélise do experimento.

Figura 4.7 — Fotografia estroboscépica com os dois pontos usados no

desenvolvimento do texto.

No capitulo seguinte serd feita a apresentacdo dos dados obtidos no

experimento bem como sua analise.
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Capitulo 5

Analise do experimento

Neste capitulo, sdo apresentados os dados obtidos na filmagem do
movimento do carretel sobre a mesa horizontal, a partir da obtencdo de uma
fotografia estroboscépica do video, como descrito no capitulo anterior [Dias,
2009]. A figura é trabalhada com o programa ImageJ’. Os dados s&o tabelados

e tratados para obtencéo dos valores da velocidade dos pontos do carretel.

5.1 — A leitura dos dados

Para o inicio da tabulacdo dos dados, tomou—se a imagem e tragcou—se
sobre ela um sistema de coordenadas cartesianas no qual a origem (0, 0) é o
primeiro ponto do movimento do centro de massa (CM), como indicado na
Figura 5.1. A andlise envolveu os onze primeiros pontos do movimento. Os
demais ndo puderam ser considerados devido ao fato da 122 posicéo, do
movimento periférico (ponto 3), estar situado sobre um fundo de cor branca (a

mesma cor do ponto), 0 que provocou a interrupgao no processo de medidas.

Figura 5.1 — A imagem estroboscépica obtida do movimento do carretel
com a indicacdo do sistema de coordenadas utilizado.

Na imagem, h& dois pontos cujos movimentos sdo objeto de estudo:

! Image J: Image Processing and Analysis in Java, software livre de dominio publico, disponivel
em http://rsbweb.nih.gov/ij/, consultado em 22 de setembro de 2012.
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e Ponto 1 — centro de massa,;
e Ponto 3 — ponto situado na extremidade do carretel.

Para a realizacdo das medidas, foi utilizado o programa computacional
Imaged. As medidas das posi¢cdes foram inicialmente obtidas em pixels e
posteriormente convertidas para centimetros. A relacéo entre pixel e centimetro
foi fornecida pelo programa ImagedJ que estabeleceu o fator de conversdo em
7,576 pixels/cm.

Para a determinagédo da incerteza experimental das medidas realizadas,
cada marcacao na fotografia estroboscépica foi considerada como sendo um
guadrado e foi medida a extensdo a partir dos extremos do quadrado. Na

Figura 5.2 indica-se a notagao utilizada nas tabelas.

Figura 5.2 — A notacéo utilizada na leitura dos dados.

Ponto superior {y.)

Ponto esquerde (x_)
{*x) oyaaip oluod

Pontoinferior (y_)

Para determinar a incerteza nas medidas experimentais, considerou-se o
tamanho do ponto na imagem:

No alinhamento horizontal (eixo — x):

AX = X, = X_ = Xdireito ~ Xesquerdo

No alinhamento vertical (eixo — y):
Ay =

Y+ = Y- = Ysuperior = Yinf erior

O célculo do valor central, ou coordenada do ponto considerado, foi feito

tomando o valor médio entre os extremos:
1 1
x=2(+x)e y=o (. +y-)
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O calculo foi estendido para cada um onze valores tabulados nas colunas
correspondentes. Para o calculo da incerteza 6 nessas medidas, foram

utilizadas as relacoes:

5.2 -0 movimento do centro de massa do carretel

Na Figura 5.1, o centro de massa esta assinalado, e esta marca aparece
no carretel onde foi colocado um pequeno reticulado branco. A partir da
imagem, sao obtidos os valores apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 para a
posicao (horizontal e vertical, respectivamente) deste ponto em funcédo do

tempo.

Tabela 5.1 — Componente x da posi¢do do centro de massa do carretel
em fungdo do tempo.

Tempo (s) X_ (cm) X, (cm) Xew (€M) 8X (cm)
0.0 -0.89 0.38 -0.25 0.64
0.2 1.27 2.92 2.10 0.83
0.4 4.83 6.10 5.46 0.64
0.6 9.40 10.80 10.10 0.70
0.8 13.21 14.61 13.91 0.70
1.0 17.15 18.30 17.72 0.57
1.2 21.09 22.36 21.73 0.64
1.4 25.03 26.17 25.60 0.57
1.6 28.59 29.99 29.29 0.70
1.8 32.65 33.80 33.23 0.57
2.0 36.59 37.99 37.29 0.70

39



Tabela 5.2 — Componente y da posi¢do do centro de massa do carretel
em fungdo do tempo.

Tempo (s) y- (cm) Y+ (cm) Ycem (cm) Sy (cm)
0,0 -0,76 0,76 0,00 0,76
0,2 -0,76 0,76 0,00 0,76
0,4 -0,76 0,76 0,00 0,76
0,6 -0,76 0,76 0,00 0,76
0,8 -0,76 0,76 0,00 0,76
1,0 -0,76 0,76 0,00 0,76
1,2 -0,76 0,76 0,00 0,76
14 -0,76 0,76 0,00 0,76
1,6 -0,76 0,76 0,00 0,76
1,8 -0,76 0,76 0,00 0,76
2,0 -0,76 0,76 0,00 0,76

Com os dados da Tabela 5.1, foi possivel construir um grafico da
componente horizontal como funcédo do tempo. Este grafico esta apresentado

na Figura 5.2.

Figura 5.2 — O gréafico da componente horizontal do movimento do centro
de massa como fungdo do tempo.
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Usando—se a regressao linear para ajuste dos dados obtidos, verifica-se
que o melhor ajuste? (R?> = 0,999) é encontrado com os valores (tempo em

segundos, posi¢cdes em centimetros):

Xem(t)=19,2t — 14

Considerando a Tabela 5.2, podemos concluir que a componente vertical

do movimento néo sofre variacdo (o movimento é unidimensional).

Pode—se estimar a incerteza experimental na determinacéo da velocidade
através da propagacdo da incerteza nos dados de posi¢ao. O algoritmo usual

para calcular a velocidade é

v(t)= x(t+ At) - x(t) |

At

Para esse ou qualquer outro algoritmos similar, a incerteza corresponderia
ao valor (supondo a incerteza na determinacdo da posicdo como sendo a

mesma, igual a média dos valores determinados da Tabela 5.1, 6x =0,66cm):

=47cm/s.

sv(t)= SXA*F

Portanto, observou—se experimentalmente que o movimento do centro de
massa do carretel, no intervalo de tempo analisado, € um movimento uniforme,

com velocidade:
Vxew = (192 + 47)cm/s = Vxgy = (19 + 5)cm/s.

Para a componente Y, a velocidade é nula.

Ha um dltimo comentario a ser feito. De acordo com a descricdo do
experimento apresentada no capitulo anterior, o carretel é colocado em
movimento pela aplicacdo de uma forca elastica de intensidade 2,0N. Esta

forca atua durante um tempo curto, no inicio do movimento, provocando o

2 0 ajuste foi feito com a utilizacéo do software grafico Grapher GS.
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deslocamento do centro de massa do carretel. Nos dados aqui apresentados,
esta transicdo ndo é observada, mas em outras andlises feitas (com outros
filmes) foi possivel observar em um tempo inferior a 0,20s instabilidade no
movimento inicial, correspondendo ao periodo em que esta havendo a
transformacao da energia de translacéo (fornecida pelo trabalho realizado pela

forca) em energia de rotacdo do carretel.

5.3 -0 movimento do ponto 3 na extremidade do carretel

A trajetdria do ponto 3 marcado na extremidade do carretel esté indicada
na Figura 5.1. Esta trajetéria se da em um espaco bidimensional. O movimento
entdo serd analisado a partir de sua projecao nos eixos cartesianos x e y.

Novamente, as componentes x e y da posicdo deste ponto sé&o
determinadas durante o movimento. A Tabela 5.3 indica os dados obtidos para
a projecao horizontal (componente x) da posicao do ponto 3, enquanto que a
Tabela 5.4 indica os dados para a projecéao vertical (componente y) da posicao

do mesmo ponto.

Tabela 5.3 — Componente x da posigdo do ponto 3 do carretel em fungéo

do tempo.

Tempo (s) X3_ (cm) X3, (cm) X3 (cm) OX3 (cm)
0,0 0,38 1,91 1,14 0,76
0,2 4,83 5,97 5,40 0,57
0,4 12,07 13,21 12,64 0,57
0,6 19,44 20,71 20,08 0,64
0,8 26,68 27,70 27,19 0,51
1,0 32,78 34,05 33,42 0,64
1,2 38,37 39,64 39,01 0,63
14 42,69 43,96 43,33 0,64
1,6 46,89 48,16 47,52 0,63
1,8 49,68 50,95 50,32 0,64
2,0 51,97 53,11 52,54 0,57
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Tabela 5.4 — Componente y da posi¢do do ponto 3 do carretel em funcéo

do tempo.

Tempo (s) Y3 (cm) Y3, (cm) Y3 (cm) d8y3 (cm)
0,0 16,65 17,92 17,28 0,64
0,2 16,52 17,54 17,03 0,51
0,4 15,38 16,65 16,01 0,64
0,6 13,72 14,87 14,29 0,57
0,8 11,18 12,45 11,82 0,64
1,0 8,01 9,15 8,58 0,57
1,2 5,08 6,35 5,72 0,63
14 1,14 2,42 1,78 0,64
1,6 -2,67 -1,40 -2,03 0,64
1,8 -5,97 -4,96 -5,46 0,51
2,0 -9,28 -8,13 -8,70 0,57

Essas duas tabelas permitem a obtencdo dos graficos descrevendo o
movimento horizontal e vertical deste ponto, indicados respectivamente nas
Figuras 5.4 e 5.6. De fato, ndo é necessaria a analise das duas componentes
do movimento, mas ela sera feita apenas para comparacéo. A descri¢cdo fisica
do movimento deste ponto ndo permite o ajuste dos dados por retas, e isto
pode ser claramente observado dos gréficos.

Figura 5.4 — O gréafico da componente horizontal do movimento do ponto
3 na extremidade do carretel como funcdo do tempo.
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Figura 5.5 — O gréafico da componente vertical do movimento do ponto 3
na extremidade do carretel como fung¢édo do tempo.
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De acordo com a discussdo apresentada no Capitulo 3, o movimento de
gualguer ponto do carretel pode ser descrito em relacdo a um observador fixo
ao centro de massa do carretel. Neste caso, em relagcdo ao centro de massa
as posicoes do ponto 3 podem ser escritas como:

*
X3 =X3 — Xcm

y; =Y3—Ycm

Figura 5.7 — O gréafico da componente horizontal do movimento do ponto
3 na extremidade do carretel como funcdo do tempo do ponto vista de um
observador movendo—se com o centro de massa do carretel.

20 — XE(C"")
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A partir das Tabelas 5.1 e 5.3 pode-se calcular as componentes
horizontais instante a instante do ponto 3 visto por um observador que se move
com o centro de massa. O grafico deste movimento est4 apresentado na Figura
5.6. E, a partir das Tabelas 5.2 e 5.4, pode-se fazer o mesmo para as
componentes verticais; o grafico esta apresentado na Figura 5.7.

Figura 5.7 — O gréafico da componente vertical do movimento do ponto 3
na extremidade do carretel como func¢do do tempo do ponto vista de um
observador movendo-se com o centro de massa do carretel.
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Estes graficos indicam, visualmente, o que seria esperado: do ponto de
vista do centro de massa, o ponto 3 descreve um movimento de rotagéo de raio
R. Podemos descrever este movimento usando a notacdo da Figura 5.8
(observando-se que a velocidade angular esta no sentido horario, o que
corresponde habitualmente a uma velocidade angular negativa).

Desta figura 5.8, observa-se que as posi¢cdes horizontal e vertical do
ponto 3 podem ser descrita pelas equacdes:

x3 (t) = R cosa = Rcos(g—e] = x5 (t)= R sen®

y3 (t) = R seno = Rsen(%—@} = y3 ()= Rcos 6
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Figura 5.8 — A descrigdo do movimento do ponto 3 visto por um
observador no referencial do centro de massa do carretel.
A

¥

Essas equacOes e os dados obtidos fornecem duas maneiras diferentes
de determinar o valor do angulo, e portanto da velocidade angular de rotacao.
Apesar da redundancia na determinacédo do angulo, fez-se a andlise nas duas

componentes, notando-se por 0, a fungdo que descreve a variagdo no tempo
do angulo quando determinado pela componente horizontal e por 0, a fungao

obtida pela anélise da componente vertical do movimento do carretel.

Para verificar se 0 movimento de rotacdo é um movimento uniforme,
pode—se fazer a linearizacdo de 0, isto €, obter uma expressao para 6 como
funcdo do tempo. Das equagbOes acima, pode-se escrever os dados do

movimento horizontal:

X3 (t
0, =arcsen X3 )

Para o movimento vertical podemos escrever:

y3 (©)

0, = arccos

y

Foram entdo preparados os graficos de 0, e 6, como funcdo do tempo.

Esses gréficos, apresentados respectivamente nas Figuras 5.9 e 5.10, indicam
claramente que o angulo varia linearmente no tempo para as duas

componentes, indicando um movimento circular uniforme.
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Figura 5.9 — O grafico do angulo 6 obtido a partir da componente
horizontal como func&o do tempo.
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Figura 5.10 — O gréfico do angulo 6 obtido a partir da componente
vertical como fung&o do tempo.
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O melhor ajuste para os dados apresentados na Figura 5.9, com a
exclusao do ponto inicial e dos dois pontos finais, para os quais a analise visual
do video e das fotos revela dificuldades na determinagdo dos valores, € (em

radianos, considerando R? = 0,990):

0, =1038t+ 0,003
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Da fungcdo acima podemos constatar uma velocidade angular constante
(sem estimativa da incerteza) de valor igual a:
o, =1,04rad/s

Para os dados apresentados na Figura 5.10, obtém-se (em radianos,
considerando R? = 0,993):
0, = -0969t+1,457

A velocidade angular correspondente sera igual a:
o, =0,97rad/s

Conclui-se entdo que o movimento do ponto 3 em relagcdo ao centro de
massa pode ser bem descrito como um movimento circular uniforme com

velocidade angular cujo melhor valor é dado por:

o =(1,01+0,04)rad/s
Esse valor foi obtido a partir do célculo da média aritmética entre os valores
obtidos na andlise da componente horizontal do movimento e da componente
vertical deste movimento (a incerteza é calculada também como a média).

co:%( X+coy) , Sw:%(wa+8my)

5.4 — Resultados

Apresentou—se aqui a analise dos dados obtidos na filmagem de um
carretel colocado em movimento sobre uma mesa horizontal lisa. Os videos
foram tratados e transformados em uma fotografia estroboscépica, e os pontos
assinalados no carretel — o centro de massa e um ponto proéximo a borda —
tiveram suas coordenadas cartesianas medidas.

Na analise destes dados, primeiro descreveu-se o movimento do centro
de massa do carretel: observou-se experimentalmente que o movimento do
centro de massa do carretel, no intervalo de tempo analisado, € um movimento

uniforme, com velocidade:
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Vxey = (19,2 + 47)cm/s = Vxgy, = (19 + 5)cm/s.

Para a componente y da velocidade do centro de massa obteve-se valor
nulo (o movimento € horizontal).

Para a descricdo do movimento de um ponto préximo a borda do carretel,
o ponto 3, fez-se a mudanca de sistema de referéncias: a descri¢ao foi feita no
referencial do centro de massa.

Observou-se experimentalmente que o movimento do ponto 3 em relagcao
ao centro de massa pode ser bem descrito como um movimento circular

uniforme com velocidade angular cujo melhor valor é dado por
o= (1,01 + 004)rad/s
O valor da velocidade tangencial no movimento de rotacdo € dado por:
V; =0 x R=(1,01 £ 004)rad/s x (17,8 + 0,2)cm =V, = (180 + 0,7)cm/s

O valor esta compativel com aquele obtido para a velocidade do centro de

massa do sistema.

Em suma, o experimento permitiu mostrar que, no trecho do video

analisado:

e O movimento do centro de massa € uniforme, o que significa que a
resultante das forcas que atua sobre o carretel apds a estabilidade ter

sido alcancada é nula;

e Esta resultante ser nula implica que a forca de atrito de contato entre a
superficie e a borda do carretel é nula, uma observacdo que se revela
de dificil compreenséo por parte dos alunos;

e O movimento do carretel em torno do centro de massa € um movimento

de rotac&o uniforme;

e A velocidade angular de rotacdo € compativel (experimentalmente) com

o valor ®=V,,/R, e com isso pode-se demonstrar que o ponto de

contato esta instantaneamente em repouso durante o movimento.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho, propbs—se a apresentacdo do estudo de rolamento de um
carretel, um exemplo de corpo rigido, para o Ensino Médio. Para isso, deu-se
énfase ao trabalho em laboratério com anélise de dados tomados por meio de
um video, evitando discussdes matematizadas e abstratas, que costumam
induzir concepcfes nao cientificas nos estudantes conforme pode ser visto na
literatura sobre o assunto.

Preparou—se um carretel especialmente para o experimento. Foi feito um
video e obtidos dados do movimento de pontos do carretel, uma composicao
de movimentos de rotacao e translacdo sobre uma mesa horizontal.

Com o video realizado e usando softwares de uso livre foi obtida uma
fotografia estroboscopica do movimento, e assim construiram-se tabelas de
dados para andlise. Com a construcao dos gréficos relativos ao movimento, foi
obtida de forma simples a velocidade do centro de massa do carretel e de
forma nao tdo simples da velocidade angular de rotacdo em torno do seu
centro de massa.

Em virtude de restricbes impostas ao experimento por fatores néo
previstos houve a necessidade de se realizar um recorte no movimento
trabalhado, isto €&, limitar a andlise a um determinado intervalo de tempo. Em
primeiro lugar foi desconsiderado o movimento inicial devido a acao da forgca
elastica utilizada no deslocamento inicial do carretel. Também foi eliminada a
segunda metade do movimento em funcdo da dificuldade de determinar a
posicao correta do ponto localizado na periferia pelo fato do ponto e a mesa de
apoio serem da mesma cor. Apesar dos problemas relatados tal restricdo n&o
impediu a obtencdo de resultados para o trabalho e a discussdo do do modelo
de analise dos dados.

Os dois principais resultados do trabalho referem-se a possibilidade de
discussdo, com base em resultados experimentais, da velocidade do ponto de
contato do corpo rigido com a superficie e do valor da forca de atrito num

movimento de rolamento sem deslizamento em um plano horizontal.

50



A discussao sobre o papel e o valor da forca de atrito no contato entre a
superficie da mesa e o ponto do carretel que a toca € uma discusséo fisica
relevante e esclarecedora, em particular por que é feita a partir de resultados

experimentais.

O produto de nosso trabalho € o video, que pode ser utilizado em sala de
aula da mesma forma proposta aqui neste trabalho, e a animacao
complementar a ele, que pode ser utilizada para discussédo dos conceitos

fisicos relevantes.
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Apéndice A

O rolamento do carretel

Este apéndice esta apresentado na forma de um CD, anexo a este texto.
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