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1. Introducao

Neste suplemento apresentaremos algumas sugestdes de atividades referentes a
problemas de perseguicdo e interceptacdo. Este suplemento destina-se aos professores
de fisica que desejam trazer para o universo da sala de aula uma aplicagdo dos conceitos
de cinematica vetorial e escalar aprendidos em sala de aula. Serdo apresentadas
propostas, onde abordaremos um tema da cinematica escalar ou vetorial. Dentro de cada
proposta seguirdo algumas sugestoes de atividades.

O objetivo das propostas aqui apresentadas é servir como suporte ao professor
de fisica. Partindo destas propostas e atividades, o professor elaborara sua aula de
acordo com sua disponibilidade de tempo e recursos. O objetivo final das propostas aqui
apresentadas ¢ a elaboragdo de atividades que elucidem no nivel do ensino médio os
problemas de persegui¢do, normalmente sé presentes nas aulas de fisica e calculo do
ensino superior. Cada proposta pode ser trabalhada independentemente pelo professor,
dependendo da necessidade e do tempo disponivel. Cada proposta compde uma
unidade, com um tema especifico e com objetivos especificos.

Caso o professor queira aprofundar-se um pouco mais sobre a aplicagdo deste
material no ensino médio, para detalhes a respeito do referencial tedrico na qual este
trabalho se baseia ou detalhes a respeito dos problemas de perseguicao consultar [1]

Segue abaixo os possiveis conteidos que deverdo ser abordados neste

suplemento.

e Cinematica do movimento bidimensional;
e Constru¢do e interpretacao de graficos;

e Graficos de trajetdrias;

e Vetor posicao e vetor velocidade;

e Vetores unitarios;

e Velocidade relativa;

e Problemas de maximos e minimos;

e Parametrizacao de curvas.



1.1. O que sao problemas de perseguicao e problemas

de interceptacao

Basicamente, um problema de persegui¢ao (puro) ¢ definido como sendo a
determinagdo da curva que o perseguidor deve percorrer para alcancar o perseguido que
se move ao longo de uma trajetoria prescrita, com a condicao de que a velocidade do
perseguidor aponte sempre para o perseguido. Um exemplo € o problema do navio
pirata que persegue que um navio mercante, ou o do torpedo que intercepta um navio.
Este tipo de problema pode ter aplicagdes militares bem como ser util a
desenvolvedores de jogos eletronicos (Figura 1). Tem-se observado nos noticiarios que
cada vez mais jovens vém procurando se profissionalizar na area de desenvolvimento de
jogos. Estes jogos estdo cada vez mais complexos e “reais”. Para simular a realidade
expressa nestes jogos ndo basta apenas que o desenvolvedor domine o software e as
técnicas necessarias para a programagdo dos jogos. Faz-se necessario que o
desenvolvedor modele a natureza e a traduza para a linguagem dos games. Esta
modelagem necessariamente passa por conceitos da fisica e da matematica.  Outros
problemas também podem ser tratados da mesma forma. A persegui¢do de uma nave
para atingir a lua, a trajetdria de um nadador que tenta alcangar o outro lado de um rio e

etc.

AB ‘ navio
torpedo

H

A v .

Figura 1: observe a trajetoria de um torpedo (velocidade v) perseguindo um navio (velocidade
V). A condigo de perseguicao ¢é satisfeita: o torpedo (posi¢do C) sempre aponta para o navio

(posicdo D), note que a perseguicdo terminara quando L (distancia entre C e D) = 0.



Historicamente o problema do navio pirata ¢ do navio mercante foi proposta e
solucionada pelo matematico francés Pierre Bouguer (1698-1758) em 1732.
Tipicamente estes problemas sdo resolvidos usando-se equacdes diferenciais, bem como
teoremas do calculo newtoniano, complicados o suficiente para os alunos do ensino
médio.

Tais problemas também podem ser tratados como problemas bidimensionais de
cinematica. Esta ¢ uma das varias proposigoes deste trabalho. Esta simplificacdo, do
calculo a cinematica do ensino médio ¢ uma das vantagens do ambiente de modelagem
e simulacdo que propomos. Em geral, tais softwares, por meio de um determinado
método numérico escolhido pelo desenvolvedor, fazem célculos de derivagdo e
integracdo, devendo ao usuario ter em mente que todo resultado numérico dado pelo
computador ¢ uma aproximagdao. Embora concordemos que ndo podemos deixar de
discutir com os alunos estas “peculiaridades” do mundo dos computadores.
Concentrando-nos nos resultados obtidos por uma simulagdo, ficamos livres para
discutir a validade dos parametros modelados, checar limites, casos particulares e etc.

Dentro da classe dos problemas de perseguicdo podemos agregar outra gama de
problemas, nos quais a condicdo de perseguicdo ndo ¢ satisfeita. Considerando que o
perseguidor ndo aponta (ou olha) mais para o perseguido, mas ainda assim queremos
que o torpedo, por exemplo, atinja o navio. Este ¢ um problema de interceptacao (Figura
2). Aqui as questdes podem ser as mesmas do problema anterior: quais as condigdes
necessarias para que ocorra a interceptagdo? Conforme veremos mais adiante estas
condi¢des sdo surpreendentes. A titulo de exemplo, registramos dois jogos que usam, de
alguma maneira, a perseguicao/interceptacdo como principio: City Defender Hack [2] e

Madness Combat Defense [3].

X
Figura 2: O torpedo A interceptara o barco B no ponto C?



Tais problemas aqui propostos ndo sdo comuns no ensino médio, embora as
competéncias necessarias para tal entendimento ja estejam (ou serdo) formuladas ao
longo do ensino médio. Os problemas de perseguicao/interceptacdo fazem parte de um
cabedal de situagdes a partir das quais o professor langard mao como um apéndice, ou
um aprofundamento, ao estudo de cinematica, principalmente ao ensino de trajetoria de
projéteis. O estudo do movimento de projeteis também ¢é uma possibilidade deste

suplemento.

1.2 O software Modellus

4.01

Modellus 4
INOQ&][esy

Interactive Modelling
with Mathematics
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http://modellus.fct.unl.pt http://advancingphysics.iop.org

Figura 3: versdo do Modellus que utilizaremos neste suplemento.
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Figura 4: Tela inicial do ambiente do Modellus.

E um software de distribuicio gratuita e disponivel em portugués. De acordo
com Teodoro [4], 0 Modellus ndo ¢ um ambiente de modelagem nem de simulagdo. O
software pode ser usado como uma ferramenta de modelagem e/ou como uma

ferramenta de simulag¢do. Neste ambiente o professor € o aluno podem construir seus



proprios modelos, modificar parametros e testar suas hipoteses. E um ambiente
amigavel e de facil manuseio. O aluno escreve as equagdes dos modelos matematicos da
mesma forma que o professor escreve no quadro. Aratjo ef al destaca [5]:

O programa pode ser visto como um micromundo no computador para uso tanto
dos estudantes quanto dos professores, ndo sendo baseado numa metdfora de
programag¢do. Na ‘janela do modelo” o usudrio pode escrever modelos
matemadaticos, quase sempre da mesma forma que a manuscrita do dia-a-dia,
dispensando o aprendizado de uma nova linguagem para a elaboragdo desses
modelos.
Os modelos ¢ animagdes criados no Modellus podem ser confeccionados pelos
proprios alunos, numa perspectiva expressiva, quanto também os alunos podem usar as

animagcdes feitas pelo professor, numa perspectiva exploratoria.
2. Atividades propostas

Nesta se¢do serdo apresentadas propostas, onde abordaremos um tema da
cinematica escalar ou vetorial. Dentro de cada proposta seguirdo algumas atividades. O
trabalho aqui exposto visa ser uma aplicagdo dos conceitos de cinematica vistos em sala
de aula. Portanto sugerimos que tais atividades se apresentem no final do curso de
cinemadtica. Caso o professor deseje introduzir os conceitos de cinematica, utilizando os
recursos computacionais do Modellus, sugerimos outras referéncias (ver [6], [7], [8]).

O material abaixo apresentado servird como fonte de referéncia para o professor
do ensino médio para o preparo de suas aulas. Partindo destas propostas e atividades, o
professor elaborara sua aula de acordo com sua disponibilidade de tempo e recursos. O
objetivo final das propostas aqui apresentadas ¢ a elaboracdo de atividades que elucidem
no nivel do ensino médio os problemas de perseguicdo, normalmente s6 presentes nas
aulas de fisica e célculo do ensino superior. Cada proposta pode ser trabalhada
independentemente pelo professor, dependendo da necessidade e do tempo disponivel.
Cada proposta compde uma unidade, com um tema especifico e com objetivos

especificos.



2.1. Proposta 1 — Problema do ponto de encontro

Nesta atividade iremos abordar um problema classico das aulas de cinematica: o
problema do ponto de encontro. Apresentaremos também nesta proposta 1 uma pequena

introdugdo passo a passo de como se faz uma animagao utilizando o software Modellus.

Exemplo:
Duas particulas A e B seguem uma mesma trajetoria retilinea, com velocidades
V4 e Vg, posicao inicial Syq e Spp, aceleragcdo ay e ap, respectivamente. Qual

serd o instante e a posi¢do de encontro?

Proporemos uma solu¢do para o exemplo sugerido acima. A idéia desta atividade
¢ resolver a questdo proposta literalmente, ou seja, sem os dados numéricos e depois
iremos passar estes resultados para o Modellus onde exploraremos a animagdo e o
modelo matematico.

Escrevendo a equacao da posi¢do para os moveis A e B:

ap .2

SA :SOA+VOA+7t )
SB = SOB + VOB +a7Bt2,

e fazendo S, = Sg temos:

(ag — ag)t® + (Vou — Vop)t + (Soa — Soz) =0, (1.0)

As solugdes para t sao dadas por:

_ —(Voa—Vop)*y (Voa—Vop)?—2(as—ap)(Soa—Sop)
(ag—ag)

t

(1.

Neste momento o professor pode encorajar o aluno a buscar analisar as condigdes
necessdrias para que haja ponto de encontro. A condigdo para que haja ponto de
encontro sera termos ¢ >0. Partindo desta condi¢@o analisaremos alguns casos.
Caso a) Se ay= ap a equagdo (1.0) leva a:

(Voa — Vog)t + (Soa — Sos) = 0,
com solucao:

t = _(SOA_SOB), (1.2)
(Voa—VoB)

seguem-se entdo as seguintes analises:

i. Se Vys > Vypentdo para que ¢ > 0, Sop > Sp4,



ii. Se Vyp < Vy4 entdo para que t > 0, Sp4 > Sos.
Cabem aqui algumas anélises interessantes que podemos fazer com os alunos do
ensino médio.

1) Repare que o tempo de encontro (equacdao 1.2), no caso das aceleragdes dos
moveis A e B serem iguais, independe da a, e ap.

2) As conclusdes (i) e (ii) s@o triviais do ponto de vista pratico. Se a velocidade
inicial do moével A, por exemplo, for maior que a do movel B, para que haja ponto de
encontro o movel B deve estar, inicialmente, na frente de A. Caso contrario o movel A
nunca encontrara o mével B. Mesmo sendo triviais, as conclusoes (i) € (i1) nos mostram
como a coeréncia matematica e fisica vem ao encontro da experiéncia cotidiana. Vale a
pena este tipo de abordagem com alunos do ensino médio. Dar significado concreto aos
simbolos e resultados matematicos ¢ uma importante habilidade que deve ser tratada no
ensino médio.

3) Como proposta, pode-se animar tal exemplo e explorar com os alunos as
diferentes possibilidades de alteragdo dos parametros aceleragdo, posi¢do inicial e

velocidade inicial verificando a validade das conclusoes (i) e (ii).

Caso b) Se Voa= Vg, a equagio (1.0) levando a:
(aqg — ag)t? + (Soa — Sop) = 0, (1.3)

2(Soa—SoB)
t = /— )
(ag—ag) (1.4)

Seguem as seguintes conclusdes, para que ¢ > 0:

Com solugao:

i Se ag> ay, entao S()A > S()B.
ii. Seay > ag, entdo Syp > Sy4.
iii. Para que haja encontro, a4 ndo pode ser igual ap.
Seguem algumas analises:
a) O tempo de encontro independe das velocidades iniciais.
b) Caso as velocidades iniciais sejam iguais, para que haja encontro, se a
aceleragdo de B for maior que a aceleragdo A (conclusdo i) entdo o movel A
tem que estar na frente do mével B (Sps > Spz ). A conclusdo ii segue o

mesmo tipo de analise.



Caso ¢) Se Sy4= Sys, a equagdo (1.0) sera:

(ag —ap)t® + Voa = Vop)t = 0. (1.5)
Fora a solugao trivial quando ¢ = 0, teremos:
— —2(Voa—VoB) (1.6)

(aga—ap)

Seguem as seguintes conclusdes, para que ¢ > 0:
i. Seay > ap, entdo Vog > Vyy.
ii. Seay <ap, entdo Vyy > Vyp.
Seguem algumas analises:
a) O tempo de encontro ndo depende das posi¢cdes iniciais.

b) As conclusdes (i) e (ii) ndo sdo tdo triviais como nos casos anteriores. Para
este caso vale a pena explorar a animacao do Modellus.

Caso d) Caso geral, onde nenhum pardmetro ¢ igual ao outro. E a analise da solugéo

(1.1) da equagdo (1.0). Na equacdo para ¢ (1.1), tera solugao se:
a) Para que ndo haja em (1.1) raiz negativa devemos ter:

2(ay — ag)(Soa — Sop) = Voa — Vop)?,  (1.7)
Segue que a4 < ag.
2.1.1 Animando a proposta 1 no Modellus

1) Na tela inicial o Modellus, localize a janela “Modelo Matematico” e escreva

as linhas como se seguem:

[51 Modellus - Novo Dacumento.
Inicio | Veriavellndependente  Modelo  Parimetros
~ <] = |
AN - @ &
Abrir Nowe Guardsr  Guard dor Ajud Sobre
Preferéncias Ambiente de Trabalho
= || Tabela

Modelo Matematico

Notas E}
t=000 ¢ Mimosomse 5000 1 ||| [2] =8

acima.

Qﬁ? —
Figura 5: tela inicial do Modellus. A janela “Modelo Matematico” encontra-se no lado esquerdo
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Modelo Matematico -
x0a =

via =
aas=

1
;ra=xoa+\-'oa><t+7><aa><t-

x0b =
vob =
ab =

. . . 1.5
Xb=x0b +vOb %t +—xabxt -~

Figura 6:1° passo da animacdo da atividade 1, a modelagem matematica.

Na figura acima representamos exatamente como ficara a janela “Modelo Matematico”
apos a digitacdo das equagdes matematicas apresentadas na atividade 1. Seguem alguns
detalhes do codigo utilizado na modelagem X0a matematica. ¢ a posi¢do inicial do
movel A, V0a ¢ a velocidade inicial do mével A e aa € a aceleragdo do movel A. Xa é a
posicao do mdvel A num tempo z. Para o mdvel B segue a mesma notacdo. No Modellus
fazer a indexagao V4 € um tanto dificil, entdo adotaremos a notacao V0A para indicar

Vo4 . assim como a usaremos para representar outras grandezas indexadas. Ao lado de

cada parametro colocaremos o valor que desejarmos:

Modele Matematico -
x0a =50
vla =30
aa=4

1 =
ka=x0&+1—‘0&xr+7><aa><t-

x0b =250
¥0b = 10
ab=4

1 -
Xb=x0b + vOb x t +—xabxt -

Figura 7: na figura acima foram colocados em cada parametro (posicdo inicial, velocidade

inicial e aceleragdo) valores que satisfizessem a conclusdo (1.3) do Caso a.
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2) Para fazer a animacao, clique em “objetos” situado na barra de ferramentas,
parte de cima da tela do Modellus. Depois clique em “particula”, situado do lado
esquerdo, logo abaixo da barra de ferramentas. Entdo clique numa parte em branco da
tela do Modellus (fora da janela Modelo Matematico). Apds tais passos, sua tela devera

parecer como a figura abaixo:

| Modellus - Novo Documento

Inicie Varidvel Independente Modelc Pardmetros Condigdes Iniciais Tabela Grafico Objectos Motas | Animagdc I
— i Horizonta Vertics i Q
l\) = Coondenadas (&) 30,00 (2 [ 30.00

B Apagar
Particula O Casot Escala, 1 unidade = 1.0000 1.0000 22
Aparéncia Valores
Modelo Matematico -
x0a =10
v0a=15
aa=4

1 >
Xa=xO0a+v0axt+_—xaaxt-
x0b=3
vob =8
ab=4

il .
Xb=xO0b+vObxt+—xabxt=

Figura 8: 1° passo para a animacdo de uma particula.

3) Repita o passo 2 (anterior) para colocar outra particula na tela.

O

O

Figura 9: Detalhe da tela do Modellus apos a colocagdo da 2% particula.

4) Ao clicar em uma das particulas, aparecera logo acima da tela uma série de

configuracdes da particula que foi selecionada

> Modellus - Novo Documento

Inicio Variavel Independente Modelo Pardametros Condigdes Iniciais Tabela Grafico Ohjectos MNotas | Animagao |
Particula 2 R Merd @ Mome Escals Automatica
':J = Coordensdas 2 [30.00 &) | 30.00 ] Projeccie Ao @
Particula Pl Sle sl T 10000 || (] Trajecica (@] D= ST - R Sipandr
Aparéncia Valores

Figura 10: detalhes da configurag@o da particula 2.
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5) Troque as particulas de cor (na barra de configuracdo da particula no lado
esquerdo na seta para baixo ao lado da palavra “azul”) e alinhe-as colocando uma acima

da outra, (detalhe na figura abaixo).

30,00 O

EXxs= 10.00

21 ."."O

Oxbk=3.00

Figura 11: Detalhe das particulas 1(vermelho) e particula 2 (azul) alinhadas.

Para mover a particula clique na particula desejada e veja logo abaixo a direita um
pequeno quadrado. Ponha a seta do mouse sobre este quadrado e verifique que a seta
mudara para uma espécie de “cruz”, clique, segure e arraste a particula para onde

desejar.

O

S
30,00

Figura 12: Em detalhe. Observe o pequeno quadrado abaixo a direita da particula. Clique,

segure ¢ arraste para onde desejar deslocar a particula.

6) As configuragdes podem e devem ser exploradas pelo professor e pelo aluno.
Porém para fazer a animacdo ¢ importante localizar as palavras “Horizontal” e
“Vertical” na barra de configuragdo. A tela de animagdo do Modellus ¢ tratada como um
plano bidimensional, sendo assim a particula pode ter uma orientacdo para se
movimentar na horizontal ou vertical, ou até mesmo se mover na horizontal e vertical ao
mesmo tempo. Mais adiante exploraremos esta funcionalidade. No momento, clique na
particula 1 e abaixo da palavra “Horizontal” clique na seta para baixo (ao lado no
nimero 30.00). Aparecerd uma lista com vérias varidveis. Clique na variavel “Xa” que

orientard a particula a se movimentar na direcdo x. Faca o0 mesmo com a particula B ¢
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oriente-a com a varidvel “Xb” na direcdo horizontal. Obs.: caso deseje, na posi¢cdo
vertical, apague o numero 30.00 e escreva 0. Apds este passo as particulas aparecerdao

conforme a figura abaixo:

gz
5= kD)

Figura 13: Apos o alinhamento e a escolha de Xa e Xb como orientadores da dire¢do horizontal,
as particulas se posicionaram conforme a posi¢do inicial dada na janela “Modelo Matematico”.
Repare que a particula A se encontra a 50 unidades da origem e a particula B se encontra a 250

unidades da sua origem, conforme os pardmetros x0a e x0Ob. Repare que as origens (pequeno

quadrado branco) estdo alinhadas.
7) Clique no botao “Play” e observe a animacdo. Vocé vera o tempo passar € as
particulas se movimentarao. Qual serd o instante em que as particulas passardo pela

mesma posi¢ao?

Figura 14: Tecla “Play”. Situada abaixo da tela a direita.

OW= 55-:-.0
EXb= 55-:-.0

"t =1000( ] Min: 0.00 Max: 5000 4 ] ‘

Figura 15: Posicdo de encontro xa = xb = 550 unidades em 10 “segundos”.
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O Modellus nao interpreta unidades como segundos, metros .. Todo modelo
matematico calculado pelo software ¢é tratado em unidades nio especificadas. Cabe ao
experimentador (professor ou aluno) avaliar com que unidade estd trabalhando. Por
exemplo, na atividade mostrada acima se as velocidades iniciais sdo 30 m/s e 10 m/s
entdo a posicdo de encontro serd em x = 550 m e o tempo ¢t = [0s. Porém se as
velocidades forem em km/h, a posicao serd dada em quilometros e o tempo em horas. Se
as velocidade fossem 30 m/s e 10 km/h o Modellus calcularia do mesmo jeito. Porém a
resposta ¢ =10 nao tera sentido. Vale sempre salientar: quem interpreta e valida os dados

e informacdes dadas pelo software de animacao € sempre o usuario.

2.1.2 Como apresentar a proposta 1 no ensino médio

A seguir sdo apresentadas sugestdes de condugdo do tema com os alunos. Cabe
sempre ao professor a adequagdo do contetido e a decisdo de quanto tempo gastara em

cada etapa.
Parte I

Partimos do principio que os alunos ja discutiram o movimento uniforme
(MU), o movimento retilineo uniformemente variado (MRUYV) e ja resolveram/estao
resolvendo questdes relativas a ponto de encontro sobre uma reta.

1) Pedir para que os alunos fagam a animacdo de dois mdveis que seguem a
equacdo horaria do MRUV. As instru¢des de como animar/modelar foi dada acima. O
professor encontrara a melhor forma de auxiliar os alunos nesta tarefa.

Segue um roteiro inicial para a explora¢do da animagao:

Haverd encontro dos méveis quando ...

1) os mdveis tem a mesma aceleragdo? (a4= ap)
2) os moveis tem a mesma velocidade inicial? (Vys= Vyp)
3) o0s mdveis estdo na mesma posigdo inicial? (Sp4= Spp)

Certamente havera respostas diversas. E bem possivel que numa turma alguns alunos,
apods o uso das animagdes digam que € possivel haver encontro e outros que digam que
ndo havera encontro. O interessante aqui € observar como o aluno lida com o modelo

matematico e como lida com as conclusdes vindas da tentativa e do erro. Num primeiro
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momento, o que o professor quer ¢ que realmente o aluno investigue, tente e erre. Ou
seja, va modificando os valores de V), Sy e a e veja o que acontece na animagao. O
professor deve sempre mediar esta fase da tentativa e do erro, aproveitando este
momento para fazer a ponte entre o que os alunos estao descobrindo com aquilo que o
aluno ja sabia. A mediacdo entre um conceito novo com um conceito ja sabido pelo
aluno ¢ a chamada aprendizagem significativa, proposta por Ausubel [para detalhes ver
ref. 1].

2) Passada a fase da tentativa e do erro, o professor podera resolver, de forma
literal, quando ha e quando ndo ha encontro quando a,= ag, por exemplo. A resolugao
literal da questdo ajudard o aluno a realizar um estudo qualitativo da situacdo dada na
questdo [1]. Sendo assim o professor encorajara os alunos a verificarem
matematicamente as condi¢des de encontro. O objetivo € que os alunos observem que
nos trés casos, da atividade acima, podera ou ndo haver encontro, dependendo de
condi¢des que devem ser satisfeitas. Mesmo que o aluno ainda persista em encontrar as
condi¢des de encontro de uma maneira empirica, vale a pena mostrar matematicamente
que o modelo matematico pode prever tais condigdes.

3) Segue uma tabela a ser completada pelo aluno:

Caso Havera encontro?
1) a,= ag Sim | Quando ...
Niao | Quando ...
2) Voa= Vo Sim | Quando ...
Niao | Quando ...
3) S()A= S()B Sim Quando
Nao | Quando ...

A tabela em si nao tem nenhuma aplicagdo pratica. Nao sera o tipo de tabela em que os
alunos terdo que memorizar as condi¢des de encontro. O interessante aqui € a confec¢do
da tabela, no sentido de organizar idéias. Nesta atividade o processo vale mais que o
produto.

4) Passado o processo inicial, pode-se encorajar o aluno a resolver algumas
questdes tipicas utilizando os recursos do Modellus. Segue abaixo uma sugestdo de

questao:
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Dado o grdfico abaixo, determine a distancia inicial para que haja encontro

entre a moto I e a moto Il no instante t=4s.

AN
V(m/s)
Moto |
4
1 1 1 a4 =
T T 1 >
t(s)
-1
Moto Il

Figura 16: grafico vxt de duas motos. Sugestdo de questdo a ser resolvida.

Parte 11

Para a atividade proposta nesta parte sera necessario que o aluno ja tenha

estudado conceitos relacionados a composi¢do vetorial da velocidade. Uma vez que

estenderemos o movimento unidimensional para o caso bidimensional, é necessario que

o aluno também tenha estudado o movimento de uma particula sobre uma superficie.

Para todos os casos estudados desconsideraremos a influéncia do atrito.

Ao estender o caso unidimensional para o caso bidimensional faremos apenas

com que os moveis sigam as equagdes do movimento uniforme nas dire¢des horizontal

e vertical.

Segue abaixo uma sugestdo de animagao, para o caso bidimensional:

Modelo Matematico

vax
vay

xa=vaxxt

ya =vay =t

vhx

vby

d
xb=vbxxt+d

yb =vby xt

-vby _

" xd
vbx

xintersecap =———

vay vby

vax vbx

/3y
yintersecan =| — " x xintersecan

Figura 17: modelo matematico da animacao bidimensional.
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A figura acima mostra o modelo matematico da animagdo para o caso
bidimensional. Seguem as explica¢des de cada linha:

Nas linhas 1 e 2 definimos as varidveis V,, e V,,, que sdo as velocidade do movel
A para as dire¢des x (horizontal) e y (vertical). Repare que a indexagdo no Modellus ¢
um tanto complicada, sendo assim trataremos, por exemplo, a velocidade do objeto a na
dire¢do x como sendo vax ao invés de V,,. Neste exemplo ndo daremos diretamente o
valor das velocidades. A velocidade dos objetos serdo atribuidas por um vetor, o que
garantird a interacdo da anima¢do com o modelo matematico. A aplicacdo deste vetor
sera vista logo abaixo.

Nas linhas 3 e 4 definimos a equagdo da posi¢do do objeto A nas diregdes x € y.
Repare que nas equagdes, o movel A inicia seu movimento na origem dos espagos.

Nas linhas 4 e 5 definimos as velocidades do movel A, assim como o fizemos
com o movel A, nas linhas 1 e 2.

Na linha 6, definimos a variavel d, que serd a posicao inicial do mével B (na
direcdo x). Neste caso, também ndo definiremos um valor prévio para d. O valor desta
variavel sera determinada pelo usudario por um indicador de nivel. Veremos logo adiante
como usar este indicador de nivel.

Nas linhas 7 e 8 definimos a equagdo da posi¢do do objeto B nas dire¢des x e y.

Nas linhas 9 e 10 definimos o ponto (x,y) onde ocorre a intersecao das trajetorias
dos moveis A e B. Se tratarmos as trajetorias dos méoveis A e B como sendo equagdes
da reta sobre um plano x e y tal como y = ax+b, e fizermos a intersecdo destas retas,
encontraremos O Xinsersecio € V intersecio- E uma interessante atividade para o aluno.

Segue a tela com a animacao:

- C

Figura 18: animacao bidimensional dos moéveis A(bola azul) e B(bola vermelha).
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Na figura acima:

- A particula A (em azul) esta configurada para que siga xa na dire¢ao horizontal
e yb na diregdo vertical. O mesmo foi feito com a particula B (em vermelho), xb e yb
direcionam a particula na horizontal e vertical respectivamente.

- A particula em amarelo estd configurada para ocupar a posiCa0 Xinsersecio €
Yintersecio- N@ horizontal € a variavel xintersecao e na vertical a variavel yintersecao.

- A seta em azul € um vetor (¢ a seta escrita “vector” na aba “objectos” na barra
de ferramentas do Modellus). Este vetor esta configurado para que a direcdo horizontal
do modvel A seja representada pela variavel vax e na diregcdo vertical seja representada
pela variavel vay. Da mesma forma o vetor em vermelho representa as velocidades nas
dire¢des x e y para o movel B. A medida que interagirmos com estas vetores as
velocidades x e y vao mudando.

- O indicador de nivel, achado na barra de ferramentas, na aba “objectos” esta

configurado para a varidvel d. Podemos interagir com este nivel aumentando ou
diminuindo o valor de d.
E importante que todas as particulas (azul, vermelha ¢ amarela) estejam com seu
sistema de coordenadas iniciando sobre o mesmo ponto. Observe a figura 19 e veja o
pequeno quadrado, a esquerda logo abaixo. Este ¢ o ponto (0,0) é a origem das
coordenadas x e y. Todas as particulas devem ter suas origens em comum.

Aperte o “play” e veja o que acontece.

Figura 19: detalhe da animacdo dos moveis a e b.

De fato, a particula amarela marcou a posi¢do de interse¢do entre as trajetorias

dos moveis A e B. Porém, este ponto de intersecdo nao corresponde, sempre, ao ponto
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de encontro entre os mdveis. O que € necessario para que o ponto de interse¢do seja o
ponto de encontro? Mais um excelente momento para se discutir com os alunos. Tal
discussdo fara parte da proposta 2, logo adiante, onde a particula A serd um navio e a

particula B sera um torpedo interceptador.

2.2 Proposta 2 — Estudando o circulo de Apolénio

Nesta atividade temos como pré-requisito o estudo do movimento de uma
particula sobre um plano, tal como a atividade anterior. Deseja-se que os alunos também
j& tenham estudado o conceito de vetor unitirio e saibam parametrizar curvas, pelo
menos a parametriza¢do de uma circunferéncia, curva que sera utilizada nesta atividade.
Considere o seguinte problema [9]: um porta-avides com o leme perigosamente
avariado segue um curso retilineo rumo a sua base naval para reparos, embora seus
sistemas eletronicos de defesa tenham detectado a presenga de um submarino hostil nas
cercanias. Os sistemas de detecgdo do submarino mostram na tela do monitor que a
distancia relativa entre os dois é de 1 km. A celeridade do porta-avides ¢ duas vezes
menor do que a do torpedo que lhe estd reservado. O comandante do submarino
pergunta ao seu imediato se a solu¢do de interceptagdo ¢ favoravel. O oficial responde
afirmativamente. O comandante entdo ordena: “Disparar torpedo”. Com o leme
inutilizado e, logo, incapaz de efetuar qualquer manobra evasiva, o porta-avides esta
condenado. Seré fatalmente atingido pelo torpedo.

A solugdo de interceptagdo favoravel que fez com que o comandante do submarino
ordenasse o disparo do torpedo ¢ uma figura geométrica conhecida pelos matematicos
como o circulo de Apoldnio em homenagem ao grande matematico grego, Apolonio de
Perga (c. 262 a.C -- 212 a.C.). O problema do porta-avides e do torpedo ¢ uma versao
high-tech do problema original de Apolonio que tratava de um navio mercante € um
navio pirata que procurava interceptd-lo. A geometria do problema esta representada na

Figura 20.
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E

o @ > X

(Navio) (Torpedo)

Figura 20: rota de colisdo entre um navio e um torpedo

Como fazer para que o ponto E, intersecdo entre as trajetdrias do navio e do

torpedo, seja o ponto de encontro? Para tal, uma condigao tem que ser satisfeita:
tAE = tBE,

ou seja, para que o ponto E, seja o ponto de encontro, o tempo que o navio leva para
chegar ao ponto E tem que ser o mesmo que o torpedo levara para alcancar o ponto E.

Sendo assim:

AE _ BE

Va VB

2

onde AF ¢ a distancia percorrida do ponto A até o ponto E, BE ¢ a distancia percorrida
do ponto B até o ponto E, V4 e Vp sdo as velocidades do navio e do torpedo,

respectivamente. Sendo assim a equagdo acima ficara:

B =2k 0
Vi  AE

a razdo das velocidades e das distancias ¢ igual a uma constante .
O circulo de Apolonio sera definido como sendo o conjunto dos pontos E tal que
a equacdo (2.0) seja satisfeita. Escrevendo AE, BE em termos das coordenadas x e y,

chegamos a seguinte equacao:

BE =\ (x —x2)?>+y, (2.1)
AE = (x—x5)*+y, (2.2)
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onde x e y sdo as coordenadas do ponto E e x4 e xz s@o as coordenadas horizontais,
inicial, do navio e do torpedo respectivamente. Substituindo as equagdes (2.1) e (2.2) na

equacao (2.0) e com um pouco de algebrismo chegamos em:

, N ) . A 2 2_ p2
que ¢ a equagdo cartesiana de uma circunferéncia (x-xg)° + (y-y9)° = R” com centro em:

k?x,—xpg
Xog = i1 e y,=0 2.4)

e raio igual a:

R= —k(l’lc‘:flf‘) 2.5)
A equagdo (2.3) € o circulo de Apolonio dos pontos A e B quando ¢ = 0. A equagdo
(2.0) ¢ uma forma de definir, de uma maneira diferente a usual forma da circunferéncia
definida pela geometria plana em que, o circulo ¢ definido como o conjunto de todos os

pontos do plano equidistantes de um ponto arbitrario O que também pertence ao plano.

[m]

Figura 21: circulo de Apolonio em preto, equacdo (2.3), para k=0,5 e para o ponto A(0,0) e

B(200,0). A particula em amarelo indica o centro do circulo de Apolonio.
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Figura 22: circulo de Apolonio em preto, equagdo (2.3), para k=1,9 ¢ para o ponto A(0,0) e

B(200,0). A particula em amarelo indica o centro do circulo de Apolonio.

A intercepta¢ao do torpedo serd possivel se a trajetéria do torpedo estiver na
dire¢do da linha que une o ponto inicial do torpedo e o ponto onde a trajetoria do navio

cruza o circulo de Apolonio. Seguem alguns exemplos:

Figura 23: Supondo que o navio siga uma trajetoria marcada pela reta D, o torpedo podera
interceptar o navio se direcionarmos este torpedo para o ponto E ou para o ponto F. Sendo este o
exemplo dado na figura 21, onde & = 0,5 ou seja, o torpedo ¢ mais lento que o navio, torna um

resultado interessante. O torpedo tem duas possibilidades de atingir o alvo!
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Figura 24: Sendo o navio mais lento que o torpedo (k = 1,9 — ver figura 22) o torpedo s6 tem

uma “chance” de interceptar o navio caso este siga uma trajetoria determinada pela reta D.

2.2.1 Animando a proposta 2 no Modellus

Para desenhar o circulo de Apolonio no Modellus, foi necessario
parametrizarmos a equagdo da circunferéncia: (x-xp)° + (v-yy)’ = R’
A parametrizacao ficara:
X = xy + Rcos(t), (2.6)
Yy =Y + Rsin(t), (2.7)
O Modellus nao faz graficos de fungdes implicitas tais como a equagdo da
circunferéncia. Para que se desenhe a circunferéncia ¢ necessario parametrizar
conforme as equacdes (2.6) e (2.7). A variavel ¢ nas equagdes acima ¢ a variavel
independente. Segue abaixo um exemplo onde usa-se todos os conceitos desenvolvidos

na proposta 2.
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ova = 20.46 ovh =11.07

k=054

o Q@

@
s Xp - 4
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Figura 25: tela inicial da animagdo modelada na figura 26.

vax

vay

¥a=vax =t

ya =vay x t

vbx

vby

d

xb=vbx=t+d

yb = vby x t

vb =sqrt{ vbx 2+ yby 2 ]
va =sq|'t[ vax =+ vay 2 )

b
k==
- L-l‘
xcentro =[,JiJ
{ =-1 ]
yeentro =0
(fxd)
rdip =—————~
abs[ 1-k= ]

xcrculo = xcentra + raio = cos( £)
yoculo = yoentro + raio =sin( £

vay
vag =——

vax

[ (2= xcentm]+sqrt{ (2 xxcal?t."-:ajz -4 r[ vaa = +1 ]![ xcentro = - raio 2 ]]]
Xmais = =
{2![\«'&&—+1]]
{ [z !xce.'m'o)—sqrt[ (2= xcanr.l'u]z -4 I[ vaa 2 +1 J I{ xcentio 2 - raio 2 J]]

xmenos

2
[Exﬁvaa—+1n
¥mais = vaa x xmais
YMEenos = ¥aa X Xmenos

Figura 26: jancla do modelo matematico da atividade proposta 2. A explicagdo linha a linha segue logo
abaixo.

A particula amarela ¢ o centro do circulo de Apollonius, na figura 26 esta
representada pelas variaveis xcentro (linha 13) e ycentro (linha 14), dados pela equagao
(2.4), onde neste caso x,=0 e x,=d.

O lapis desenhard o grafico o circulo de Apollonius representados por xcirculo
(linha 16) e ycirculo (linha 17), com raio (linha 15) dado pela equagdo (2.5). A fungdo
abs(1-k’) (linha 15) no Modellus representa o médulo de (I-k°). xcirculo e ycirculo

foram dados segundo a parametrizacao dadas nas equacdes (2.6) e (2.7).
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Os vetores azul e vermelho indicam o vetor velocidade do navio e do torpedo
respectivamente. Estes vetores ddo as componentes V, e V), para que possamos calcular
o modulo da velocidade do navio e do torpedo, representados respectivamente por va
(linha 11) e vb (linha 10). As velocidades va e vb servem para o calculo da constante k&
(linha 12). Lembrando que esta constante k servirda para o calculo do circulo de
Apoldnio nas equagdes (2.4) e (2.5). Estes vetores estdo “ligados” as particulas. De tal
forma que quando a animagdo se iniciar os vetores acompanhardo as particulas. Para
“ligar” os vetores a particula, verificar o menu de configuragcdo do vetor (clique no vetor
e logo baixo da barra de ferramentas aparecera o menu de configuragao).

As particulas preta e roxa sdo os pontos onde a trajetoria do navio (particula azul)
cruzara o circulo de Apolonio. A particula preta estd representada pelas varidveis
xmenos (linha 20) e ymenos (linha 22) e a particula roxa estd representada por xmais
(linha 19) ymais (linha 21). Estes pontos foram calculados a partir do simples calculo da
intersecdo entre as equacdes da circunferéncia (x-xg)° + (y-y9)° = R’ ¢ a equacio da reta y
= ax, que representa a equagdo da trajetoria retilinea do navio. Da interse¢do desta duas
equacdes calculamos xmais, ymais, xmenos e ymenos.

A figura abaixo mostra a evolugdo da animacao descrita acima.

ova =20.46 ovh =11.07

mk=054

N
= c

Q
o

Figura 27: evolugdo temporal da animagdo sugerida na proposta 2.

A interatividade neste modelo se da pela alteragdao dos parametros. Podemos
alterar o vetor velocidade do navio, verificar onde estardo os pontos de interse¢ao

(particulas preta e roxa) e direcionar o vetor velocidade do torpedo para um destes
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pontos. E interessante notar que nem sempre temos a intersecdo da trajetdria do navio

com o circulo de Apolonio, vai depender dos valores dos parametros.

2.2.2 Como apresentar a proposta 2 no ensino médio

Apbds a demonstragdo da equacdo (2.0) pede-se aos alunos que fagcam a seguinte
atividade:

Considerando a figura 20, dados AE, BE ¢ VA, calcular qual devera ser VB que
satisfaca a equagdo (2.0). Ou seja, primeiro determinamos o ponto de encontro entre os
moveis. Sabendo a velocidade do navio calcularemos qual deverd ser a velocidade do
torpedo para que haja colisdo naquele ponto escolhido. Fica a critério do professor
solicitar dos alunos a animagao desta atividade.

Se fossemos levar em conta um pouco da realidade, nem sempre poderiamos
calcular a velocidade do torpedo em funcdo da velocidade do navio. Em geral a
velocidade do torpedo e do navio ja sdo dados do problema. O que temos que
determinar ¢ se havera ou nao colisdo. E se houver, em que ponto sera.

O professor pode entdo demonstrar a equacdo (2.3) ou simplesmente,
dependendo da turma, mostrar esta equacdo como sendo a solu¢do geral da equagdo
(2.0). Ou seja, a equacdo (2.3) € a colecao de todos os pontos E (pontos onde pode haver
interceptacdo). Lembrando que esta colegdo de pontos mostrada pela equagdo (2.3) s6
depende das posicdes iniciais do navio e do torpedo e das velocidades dos moveis.

A interceptagdo entre o navio e o torpedo se dard entdo no ponto que a trajetoria
do navio e do torpedo se cruzam no circulo de Apolonio. Ver figuras 23 e 24.

Sugere-se que o professor incentive os alunos a fazerem animagdes de
iterceptacdo entre o navio e o torpedo, desta vez utilizando as idéias do circulo de
Apolodnio.

Explorando a animacdo, discuta com os alunos que caso havera ou nao
interse¢do entre o navio e o torpedo. Discuta o limite de validade da equagdo (2.3). O
que acontece quando k> [ ou k < [?

Este tipo de animag¢do, usando o circulo de Apoldnio, poderia ser usado por
algum tipo de jogo? Encontre com seus alunos quais tipos de jogos “utilizam” o
conceito de interceptacdo estudado aqui. Digo “utilizam” (entre aspas) pois nao tenho
certeza de qual algoritmo o programador dos jogos disponibilizados na internet usa para
calcular como os projéteis atingirdo seus alvos. Vale a pena, para aqueles alunos mais

aficionados por fisica, procurar qual o método utilizado para que o projétil atinja o alvo
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nos jogos encontrados na internet. Incentivar estes alunos a pelo menos implementarem,
no papel, um jogo onde se use o conceito do circulo de Apoldnio seria uma atividade

bem interessante.

2.3 — Proposta 3: Problemas de perseguicao pura

Para que haja uma perseguicdo, dita pura, o perseguidor (p) deve sempre estar
“olhando diretamente” para o perseguido (m). As letras p e m fazem mencdo ao
tradicional problema de perseguicdo envolvendo o navio pirata, o perseguidor, ¢ um
navio mercante, o perseguido. Em termos vetoriais, dizemos que esta condi¢do ¢
satisfeita quando o vetor velocidade do perseguidor aponta na mesma direcdo que a
diferenga entre o vetor posicao do perseguido e o vetor posi¢do do objeto perseguidor.

Veja a figura:

Figura 28: A persegui¢do “pura” ocorre quando o vetor velocidade do perseguidor aponta na dire¢do e

sentido do vetor r.
Se usarmos o vetor unitario para representar esta perseguigao:

i =—m"Tr
[rim—1pl”

Definimos v,, = 1, = kil como sendo a velocidade do perseguidor.

Usamos o vetor unitdrio para que possamos chegar as equacdes da velocidade do
perseguidor de uma forma mais simples. Podemos simplesmente considerar, porque o

perseguidor sempre aponta para o perseguido:
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Tm— T =T= Q(t)vp: (3.2)

onde o coeficiente O(), dependente do tempo, garante a proporcionalidade entre o vetor
posicao relativa e o vetor velocidade do perseguidor. O coeficiente Q(?) deve obedecer

as seguintes condicdes:

Q(0) = ip; Q(tencontro) =0, (3.3)

V.

onde d ¢ a distancia inicial do perseguidor € o perseguido € v, € 0 modulo da velocidade

do perseguidor. Derivando a equagdo 3.2:
T — i'p = Q(t)vp + Q(t)i’pa (3.4)
onde 7,, = Vs

Como o vetor velocidade v, ndo muda sua magnitude, este vetor tem que ser

perpendicular ao vetor aceleragao:
Vp.Vp =0, (3.5)

Multiplicando v,, aos dois membros da equagdo 3.4:

vy (Irm — ) = Q(O)Vy. v, (3.6)
ou
UmVpx — Vp? = QD)% (3.7)
integrando a equacdo acima:
UmX — Uyt = Q)12 — dvy, (3.8

quando t = tepcontro OCOITE 0 €ncontro, sendo X = Vy,tencontro € Q@ (tencontro) = 0, temos

que:

dvp

tencontro -

(3.9)

2_y 2"
VpZ—Um

Para estudarmos a cinematica do problema de perseguicdo proposto, voltamos a

equacado (3.1) e definimos uma constante k, como:
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lepll _ (3.10)
1Vl

onde v;, ¢ a velocidade do objeto perseguido e v, € a velocidade de perseguidor. A

equacdo de k acima diz que o médulo a velocidade de p ¢ proporcional a velocidade de

m. Juntando a equacao (3.1) e a constante k temos:

Yp_ Tm™Tp (3.11)
kllvmll ”rm_rp”,
onde teremos:
Tm—Tp
v, = k||v,, || —=. (3.12)
p = kw2

Considerando x(t) e y(t) como sendo as equagdes paramétricas de v, e considerando

p(t) e q(t) como sendo as equagdes paramétricas de v,, temos:

(0 = k(p — 2) POPEOP

oo ao—vor 13

N BOPHIOP
v =klg-y )J[p(t)—x(t)]z+[q(t>—y<t>]2’ (319

onde x(2) ¢ y(t) sdo as posi¢des nos eixos horizontal e vertical do perseguidor p e p(?) ¢
q(t) sdo as posicdes nos eixos horizontal e vertical do perseguido m.

No trabalho aqui proposto, consideraremos conhecida a trajetéria do
perseguido m e desejaremos saber qual serd a trajetoria do perseguidor p. Sendo assim,
consideraremos conhecidas as equacdes p(?) € ¢(t) e a partir das equagdes (3.13) e
(3.14), com ajuda do Modellus calcularemos as equagdes x(z) e y(z). Em geral quando
temos a equacgdo da velocidade de um movel (x(t)), podemos achar a equagdo da
posicao (x(t)) por uma simples integracao:

x(t) = [ x(t)dt,

calcular x(2) e y(t) a partir das equacdes (3.13) e (3.14) por simples integracdo ndo ¢ uma
tarefa trivial. Esta ¢ uma das grandes vantagens do Modellus. Por intermédio de um
método numérico, o software pode calcular as equagdes da posicdo x € y com uma boa
aproximagao.
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2.3.1 Animando a proposta 3 no Modellus

Faremos abaixo o passo a passo da animac¢do de uma perseguicdo, onde o

perseguido segue uma trajetdria retilinea.

v

Figura 29: Se o perseguido m seguir uma trajetdria retilinea, como sera a trajetoria de perseguicio de p?

Segue abaixo a tela do modelo matematico do problema acima.

Modelo Matemético -
k=15
vp =40

vg =0
p=40=f
g =200
sqrt[ v N Vg e ]

sart( (p-x)7 +(a-v)7)
dx ;
—_—= » D - x ranr
ar - (p-x)=raz
dy _, R
E—J.X(-_‘—_ﬁ)xaa‘:

ralz

Figura 30: modelo matematico da animacgdo da curva de perseguicdo onde o perseguido segue uma
trajetoria retilinea.

Na linha 1 escrevemos a variavel &, equacao (3.10), onde atribuimos o valor de
1,5 por exemplo.

Nas linhas 2 e 3 determinamos as componentes horizontal e vertical da
velocidade do objeto perseguido. Observe que foi atribuido 40 para a componente
horizontal da velocidade de m e atribuimos o valor 0 para a componente vertical da

velocidade de m. Ou seja, o objeto m, seguird uma trajetoria retilinea na horizontal.
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Nas linhas 4 e 5 escrevemos as equagdes paramétricas p(z) e g(¢) do objeto m. A
equacdo da posicao p € dada por 40¢ e a equagdo ¢ ¢ igual a 200. Ou seja, o objeto m
seguird uma trajetoria retilinea de acordo com a equagdo p=40¢t. O objeto m também
seguird seu movimento a uma distancia de 200 unidades do eixo horizontal.

Na linha 6 foi definida uma variavel chamada raiz. A Gnica razdo desta variavel
¢ tornar as linhas 7 e 8 mais limpas. Uma vez que esta varidvel aparecera nas linhas 7 e
8.

Na linha 7 escrevemos a equagado (3.13) da velocidade do movel p na diregao
horizontal. Para que o Modellus calcule a equagao da posi¢ao em fungdo da equagao da
velocidade € necessario que a equacdo da velocidade esteja escrito na forma diferencial
X =dx/dt.

Na linha 8 escrevemos a equacao (3.14) da velocidade do movel p na diregdo
vertical.

Uma vez escrito o modelo matemadtico, basta que coloquemos duas particulas
sobre a mesma origem. Cada particula deve seguir as variaveis p € ¢, no caso do objeto

m o perseguido, e as variaveis x ¢ y do objeto p, calculados pelo Modellus.

Hag= 200,00 Q
By = 153,72 O

EH:=683Ep = 120.00

Figura 31: animagdo da persegui¢do onde o perseguido segue uma trajetoria retilinea.
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2.3.2 Como apresentar a proposta 3 no ensino médio

Esta atividade tem como pré-requisito os conceitos de velocidade instantanea,
vetor posicdo relativa e vetor unitario. A velocidade instantanea ndo ¢ muito explorada
pelos livros didaticos de ensino médio. Citamos [10] como exemplo de livro onde tal
conceito ¢ bem abordado. No apéndice desta dissertacdo apresentamos uma proposta de
atividade onde abordamos o conceito da velocidade instantanea via utilizacdo do
Modellus.

O professor inicialmente pode sensibilizar a turma quanto ao problema de
perseguicao aqui proposto. Basta que o professor enuncie o problema a ser tratado:

Considere um navio mercante que navega com velocidade constante (vy),
quando de repente é avistado por um navio pirata. Os piratas, sem titubear, iniciam a
perseguicdo. O navio pirata também navega com velocidade constante em modulo
(vp).Vamos considerar que o navio pirata “ndo tira os olhos” do navio mercante. Ou
seja, a todo momento o navio pirata segue o navio mercante. A idéia ¢ fazer uma
animagdo cujos objetivos sdo responder as seguintes perguntas:

1) Como serd a trajetoria do navio pirata? Suponha que conhecemos a trajetoria
do navio mercante. Este é um problema de perseguicdo e ndo de interceptagao.
No problema de interceptagdo,a velocidade ndo aponta necessariamente sempre
para o perseguido.

2) Em quais condi¢des o navio pirata alcan¢ard o navio mercante?

3) Quais sdo as vantagens/desvantagens de ‘“olhar diretamente” para o navio
perseguido? Ou seja, seguir o navio mercante é melhor ou pior do que
interceptd-lo?

4) Em quanto tempo o navio pirata ira alcangar o navio mercante?

Como a condi¢do “olhar diretamente para o navio pirata” pode ser modelada
matematicamente? Esta condicao estd representada na equagdo (3.1).

Onde, neste caso, 1, € Ty, s30 0s vetores posi¢do do navio pirata € do navio
mercante respectivamente. E 1, € o vetor velocidade do navio pirata. Seguindo a
equacdo ¢ seus desdobramentos, podemos chegar nas equagdes (3.13) e (3.14). Onde
p(t) e q(t) sdo as equagdes paramétricas do navio mercante € x(z) € y(z) sdo as equagdes
paramétricas do navio pirata. p(t) e ¢(t), x(t) e y(t) sdo as velocidades na diregdo
horizontal e vertical do navio mercante e do navio pirata. A constante k ¢ a razao entre

os mddulos das velocidade do navio pirata o navio mercante. Basta que escrevamos as
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equacdes acima no Modellus para que possamos obter as equacdes x(?) € y(¢) do navio
pirata (que € o que buscamos para responder nossos objetivos propostos na questao
acima). Ver figura 30 onde estd sendo mostrada a tela que devemos digitar no modelo
matematico. Considerar com o aluno o primeiro problema onde o navio mercante segue
uma trajetoria retilinea.

Passado o desafio da animacdo, o aluno e o professor estdo livres para a
interagdo com o modelo matematico. O professor deve incentivar os alunos para que
estes alterem os valores dos parametros ¢ at¢ mesmo mudem a anima¢ao a fim de
responder as perguntas que foram postas no inicio desta se¢do.

Na questao 1 o aluno logo perceberd que a trajetéria da perseguicdo ¢ bem
diferente da trajetoria estudada nos problemas de interceptacdo. Certamente esta curva
ndo ¢ a famosa parabola, tdo comum no estudo de cinematica do ensino médio.

Na questao 2 podemos nos orientar pelas seguintes questoes:

- O que acontece quando k>17?

- O que acontece quando k<[?

- O que acontece quando k>1?
k é a constante dada entre a razdo das velocidades (Ver equagdes 3.1 e 3.11). E através
da constante k que determinaremos as condi¢des de encontro.

Na questao 3 discutiremos as vantagens e desvantagens de perseguirmos o navio
mercante ao invés de intercepta-lo. Esta ¢ uma questdo aberta e livre a discussao.
Apresento ao uma vantagem e uma desvantagem. Vantagem: Ao usarmos a condi¢do
de persegui¢do apresentado na equacdo (3.1) o navio pirata seguird o navio mercante
para onde quer que 0 navio mercante se mova. Se tornarmos a persegui¢ao um pouco
mais realistica, onde o navio mercante tenta fugir do navio pirata mudando sua rota,
imediatamente o navio pirata também mudard sua rota. Segue como sugestio uma
animag¢do onde o navio mercante muda sua rota ¢ 0 navio pirata ainda segue o navio

mercante.
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A0 = tr p =168
15

_-'|-||-| rp o= 168
200 + 30 x[ 3—4,:]
sqrt[ Vo E Vg 2 ]

st (p-x)7+(a-)7)

ralf =

dx _
dr
dy
dt

fex{p-x)=raz

=lkw(g-y)=raz -
W

Figura 32: sugestdo de animagdo de perseguicao onde o navio mercante muda sua trajetdria duas vezes e

0 navio pirata ainda continua a persegui-lo.

A Unica mudanca que fizemos, das animagdes anteriores, foi a parametrizagao
do movimento do navio mercante, representado na nossa animagao pelas equagoes p(t) e
q(t). Nas linhas 2, 3, 4 ¢ 5 do modelo matematico acima estdo as parametrizagdes das
dire¢des horizontal e vertical do navio mercante.

A animacdo acima ¢ apenas uma sugestdo. Fica ao encargo do professor e do
aluno modificarem os valores acima apresentados. Desvantagem: O tempo que o0 navio
pirata demora para encontrar o navio mercante ¢ maior neste tipo de persegui¢do do que
se simplesmente interceptassemos o navio mercante (utilizando a técnica do circulo de
Apolonio). Estudar o tempo de encontro entre os navios ¢ uma atividade interessante.
Segue abaixo uma atividade onde podemos explorar o tempo de encontro dos navios.

Considere a seguinte situacdo: E se o navio pirata ndo fizesse uma persegui¢ao
pura nem interceptasse o navio mercante? Considere a figura abaixo como ilustrativa de

outra possibilidade de perseguicao:
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Pl

Figura 33: O navio mercante (M) segue uma trajetoria retilinea na vertical e o navio pirata seguira
primeiro uma trajetéria até uma altura h e depois seguird uma trajetoria vertical até alcancar o navio

mercante.

A janela do modelo matematico desta nova animagdo segue abaixo:

Modelo Matematico -
p =200
h =100
vp =60
vm =40

, h
theta =arctan| —
]

vpx = vp =cos( theta)
vpy = vp =sin( theta )
tﬂ'=sqlt[ p=+h ]
vp
200« x =200

_[\-'px %t
[h+wpx(f-td)s x=200
. _[w}, .
ym=vmx{
xm =p

Figura 34: Novo modelo de perseguicéo.

No modelo acima repetimos as mesmas condi¢des das animagdes anteriores. A relagdo
(k) entre as velocidades do navio pirata (vp) e do navio mercante (vm) € 1.5 assim como
a animacdo inicial apresentada na figura 30. As posi¢des iniciais também sdo as
mesmas. E o navio pirata segue as equagdes x € y € 0 navio mercante segue as equagoes
ym e xm. Temos entdo a possibilidade de comparar o tempo de que o navio pirata leva
para “capturar” o navio mercante.

A idéia ¢ variar o valor de 4 e ver qual serd o tempo de encontro. A constante 4 ¢ a
distancia que o navio pirata toca a trajetdria do navio mercante. Para os valores dados
acima, se h for 180, este sera o & cujo o tempo de encontro serd minimo. Este ¢
exatamente o tempo de encontro de interceptagdo tal como as animagdes que usam o

circulo de Apolonio.
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[ e = 200

Figura 35: exemplo do modelo apresentado na figura 40. O navio pirata é representado pela particula

azul e o navio mercante pela particula vermelha.

Para o caso de uma perseguicdo pura, o calculo do tempo que leva a
perseguicao, chamado 7.,conre € dado pela expressdo (3.3). O tempo de encontro entre
os navios pode ser determinado, no caso do problema de interceptagdo, com
manipulagdes algébricas simples. Vale a pena incentivar os alunos a comparar o tempo

de encontro entre os trés modos de perseguicao apresentados nesta proposta.

2.4 — Proposta 4: O pato e o cachorro

Esta atividade propde uma animagdo que mostra o caso em que o objeto

perseguido m segue uma trajetoria curvilinea ao invés da trajetoria retilinea, mostrada

na proposta anterior.

Figura 36: o objeto perseguido segue uma trajetoria, conhecida, curvilinea. Qual serd a curva de

perseguicdo de p?




A diferenga agora sdo as equacdes paramétricas do objeto m (o perseguido). O modelo

matematico permanece o mesmo do que foi apresentado na figura 30.

2.4.1 - Animando a proposta 4 no Modellus

As equagdes 3.7 e 3.7 continuam sendo solugdes do problema proposto. Segue
abaixo como ficara o modelo matematico escrito no Modellus:

Modelo Matematico

l=15

vp =-200 =sin( )
vg =200 =cos( )
p =200 =cos( t)

g =200 =sin( £)

sqrt[ V] N ¥q 2 J
raiz =

_sql't[[p-ff]zﬂq-:f')z]

=k={p-x)=iaz

a [
g|S a2

I=J.><(-.?-}-‘)><."a.'z

Figura 37: modelo matematico da animagdo da curva de perseguicdo onde o perseguido segue
uma trajetoria curvilinea.

A trajetoria do perseguido ¢ dada pelas equagdes paramétricas p € g, nas linhas 4

e 5. Nas linhas 2 e 3 estdo as respectivas equacdes da velocidade em fungdo das

equagoes p e g. Repare que as equagdes vp e vg sao as derivadas das equagdes p ¢ gq.
Segue abaixo a figura da nova perseguicao:

140,66
= 128.12

OB ==143a80

Figura 38: animacédo da perseguigdo onde o perseguido segue uma trajetoria curvilinea.
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2.4.2 Como apresentar a proposta 4 no ensino médio

Como pré-requisito desta atividade sugerimos que o aluno ja tenha trabalhado
com a atividade proposta 3 [se¢ 2.3].

Enunciaremos assim a perseguicao ocorrida entre um cachorro e um pato:

Suponha um cdo no centro de um lago circular de raio R e um pato na beira do

lago. O pato foge do cdo em movimento circular uniforme na margem do lago com
velocidade constante em modulo. O problema serd determinar a trajetoria do cdo que
procura alcangar o pato.

Certamente este ndo serd um problema trivial para os alunos do ensino médio. O
interessante nesta proposta ¢ a oportunidade que o professor tera de mostrar outras
trajetorias de persegui¢do. E uma excelente oportunidade de o professor trabalhar com
os alunos sobre a parametriza¢do de trajetorias. O que acontecerd com a curva do pato
caso alterassemos os parametros das equagoes p € g? No modelo matematico mostrado
acima o pato se movimenta numa trajetéria circular num sentido anti-horario, como
alterariamos as equacdes a fim de que o pato se deslocasse sobre a mesma trajetoria s6

que no sentido horario?

2.5 — Proposta 5: O cachorro e seu dono

Para a realizagdo desta atividade deseja-se que os alunos estejam familiarizados
com os conceitos de velocidade instantanea, decomposicdo de vetores e suas
propriedades.

Consideremos uma variante do problema de perseguicio descrito em [11]. E um
caso de perseguicdo pura, onde o perseguido encontra-se parado. Um cachorro esta
numa das margens (ponto B da figura abaixo) e seu dono esta no outro lado da margem
(ponto A). As aguas do rio correm com uma velocidade em moédulo w. Se o cachorro
tem uma velocidade em modulo igual a v e considerando que este sempre olha para seu

dono, qual ser4 a trajetoria do cachorro ao atravessar o rio?
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Seu dono A «— B Cachorro

Figura 39: problema do cachorro e do seu dono.

Este problema ¢ uma variante de um tipico problema de perseguicdo. A diferenga é que
desta vez o objeto perseguido encontra-se parado, além, ¢ claro, da interferéncia da

correnteza. O vetor posicao do cachorro em relacdo ao seu dono (ponto A) ¢ dado por:

r(t) = x(@)ut yt)uy .

Cachorro t>0

v

Cachorro t=0

Figura 40: vetor posi¢do do cachorro num instante qualquer.

Da equagao 5.1 temos que o vetor velocidade do cachorro ¢ dado por:

dar(t) dx dy
= —u, +—u,,
dt dt X dt Y

como o cachorro sempre se alinha com a dire¢do do seu dono situado na posi¢do A, ou

seja, o cachorro sempre aponta no sentido oposto do vetor r(t), entdo:

tan() =2

x b

da equagdo 4.3 e da figura 39 temos que:
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% = —vcos(8) + wy, (5.4)

d .
d—jt’ = —vsin(0) +w,, (5.5)

onde v ¢ o modulo da velocidade do cachorro. Este modulo sera considerado constante.
O que mudara serd o vetor velocidade. As constantes w, € w, sdo as componentes
horizontal e vertical da velocidade da correnteza. Na figura 39 representamos apenas
que a correnteza segue a dire¢do y, porém nas equacdes acima consideramos um caso
geral, onde a correnteza pode ter tanto componente horizontal quanto vertical. Se
dividissemos a equagdo 5.5 pela equacdo 5.4 eliminariamos explicitamente a
contribuicdo do tempo e obteriamos dy/dx. Com mais algumas manipulagdes
matematicas chegariamos entdo na fun¢do y(x). O que buscamos ¢ algo mais simples.
Desejamos ver a cinematica do sistema, ou seja, desejamos ver como o movimento do
cachorro evolui com o tempo. Desejamos conhecer r(z). Inserindo diretamente no

Modellus as equacdes 5.4 e 5.5 obteremos diretamente as fungdes temporais x(?) € y(2).
2.5.1 Animando a proposta 5 no Modellus

Segue abaixo a figura mostrando a janela do modelo matematico desta

animacao.

Modelo Matematico =

g

theta =arctan

v =100

dx )

P cos( theta )+ wx
dy o
Pk %sin( theta )

e—
S'-'ll't[ X2y s ]

sqrt[ X EN 2 ]

w=sart| wx 2+ wy 2 )

Figura 41: modelo matematico da trajetoria de um cachorro em dire¢do ao seu dono.

Na linha 1 usamos a equagao 5.3 para expressarmos o valor de 6.
Na linha 2 determinamos o valor de 100 unidades para o moédulo da velocidade do

cachorro. Este valor pode e deve ser alterado pelo usuario.
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Nas linhas 3 e 4 escrevemos as equacdes 5.4 ¢ 5.5. Lembrando que ao usarmos uma
equacao diferencial no Modellus temos que dar valores para as condi¢des iniciais x(0) e
¥(0). Os valores sdo dados na aba “condi¢des iniciais” na parte de cima da barra de
ferramentas. Daremos x(0) = 500 e y(0) = 0. Nao ha nenhuma razao especial para o
valor 500 em x(0). A tnica condicdo que satisfizemos em y(0) = 0 é que o cachorro
comegara sua trajetdria diretamente a frente do seu dono.

Nas linhas 5 e 6 escrevemos xu € yu como sendo as componente do vetor unitario p(z).
O sinal negativo significa que o vetor unitdrio estara apontando para a origem, posi¢cdo
em que se encontra o dono do cachorro (posi¢ao A).

Na linha 7, calculamos o modulo da velocidade (w) do vento. Os valores de wx e wy
serdo dados de maneira interativa, usando-se um vetor, diretamente na janela de

animacao.

Adb B

Figura 42: animacdo do movimento do cachorro nadando em dire¢@o ao seu dono

Na figura acima vemos a particula, representando o cachorro, fazendo uma
trajetoria de B para A. No lado direito da figura estd um vetor representando a
velocidade do vento. Este vetor € interativo. A medida que alteramos a direcdo ¢ o
sentido deste vetor os valores de wx e wy (linhas 3 e 4 da figura 41) serdo computados
pelo nosso modelo matematico. O vetor que estd na particula, ¢ o vetor unitirio de

componentes xu € yu.

/®/ W =
292.20

A B

Figura 43: detalhe da trajetoria do cachorro
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Observe que o vetor unitario, que acompanha a particula, sempre aponta para a

posicao A.
2.5.2 Como apresentar a proposta 5 no ensino médio

Antes do uso do Modellus sugerimos que o problema da travessia do rio seja

tratado com o uso de uma animagao interativa feita em Flash:

Pausa
¥ <<
LE Haltl Q 6 Recomegar

H Vetor Resultante

8w e Exibir

B Linha de Direcao

Velocidade do barco
e em relacdo a agua (m/s)

Figura 44: animagdo interativa da travessia de um rio usando um barco.

Esta simulacao foi encontrada em [12]:

A seguinte atividade pode ser conduzida:

1) Acesse a simulag@o “A travessia do rio”. O acesso pode ser feito via web ou
se o professor preferir pode-se fazer o download da simulagdo no seguinte
enderego: http://omnis.if.uftj.br/~pef/producao_academica/dissertacoes/

2) Teste atravessar o rio fazendo o barco ir de um cais ao outro (situado na
outra margem do rio)

3) Faga a travessia mais algumas vezes s6 que desta vez com a fungdes “Vetor
Resultante” e “Linha de direcdo” marcadas. Quando estas fungdes sdo
exibidas ficar mais fécil fazer a travessia do rio.

4) Se escolhermos a travessia de um lago (marcar op¢ao logo abaixo a direita) o
barco atravessard um lago sem a influéncia da correnteza.

Na atividade sugerida acima, o aluno logo percebera que sera mais facil fazer a

travessia se o vetor resultante entre a velocidade do rio e a velocidade do barco apontar

para o destino desejado.
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5) Faca o barco atravessar o rio de tal maneira que o barco atinja a outra

margem num ponto diretamente a frente do cais de partida. Veja o detalhe da

figura:

I

Atingir este ponto

Figura 45: atravessando o rio numa posi¢ao oposta ao ponto de partida

A razdo desta proposta ¢ checar se o aluno entendeu que para atingir o
ponto desejado, ¢ s6 fazer com que o vetor resultante entre as velocidades
aponte para o ponto desejado.

6) A nova questdo ¢ a seguinte: vocé percebeu que para o barco atingir o ponto
sugerido foi necessario fazer com que o barco apontasse para uma dire¢ao
diferente do ponto onde queriamos chegar. Ou seja, o vetor velocidade, que
indica para onde o barco esta apontando nao esta direcionado para o ponto
onde desejamos. Se estivéssemos neste barco estariamos olhando para um

ponto e parariamos em outro.

Porém chegariamos

Estarfamos olhando nesta posi¢do
para esta posigdo :

/ Posicdo da partida

Figura 46: detalhe da travessia do rio
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E como ficaria a travessia se decidissemos sempre olhar na direcdo do ponto de
chegada? Ou seja, como ficaria a travessia do rio se o vetor velocidade do barco sempre
apontasse para o ponto onde desejamos parar?

7) Considerando tais questdes, faca o barco atravessar o rio de tal forma que o

vetor velocidade do barco sempre aponte para o ponto onde se deseja atingir.
Quais serdo as novas dificuldades? Como sera a trajetoria do barco?
Certamente ndo serd uma linha reta!

Para a resolugdo de tais questionamentos se faz necessario estudarmos esta
animac¢do um pouco mais de perto. Para tal sugere-se que os alunos transcrevam o
modelo matematico apresentado na figura 30. E necessario que o professor explique a
funcdo de cada linha deste modelo matematico.

Ao se realizar a animagdo no Modellus, o aluno logo verd o formato da trajetoria
da particula. Seria interessante chamar a aten¢do quanto ao fato de que este problema se
tornou um problema de perseguicdo (onde o perseguido estd parado). Qual foi a
condi¢do que tornou a animagdo em um problema de perseguicdo? Esta certamente ¢é
uma excelente oportunidade de discussdo. O que torna esta animag¢do num problema de
perseguicdo ¢ o fato de que o vetor velocidade do barco sempre aponta para o “objeto
perseguido” que ¢ o ponto onde se deseja chegar. Como esta condi¢do esta sendo
representada no nosso modelo matematico? E a equacio 5.3 que garante a condi¢do de

que o perseguidor apontara sempre para o ponto perseguido.

8) Sugere-se entdo que o aluno explore a animagdo feita no Modellus.
8.1) Varie os valores de velocidade da correnteza ( vetor w) e verifique quais
s30 os valores em que a particula atingird o ponto A (ponto situado do outro
lado da margem do rio)? Experimente diferentes valores de w. Comece
fazendo com que o vetor w s6 tenha a componente y (tal como a animacao
em Flash da travessia do rio sugerida no inicio da atividade).
8.2) O que acontece no movimento da particula se o mdédulo da velocidade
da correnteza for igual ao moédulo da velocidade da particula (w = v)?
8.3) E se o valor de w << v, 0 que acontece com a trajetdria da particula ? (e
se o valor de w for muito menor que v)

8.4) E se o vetor w s6 tiver a componente da velocidade na diregdo x?
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Apéndice

Velocidade instantanea no Modellus

Esta atividade sugere ao professor de ensino médio uma forma de mostrar ao

aluno do ensino médio o conceito de velocidade instantdnea. O objetivo da atividade

. . d e e
proposta ¢ mostrar que a fungdo —; representa um taxa de variagdo infinitesimal. A

. . " , . . \ ~ Ax .
velocidade instantdnea num ponto P ¢ aproximadamente igual a razdo —, quanto At ¢
bem pequeno. Neste caso, escreveremos que a velocidade instantanea no ponto P ¢ dada

dx . ;g , . .
por —. O professor do ensino médio podera conduzir os alunos de acordo com o roteiro

abaixo:

1) Considere o seguinte modelo matematico, representado na figura 1

Modelo Matematico =

¥=5oxf 2
Ax
At
dx
E=
v2=10x=f
aff =v2 - vl

vl =

Figura 1: modelo matematico da atividade sugerida

Na linha 1 escrevemos a fun¢do x(t) representativa do movimento retilineo de um
objeto. Na linha 2 definimos uma variavel vI. E a velocidade média do mével num
intervalo de tempo At. Na linha 3 definimos uma funcdo v2. O objetivo da atividade ¢
verificar qual ¢ a representacao desta variavel. Na linha 4 escrevemos que a variavel v2
¢ dada por /0¢t. Na linha 5 definimos uma variavel diff. Esta variavel ¢ a diferenca entre

os valores de v2 e vI.
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2) A partir do modelo matematico descrito acima construimos os graficos a seguir:

‘Gréfico -

oo
2y
(]

Figura 2: grafico v x ¢ da fungdo x(t)

Este ¢ um grafico v/ x t e v2 x t. Sdo graficos representativos da velocidade em fungdo

do tempo.

3) vl ¢ a velocidade média da movel num intervalo de tempo At. Este intervalo de
tempo pode ser alterado no Modellus.

Na aba “variavel independente”, localize “Passo (At):” O At defaut ¢ 0.100 s.
Podemos alterar o At como quisermos. O grafico mostrado acima (figura 2) foi feito
para At = 1.00. Veja a figura 3 abaixo onde mostramos a tela completa da animagdo. A
medida que o tempo vai passando as velocidades vao mudando, porém se dermos um

pause, observaremos que a diferenga entre os valores de v2 e v/ ¢ igual a 5.00.
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{3 Modellus - C:

files\] de derivada 6. modellus s
Inicio Variavel Independente Modele Parametros. Condiges Iniciais Tabela Grafico Objectos Notas
Varidvel Independente: t
Passo (At):
Min: awn]| Mic 50,0000
Varidvel Independente
Modelo Matemético = Grifico

Byr=11500
10

Bp2=12000

B diff=5.00

Figura 3: tela da animacdo onde At = 1.0 s. O grafico estd mostrado em detalhes na figura 2.

4) Altere o valor de At para 0.500 e observe o grafico. Observe que a diferenca

entre os valore de v/ e v2 ficou menor.

(3| Modellus - C:

files\ de derivada 6.modellus S
Inicio Varidvel Independente | Modelo  Pardmetros  Condigdes Iniciais Tabela Gréfico Objectos Notes
Varidvel Independente:
Passo (At):
Min: Max: 50.0000
Varidvel Independente
Modelo Matematico = Grafico -
x=5xt =
_bx _—
S 7A! o E 1 7
vl = 117.50

Bz =120.00

diff = 2.50

Figura 4: graficovxfcom At =0.5s

5) Se alterarmos o valor de At para 0.01, observaremos que quase ndo ha diferenca

entre os valores de v/ e v2, observe a figura 5.
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Assim mostramos que a variavel v2 se aproxima de v/ quando At se aproxima de
um valor bem pequeno. v2 ¢ a velocidade instantdnea do movel e ¢ dada por v2 = 10t.
Que ¢ a equagdo horaria da velocidade do movel (v = v0 + af). Retirando os dados da
funcdo x = 5, temos que a velocidade em um instante 7 é dada por v = 10z.

Na atividade acima mostramos que a velocidade instantanea do movel € uma

aproximacao infinitesimal. Quanto menor o At mais proximo da velocidade instantanea
~ dx , .
chegaremos. Na verdade, o professor pode observar que a funcdo 5 ¢a derivada da

fungdo x(t). E como bem sabe, a derivada da posi¢do em fungdo do tempo sera a

velocidade instantanea do mével.

[~ 3 -G D files\Ts do de derivada 6.modellus -
Inicio Variavel Independente Modelo Parametros Condigdes Iniciais Tabela Grafico Objectos Motas

Varidvel Independente:

0
X

Passo (At):
Min: 0,004 Max: 50.0000

Variével Independente

Modelo Matematico - Grafico

vz = 121.08
vz =12105

By2=121.10

B diff = 0.05

=
= | Tabela & |

Figura 5: grafico vx f com At =0.01 s
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