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Apéndice C - Uma aula sobre o potencial elétrico e

equipotenciais
C.1- Introdugéo

Este material € o um produto instrucional de um trabalho de Mestrado Profissional
em Ensino de Fisica. Esta aula esta baseada na estratégia de ensino utilizando analogias
e que consiste das seguintes etapas: 1) Introduzir o conceito alvo (aquilo que se deseja
ensinar); 2) Revisdo do conceito analogo; 3) Identificar as caracteristicas relevantes de
alvo e analogo; 4) Mapear semelhancas; 5) Indicar as limitacdes da analogia; 6)

Esborcar conclusoes.

Como pré-requisitos, o aluno devera ter conhecimentos sobre energia potencial

mecanica, lei de Ohm e lei de Kirchoff.
C.2 - Introduzindo o conceito alvo e revisao do conceito analogo

Quando estudamos trabalho e energia, aprendemos que um objeto que esta a uma
altura h acima do solo (figura C.1) possui uma energia potencial gravitacional U = mgh
devido a presenca de um campo gravitacional g. Do mesmo modo, uma carga elétrica

possui uma energia potencial elétrica devido a presenca de um campo elétrico E.
— Linhasdc campa -
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Figura C.1 - Representacdo do campo gravitacional.
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Se uma carga positiva estiver, por exemplo, entre as placas de um capacitor (figura

C.2), ela sera repelida pela placa positiva e atraida para a placa negativa.

No caso gravitacional, para elevarmos um objeto do solo até uma altura h é
necessario realizar trabalho. Este trabalho altera a energia potencial mecénica, AU =
mgh. Analogamente, também precisaremos realizar trabalho para levarmos uma carga
positiva das proximidades da placa negativa até as vizinhancas da placa positiva,
alterando a energia potencial elétrica. Se a particula for solta, ela serd acelerada em

direcdo a placa negativa, convertendo energia potencial elétrica em energia cinética.

No caso gravitacional, se empurrarmos um objeto como uma massa duas vezes
maior até a mesma altura, realizaremos duas vezes mais trabalho sobre ela e a variagdo

da energia potencial mecanica sera duas vezes maior.

Repare as tabelas abaixo. Para cada altura num campo gravitacional existe um
valor fixo de energia por massa que seria 0 analogo ao potencial elétrico num ponto que

é o valor de energia por carga.

Massa Energia Potencial Energia / Massa

Gravitacional

1kg 10J 10 J/kg
2kg 20] 10 J/kg
3kg 30J 10 J/kg
4Kkg 401 10 J/kg

Tabela 1 - Consideremos g = 10 m/s” e altura = 1m.

Massa Energia Potencial Energia / Massa

Gravitacional

1kg 20] 20 J/kg
2kg 401 20 J/kg
3kg 60J 20 J/kg
4 kg 80J 20 J/kg

Tabela 2 - Consideramos g = 10 m/s’ e altura = 2m.

Do mesmo modo, se empurrarmos uma particula como o dobro da carga elétrica
no exemplo do capacitor, o trabalho realizado serd duas vezes maior. Repetindo o

processo com outras particulas com cargas diferentes, a energia potencial elétrica sera
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proporcional a carga g. No entanto, a razdo entre a variacdo da energia AU e a sua carga
g sera a mesma em todos os casos (AU/q = constante). Do mesmo modo, o trabalho
mecanico para levar um objeto de um ponto a outro no espaco por unidade de massa
também é uma constante, ou seja, AU/m = gh = constante, dependendo apenas do ponto
de partida, do ponto de chegada e do campo gravitacional g. Este fato nos diz que no
campo elétrico entre as placas do capacitor existe uma grandeza que nao depende da
carga de prova. Essa grandeza é chamada de diferenca de potencial elétrico, V. No caso
do capacitor, o trabalho para deslocar a carga de uma distancia d sera AU= F.d = qEd.

Definimos o potencial elétrico como:
Potencial elétrico = energia potencial elétrica/carga

Ou seja, 0 potencial elétrico (J/C) é analogo a energia gravitacional / massa (J/kg).
A unidade utilizada para o potencial elétrico é o volt (simbolo V). O potencial de 1V é

igual a 1 joule (1 J) por 1 coulomb (1C).

1v=11JC
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Figura C.2 - Um capacitor de placas paralelas. As linhas horizontais representam linhas
(superficies) equipotenciais e as setas verticais representam o campo elétrico (linhas de

campo).
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O potencial elétrico (ou voltagem) é uma funcdo do espaco, ou seja, a cada ponto
do espago pode possui um valor de potencial elétrico, mesmo que nenhuma carga esteja

presente naquele ponto.

Mas afinal, o qué sdo os campos? As linhas de campo sdo somente uma maneira
de descrever um campo de forma geometricamente. Se desenharmos linhas na direcédo
do campo (elétrico ou gravitacional), ou seja, linhas tangentes ao vetor campo (g ou E),
elas serdo chamadas linhas de campo, conforme esté ilustrado nas figuras C.1 e C.2.
Estas linhas mostram a direcdo do campo gravitacional (figura C.1) ou do campo
elétrico (figura C.2). Mas se quisermos representar a magnitude (mddulo) do vetor
campo? Podemos construir uma regra de que a intensidade (modulo) das linhas é
representada pela “densidade” de linhas, ou seja, pelo nimero de linhas por unidade de
area de uma superficie perpendicular as linhas. Para uma carga pontual, a densidade de
linhas decresce com 1/r?, porque o médulo do campo elétrico nas vizinhancas de uma

carga pontual varia como E = kqg/r’.
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Figura C.3 - Linhas de campo e equipotenciais (V1, V, e V3) para uma carga pontual. As duas
regides nas vizinhancas dos pontos P; e P, mostram que o a “densidade” de linhas é maior nas

vizinhancas de P; do que nas vizinhangas de P,.

E quanto ao potencial, podemos também representa-lo geometricamente? A
resposta € sim! Podemos encontrar uma representacdo geométrica para o potencial. A
maneira mais facil é desenhar superficies nas quais o potencial € constante — superficies
de igual potencial . Mas qual ¢ a relacdo geométrica entre a superficie equipotencial e as

linhas de campo? Como o campo elétrico € aproximadamente (exatamente para um
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campo uniforme) dado pela variagédo do potencial entre dois pontos, AV, dividido pela
distancia, d, entre estes dois pontos (E = AV/d), entdo o campo E deve ser perpendicular
a superficie pois, ao longo da superficie equipotencial AV = 0, longo a componente do

vetor E ao longo da superficie é nula.
C.3 - Identificar as caracteristicas relevantes de alvo e analogo

As caracteristicas relevantes entre o nosso alvo — como o potencial se distribui no
espaco, ou seja, a solugdo da equacdo de Laplace — e o conceito analogo — a lei de Ohm

— € que em ambos 0s casos, 0s dois sistemas obedecem a mesma equag&o.
Dada uma configuragédo de cargas, como o potencial se distribui no espago?

Vimos que, analogamente ao caso mecanico onde o trabalho por unidade de massa
para levar uma objeto de um ponto a outro do espaco é uma funcdo do campo
gravitacional g, a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos arbitrarios no espaco
é uma funcdo do campo elétrico E que preenche o espaco, mas independe da carga de

prova utilizada para medir esta diferenca.

Uma superficie equipotencial é um lugar geométrico imaginario, ou seja, nao tem
existéncia fisica real, de todos os pontos do espaco que tém o mesmo potencial elétrico.
Por exemplo, na figura C.2 quaisquer pontos entre as placas do capacitor que estejam
equidistantes das placas estardo sobre uma superficie equipotencial. Os pontos A e B,
por exemplo, estdo a mesma distancia das placas positiva e negativa. O trabalho para
levar uma carga de prova do ponto A até a placa negativa sera igual ao trabalho para
levar a mesma carga de prova do ponto B até a placa negativa. Dizemos entdo que 0s
pontos A e B estdo sobre a mesma superficie equipotencial, que na figura esta
representada por uma linha horizontal, a linha de 0 V. Os pontos C e D também estdo

sobre uma outra superficie equipotencial, no caso sobre a superficie de — 4V.
C.3.1 - Deducéo da equacéo de Laplace discretizada bidimensional
Considere uma superficie bidimensional conforme mostrado na figura C.4

Podemos aplicar a lei de Kirchoff (o somatdrio das correntes chegando ou partindo de

um no é nula) no ponto O e nos pontos adjacentes.
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Como os resistores sao iguais, temos que Vi + V, + V3 + V- 4V, = 0, ou seja, Vo,
= (V1 + V2 + V3 + Vy)/4. O potencial de um ponto € igual a média dos potenciais de

seus vizinhos proximos.

Vy
Figura C.4 — Discretizac8o de um sistema bidimensional.

Este exemplo que acabamos de ver, também é valido para o caso gravitacional. Na
figura C.1, o morador do apartamento da coluna do meio no terceiro andar —
apartamento 302 - possui uma dada energia potencial gravitacional. E féacil verificar
que, se os vizinhos do lado, de cima e de baixo, possuem todos a mesma massa do
morador do 302, a energia potencial gravitacional do morador do 302 sera a média das

energias potenciais dos moradores do 301, 303, 402 e 202.
Exemplo: equipotenciais em um capacitor de placas paralelas

A seguir, apresentamos alguns exemplos de aplicacdo do método da relaxacéo
utilizando o programa EXCEL. Uma caracteristica interessante é que podemos
acompanhar a evolucdo dos campos até que se atinja uma configuracdo estavel. As

versdes mais recentes permitem atribuir uma escala de cores as células conforme o seu
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valor numérico. Este recurso € muito importante, pois permite ao aluno visualizar as

linhas de campo.

Nos célculos utilizaremos a ferramenta referéncia circular, ou seja, formulas que
se refiram a si mesmas. Por exemplo, o potencial no ponto (Xo,Yo) depende do potencial
em (X, +AX, Yo) que por sua vez também depende do potencial em (Xo,Yo). O EXCEL foi
desenvolvido de modo a permitir este tipo de céalculo. Outra caracteristica é

possibilidade de utilizar o calculo automatico ou o calculo manual.

Nos exemplos a seguir, utilizaremos a referéncia circular. Este recurso permite
que utilizemos formulas que se refiram a si mesmas. Em todos os exemplos,
inicialmente o aluno “monta” a geometria de estudo. No caso de um capacitor, parte de
uma linha da planilha representa uma das placas e parte de outra linha representa a outra
placa (Figura C.5). Para indicar que as placas sdo eletrodos, atribuimos cores as
respectivas células. Para indicar o valor do potencial dos eletrodos, atribuimos um valor
numérico as células correspondentes aos eletrodos. Para variar facilmente o valor dos
eletrodos, atribuimos o valor de cada célula o valor de uma célula que chamaremos de
controle. Por exemplo, na figura C.5, a célula B25 controla os valores da placa positiva,
enguanto a célula B26 controla os valores da placa negativa. Ao mudarmos o valor das
células B25 ou B26, automaticamente os valores das placas do capacitor serdo

atualizados.
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Figura C.5 — Comecando a praticar. As linhas em cores representam as placas de um capacitor
de placas paralelas. Os valores numéricos indicam os potenciais aplicados as placas que séo

controlados pelos valores indicados nas células B25 e B26.

O passo seguinte é utilizar o método da relaxagdo. Para tanto, atribua a cada
célula ndo eletrodo, um valor que seja a média aritmética dos seus vizinhos. Por
exemplo, a célula F14 assumira o valor: (G14+E14+F13+F15)/4. Repita esta operacéo
para todas as células ndo-eletrodo dentro da regido de interesse. O resultado sera que o
valor da célula F14 dependerd do valor da célula F13, mas o valor da célula F13
dependera do valor da célula F14. Isto chama-se referencia circular e provavelmente

receberemos um do programa (figura C.6).

Microsoft Office Excel

Avtsn de referéncia circular

Uhrsd 2w imaks For rulies contlm urma referdncio cintuler o tahee ndo sepam caloulsdss cormatarmonte, Retordnies ciroulres sio odas oo
) referéncias dentro da wma formula que dapendam dos resultados dessa measma formula. Por exemplo, uma calula que =a refere a0 28U
£ % proprio vakor ouuma oélula que se refere a outra oéiula, gue dependa do valor da céhula original contém referénclas croulares.

Pord obter maes efor mag i sobrd Como comprstncien, localizor ¢ romoir rofiedrcis Crculanes, clicpe om OF, Corso wool Quiird corilr uma
ralerémcia circular, clique em Cancelar para conbinuar.
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Figura C.6 - Aviso de referéncia circula.
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A planilha ndo pode realizar calculos que envolvam referéncia circular a menos
que o habilitemos para tal tarefa. Para tanto, no menu opcdes do Excel e seguida clique
em formulas e aparecerdo as opc¢des conforme mostrado na figura C.7. Marque a opgéo
Habilitar célculo iterativo. Vocé pode escolher o nimero maximo de interacbes e 0

nimero maximo de alteragdes.

Opgoes do Excel
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Figura C.7 — Menu Opcoes do Excel, onde podemos habilitar a possibilidade de célculo

iterativo.

Feito isto, e apds atribuir as células de interesse o valor de seus vizinhos, 0
proximo passo € utilizar o recurso de formatacdo condicional das células. Clique em
formatacdo condicional (figura C.8) e em seguida em Escalas de Cor. Vocé pode
escolher uma escala bicolor ou tricolor. Podemos escolher a cor da célula de maior valor

numérico, a de menor valor numeérico e a de valor intermediario.
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Figura C.8 — O menu de formatacéo condicional das células.
C.3.2 - Efeitos de borda em capacitores

Considere duas placas metalicas paralelas que estdo separadas por uma distancia
muito pequena em comparacdo com a largura. Vamos supor que cargas iguais em
modulo e de sinais contrarios estdo nas placas. As placas estardo em potenciais
diferentes V3 e V2. Vamos chamar de V a diferenca de potencial (d.d.p.) as placas, ou
seja, V = Vi — Vo. Como vimos, a d.d.p é igual ao trabalho por unidade de carga
necessario para levar uma carga pontual de uma placa a outra. De modo que V =Ed. A
d.d.p sera proporcional a carga das placas, ou seja, Q =CV. Esta proporcionalidade ¢
uma conseqléncia do principio da superposicdo. Se dobrarmos a carga o campo sera
dobrado e o trabalho para levar a carga de uma placa a outra sera dobrado. Chamamos a
constante de proporcionalidade de C , capacitancia.

A capacitancia de um capacitor de placas paralelas é proporcional a area das
placas e o campo elétrico € com muito boa aproximacao perpendicular a estas placas.
No entanto, nas bordas, o campo elétrico se estende a um volume além das bordas das
placas do capacitor (figura C.9). Isto significa, que o célculo da capacitancia C = ¢ A/d,
onde ¢ é permissividade do dielétrico entre as placas, A é a area das placas e d a
distancia entre elas, ndo é exato. No entanto, na maioria dos casos, o efeito de borda é

uma pequena corregdo e é geralmente ignorado.
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Figura C.9 — Linhas equipotenciais para um capacitor real.
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Figura C.10 — Resultado numérico da equacéo de Laplace para um capacitor de placas

paralelas. Os valores numéricos locais do potencial estdo indicados e a escala de cor ajuda a

“visualizar™ as linhas equipotenciais. Neste exemplo, fica claro o efeito de borda.

Aqui o professor pode explorar varios conceitos importantes. Digamos por

exemplo que cada célula equivale a 1 mm. O professor pede ao aluno para calcular, com

base na figura C.10, a magnitude do campo elétrico em diversos pontos do espaco bem

como sua dire¢do e sentido. Pode ainda explorar as diferencas entre energia eletrostatica

e diferencga de potencial, pedindo, por exemplo, para calcular o trabalho realizado pela

forca elétrica sobre uma carga para leva-la de um ponto ao outro. O aluno pode escolher
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as tensdes aplicadas nas placas, bastando apenas digitar o valor nas células B25 e B26 e
teclando ENTER. A planilha calculard a nova distribuicdo no espaco em instantes. O
aluno pode acompanhar simultaneamente a evolucéo dos célculos pela nova distribuicédo

de cores que se formara.

Do modo como apresentamos aqui, as linhas de forca sdo vistas como entidades
responsaveis pela transmissdo da interacao elétrica, resultando em uma énfase no caréater
geométrico destas linhas, contrastando com o pensamento de Faraday que as via como

possuindo realidade fisica.
C.4 - Mapear semelhangas

Quais as semelhancas que vemos entre a lei de Ohm e a forma de como o
potencial se distribui no espaco? Em ambos os casos, o potencial em um ponto no
espaco € igual @ média dos seus vizinhos, desde que estes pontos vizinhos estejam bem

préximos. Esta analogia seré tdo melhor quanto mais proximos estiverem os pontos.

Podemos mapear as semelhangas através do conceito de capacitancia. No exemplo
das placas do capacitor, para que possamos carrega-las, ou seja, separar as cargas
positivas das cargas negativas, precisamos aplicar uma forca eletromotiva (f.e.m.)
através de uma bateria que remove os elétrons de uma placa e os transfere para a outra.
Os elétrons que foram removidos da placa positiva ainda manterdo uma “afinidade”
misteriosa com 0s buracos positivos que ficaram. N6s chamamos esta “afinidade” de
linhas de forca, ou campo elétrico. Isto nos ajudar a visualizar esta interagdo, mas de
fato ndo explicam nada. Tudo o que percebemos é que estas linhas se manifestam

através de uma diferenca de potencial entre as placas.

Enquanto a bateria esta removendo os elétrons da placa positiva e carregando a
placa negativa, ha uma corrente elétrica devido ao movimento dos elétrons. Quanto
maior o nimero de elétrons que foram removidos, ou seja, quanto maior a carga total Q,
maior a diferenca de potencial. O conceito por tras disto é a capacitancia C = Q/V que
depende apenas da geometria das placas e do material dielétrico entre elas
(aproximadamente C = ¢A/d para um capacitor de placas paralelas separadas por uma
distancia d e area A com um meio de permissividade elétrica ). A relagdo C = Q/V é

tdo importante em eletrostatica quando R = V/I é para circuitos.
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C.5 - Limitacges da analogia

Devemos sempre nos lembrar que estamos fazendo uma analogia e, portanto
devemos ter em mente suas limitacdes. No caso da analogia com a lei de Ohm, néo
existem de fato correntes fluindo no caso eletrostatico. O que existe na realidade ¢ um

fluxo de linhas de campo elétrico devido as distribui¢6es de carga.
C.6 - Conclusoes

Resolvemos aqui o problema fundamental da eletrostatica: dada uma configuracédo
de cargas, como o potencial eletrostatico e conseqlientemente o campo elétrico se
distribuem no espaco? Para tanto, utilizamos um conceito analogo, ou seja, a lei de
Kirchoff e uma planilha de dados — o programa Excel — para realizar os calculos de

forma rapida e facil.
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