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Resumo

Este é um material instrucional proposto como produto da dissertacao de mestrado de
Jorge Luiz Dias Gomes, apresentada em 04/02/2011 ao Programa de Pés-graduacao em
Ensino de Fisica do Instituto de Fisica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Nele
apresentamos uma versao didatica de um exemplo, devido a P. Painlevé, de violagao do
determinismo newtoniano em um sistema classico com as idealizacGes usuais.

A segunda lei de Newton determina os movimentos possiveis de um sistema quando sao
especificadas as forcas que agem sobre ele. Também postulamos, nem sempre de modo explicito,
que existe um tunico movimento dentre os possiveis que satisfaz a uma dada condicao inicial.
Como sabemos, uma condicao inicial é definida pelas posicoes e velocidades das particulas do
sistema em um certo instante. Usualmente, o instante, as posicoes e as velocidades sao chamadas
instante inicial, posicoes iniciais e velocidades iniciais. Desse modo, dada uma condi¢ao inicial
do sistema, existe um, e somente um, movimento do sistema que satisfaz a essa condigao,
afirmagao essa chamada principio do determinismo newtoniano. Esse principio, pelo qual
cada condi¢ao inicial determina univocamente o movimento do sistema, desempenha um papel
fundamental na mecanica newtoniana. Essa existencia e unicidade do movimento é claramente
usada quando ensinamos, por exemplo, que hé sempre um tnico movimento de um projétil
préximo a superficie da Terra quando damos sua posicao e velocidade de lancamento.

Em um curso ministrado na Faculté de Science de Paris em 1895 (P. Painlevé, Le¢ons sur
le Frottement, Paris, Hermann, 1895), Paul Painlevé mostrou que é possivel haver incompati-
bilidade entre as leis empiricas coulombianas do atrito cinético e o principio do determinismo
newtoniano. Ele mostrou que ha varios exemplos nos quais, para coeficiente de atrito cinético
suficientemente grande, ha condigoes iniciais para as quais nenhum movimento é possivel e
condicgoes iniciais para as quais mats de um movimento é possivel. Esses exemplos contrariam o
principio do determinismo newtoniano. Essas violacoes sao decorrentes das idealizacoes usadas
nos exemplos apresentados por Painlevé. Elas sao idealizagoes normalmente feitas nos pro-
blemas de mecanica do dia a dia em nossas aulas, como supor que superficies em contato e
barras sejam perfeitamente rigidas, ou que haja perfeita proporcionalidade entre os médulos
da forca de atrito e da forca normal de contato entre as superficies atritantes, como afirma a
lei coulombiana do atrito cinético.



Portanto, é importante saber que é possivel haver incompatilibidade entre dois aspectos
essenciais do formalismo da mecanica classica, as idealiza¢oes normalmente feitas e o principio
do determinismo newtoniano. E particularmente importante para os que ensinam mecanica
classica, como os professores de fisica do ensino médio. Desejamos neste texto tornar disponivel
esse conhecimento por meio de um exemplo simples e didatico da incompatibilidade mencionada.
Para isso, apresentamos a seguir uma versao simplificada de um exemplo proposto por Painlevé.

Seja um haltere de massas iguais; mais especificamente, uma barra de comprimento L e
massa desprezivel com duas bolinhas de mesma massa m presas em suas extremidades. Con-
sideramos que as bolinhas estao sobre uma mesa lisa horizontal, de modo que seus pesos sao
cancelados pelas normais exercidas pela mesa e as bolinhas se movam no plano horizontal da
mesa. Além disso as bolinhas deslizam dentro de dois trilhos paralelos presos a mesa e sepa-
rados por uma distancia menor do que L. Vamos escolher um sistema de eixos coordenados
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Figura 1: Haltere de massas iguais nos trilhos paralelos e as forcas nas massas.

OXY com o eixo OX ao longo de um trilho e o eixo @) apontando desse trilho para o outro,
de modo que a barra faga com o eixo OX um angulo 6, sendo 0 < 6 < 7/2, como indicado na
figura. Para facilitar a discussao, a bolinha no trilho ao longo de OX serd chamada primeira
bolinha e a outra, segunda bolinha. O coeficiente de atrito cinético entre a primeira bolinha e o
trilho que a guia é p e na segunda bolinha o atrito com o outro trilho é desprezivel. Finalmente,
temos na primeira bolinha uma forca constante dada F, na direcao e sentido de OX. Podemos
considerar F exercida por meio de um fio preso na bolinha e puxado ao longo do trilho.
Sejam x e z’ as respectivas coordenadas da primeira e da segunda bolinhas no eixo OX.
Naturalmente 2’ = x 4+ Lcosf e a coordenada da segunda bolinha no eixo Q) é a constante



y' = Lsenf. Portanto, basta dar a coordenada z da primeira bolinha para sabermos sua
posicao, a da segunda e a do sistema todo. Também ¢é claro que, dado um movimento da
primeira bolinha no eixo OX, o movimento da segunda e do sistema inteiro fica univocamente
determinado. Denotando por v e a as respectivas velocidade e aceleragao escalares da primeira
bolinha, e por v’ e a’ as da segunda bolinha, temos as relacoes v = v e @’ = a. Para especificar
a condicao inicial do sistema, basta dar a condicao inicial da primeira bolinha. Como posicao
inicial da primeira bolinha tomamos a origem e como sua velocidade inicial ao longo do eixo
OX tomamos uma constante arbitraria vy, que pode ser positiva, negativa ou nula. Desse
modo, tomando o instante inicial como ¢ = 0, a condi¢ao inicial tem a forma

x|t:0 =0 e v‘t:O = - (1)

Desejamos determinar o movimento subsequente do sistema, isto é, encontrar que movimento
da primeira bolinha satisfaz a condigao inicial dada (1).

As forgas que agem na primeira bolinha sao a forca aplicada constante F, a for¢a da barra
e a forca do trilho. A forca aplicada F tem apenas uma componente, positiva, ao longo de
OX, que denotamos por F. A forca da barra, tem componente apenas na direcao dela, que
denotamos por R e convencionamos como positiva quando a barra empurra a bolinha e negativa
quando a puxa. A forga do trilho tem componente f de atrito ao longo de OX e componente
N normal ao longo de Q). Tanto f quanto N e R podem ser positivas ou negativas, conforme
a situagao (a figura ilustra o caso em que elas sao positivas). As forcas sobre a segunda bolinha
sao a forca da barra e a forca do trilho. A forca da barra nessa bolinha é a oposta a forca
da barra na primeira bolinha, pois a barra tem massa desprezivel; com isso, denotamos sua
componente que empurra a segunda bolinha também por R. A forga do trilho tem apenas
componente normal N, ao longo de OY; por conveniéncia, trabalharemos com sua negativa
N’ = —N, (ilustrada na figura no caso N’ > 0).

Aplicando a segunda lei de Newton a primeira bolinha, obtemos

ma=F —Rcos0+f e 0=N— Rsenf. (2)
Uma vez que a' = a, aplicando a segunda lei de Newton a segunda bolinha, obtemos
ma= Rcos® e 0=N'— Rsenf. (3)

Pelas leis do atrito cinético, a forca de atrito sobre a primeira bolinha tem moddulo dado
por |f| = p|N|, ou seja, |f| = pu|Rsend|, em virtude da segunda equacao em (2). Levando em
conta que senf é positivo, obtemos para o moédulo da forca de atrito

[ = ulR]send . (4)

Como a forca de atrito cinético tem sentido oposto ao da velocidade de deslizamento, dois casos

se apresentam, conforme v seja positiva ou negativa. Consideremos cada caso em separado.
Seja o caso de velocidade v < 0, que nos leva a f = p|R|senf. Considerando as duas

possibilidades da componente R ser positiva ou negativa, |R| = R, obtemos a expressao

f==xuRsend (5)
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na qual o sinal superior se refere ao caso em que R é positiva e o inferior, ao caso em que
é negativa. Substituindo (5) na primeira equagdo em (2), o resultado forma com a primeira
equagao em (3) o seguinte sistema

ma=F — Rcosf + uRsenf e ma= Rcosf . (6)

Desejamos determinar com essas equagoes x e R como funcao do tempo, isto é, encontrar como
o sistema se movimenta e como varia a forca de vinculo da barra. Para isso, comecamos por
eliminar a entre as duas equagoes para obter a seguinte expressao para R,

B F
~ Tusend +2cosh’

(7)

na qual o sinal superior se refere ao caso em que R é positiva e o inferior, ao caso em que é
negativa. Além desses sinais de R no denominador do membro direito dessa equagao, ha os
sinais de R no seu membro esquerdo, de modo que se faz necessario examinar a compatibilidade
desses sinais. Faremos isso na situac¢ao proposta por Painlevé, em que no denominador em (7)
o termo de maior mddulo seja o primeiro, isto é, | F usend| > |2 cosf|. Essa condicao equivale
a

> 2cotgh . (8)

Nesse caso, o denominador da fragdo em (7) tem o sinal do seu primeiro termo, isto é, Fu senf +
2cosf = F| F psend + 2cosf|. Uma vez que o numerador F' da fragao é positivo, o sinal da
fracao é o sinal do primeiro termo de seu denominador,

F

=% Fusenf + 2cosf| )

E facil ver que essa equacao € totalmente contraditoria, visto que o sinal superior se refere ao caso
em que R é positiva e o inferior, negativa. Com efeito, se R é positiva vale o sinal superior que
determina no membro esquerdo da equagao uma componente R negativa e se R é negativa vale
o sinal inferior que determina no membro esquerdo da equagao uma componente R positiva;
em ambos os casos o resultado é absurdo. Portanto, nao existe nenhuma solugao R para o
sistema de equagoes (6). Consequentemente, nao existe nenhuma solugao para a aceleracao a
nesse sistema, de modo que nenhum movimento é possivel com velocidade negativa. Portanto,
para uma dada condigao inicial com velocidade inicial negativa, nenhum movimento é possivel.

Agora, seja o caso de velocidade v > 0, que nos leva a f = —u|R|senf. Considerando as
duas possibilidades da componente R ser positiva ou negativa, |R| = £R, obtemos a expressao

f=FuRsend , (10)

na qual, novamente, o sinal superior se refere ao caso em que R é positiva e o inferior, negativa.
Substituindo (10) na primeira equagao em (2), o resultado forma com a primeira equacao em
(3) o seguinte sistema

ma=F — Rcosf F uRsenff e ma= Rcosf . (11)
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Eliminando a entre as duas equacoes, obtemos

B F
~ Zpusend 4 2cosh

R (12)

Supondo, novamente, a condigdo (8), o denominador da fracdo em (12) tem o sinal de seu

primeiro termo, que é o sinal da fragdo, pois o numerador F' é positivo. Portanto, (12) pode
ser escrita como

F
R=+ . 1
+usenf + 2 cosf (13)

Agora, o sinal superior no denominador da fragdo em (13), que corresponde a R positivo,
determina um valor positivo para a fracdo e, portanto, para a componente R do membro
esquerdo. Analogamente, o sinal inferior no denominador da fracdo em (13), que corresponde a
R negativo, determina um valor negativo para a fracao e, consequentemente, para a componente
R do membro esquerdo. Portanto, em ambos os casos, a equagao (13) é consistente e fornece
duas solugoes perfeitamente aceitaveis para R, uma positiva e a outra negativa. Sao elas

F Ry = F (14)

7 lisenf — 2cosf

L psené + 2 cos 6

Substituindo essas solugoes na segunda equagao em (11) obtemos duas aceleragdes possiveis,
respectivamente,

F/m F/m
=— € g = ———— .
gl + 2 utghd — 2
Assim, desde que a velocidade v seja positiva, ha duas aceleragoes possiveis: a positiva a;
e a negativa ao. Naturalmente, nos respectivos movimentos, a velocidade inicial vg deve ser

positiva.
O primeiro movimento possivel é dado por

(15)

ai

1 F/m ,
=yt + =—————— 16
=t el 2 (16)
Nesse movimento, a velocidade é dada por
F/m

= — . 17
U v0+utg9+2 (17)

Essa velocidade permanece positiva para todo ¢ maior do que

mo,

t I—(utgﬁ—i-?)To. (18)

Em particular, o movimento pode prosseguir indefinidamente a partir do instante inicial ¢ = 0.
Antes do instante t; a particula tem velocidade negativa e caimos no primeiro caso, em que
nenhum movimento é possivel.



A aceleracao negativa ay em (15) nos fornece o segundo movimento possivel com velocidade
positiva,

1 F/m ,
= vt — -————1°. 19
A tgh — 2 (19)
Nesse movimento, a velocidade é dada por
F/m

=vg— ——— 20
vz = ptgh — 2 (20)

Essa velocidade é positiva para todo t menor do que

mu

ty = (utgh — 2)70 . (21)

Apos o instante ty a particula tem velocidade negativa e caimos no primeiro caso, em que
nenhum movimento é possivel. Assim, dada uma condi¢ao inicial x5 = 0 e vy > 0, ha dois
movimentos possives no intervalo de tempo (t1,1s), no qual o instante negativo ¢; e o positivo
ty sao dados por (18) e (21). Em particular, apds o instante inicial ¢ = 0, os dois movimento sao
possiveis no intervalo (0, ¢3). Consequentemente, para uma dada condicao inicial com velocidade
inicial positiva, dois movimentos distintos sao possiveis, um uniformente acelerado e o outro
uniformemente retardado.

Em suma, no caso de coeficiente de atrito grande o bastante para satisfazer a condigao (8),
1 > 2cotgh, o principio do determinismo newtoniano é violado. Dada uma condicao inicial,
ou nenhum movimento é possivel a partir dela ou dois movimentos sao possiveis durante um
certo intervalo, conforme o sentido da velocidade inicial. E f4cil verificar que nao ha violacao
do determinismo newtoniano se a condigao (8) for trocada por p < 2 cotgf (a condigao limitrofe
i = 2 cotgf também é problematica). E possivel mostrar que nao ha violacao do determinismo
newtoniano se nao usarmos idealizacoes de barras e trilhos perfeitamente rigidos e leis de atrito
cinético tao idealizadas como as de Coulomb.



