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Grande Pirâmide de Gizé.
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A Grande Pirâmide de Giza ou Khufu (Quéops)

Figura: A Grande Pirâmide construı́da na Quarta Dinastia por Khufu.



O platô de Gizé

Figura: As pirâmides de Quéops (Khufu), Quéfrem (Khafre) e
Miquerinos (Menkaure).



As três grandes pirâmides



Linha de tempo



A era das pirâmides



A Grande Pirâmide: dados

Altura original: 146,5 metros

Altura atual: 138,8 metros

Área da base: (230,4 m)2

# de blocos: 2 300 000 + 200 000 (revestimento) = 2 500 000

Peso médio de cada bloco: 2,5 toneladas-força

Peso total da G.P. = 6 400 000 toneladas-força



A Grande Pirâmide por dentro

Figura: Ignorando as duas câmaras mortuárias e as passagens, a
G.P. é um bloco maciço de rocha c/ densidade média de 2 500 kg/m3.



Heródoto

“A mais odiosa das desgraças humanas é o sábio não
exercer nenhuma influência.”

Figura: Heródoto c 484 a.E.C. – c 425 a.E.C..



Heródoto e a Grande Pirâmide

De acordo com Heródoto, foram necessários 10 anos para
preparar o terreno e as câmaras subterrâneas e outros 20 anos
e 100 000 homens para construir a Grande Pirâmide!

(Heródoto recolheu esses dados em uma viagem ao Egito, por
volta de 450 a.E.C.. Suas impressões a respeito de Khufu e da
organização social e polı́tica do Antigo Egito são muito
negativas).



Que faremos?

(a) Calcularemos analiticamente o trabalho contra a força
gravitacional empregado para erigir a Grande Pirâmide;

(b) compararemos o resultado obtido com a afirmação de
Heródoto e outros resultados;

(c) construiremos um modelo simples para a distribuição das
tensões internas da pirâmide (a pirâmide perfeita!).



Trabalho e energia potencial

Tomando como referência o nı́vel do solo:

Wagentes externos = ∆Upirâmide = M g zc. de m.,

zc. de m. = altura do centro de massa,

M = massa da pirâmide,

g = 9,8 m/s2, aceleração gravitacional próximo à superfı́cie da
Terra.



O centro de massa

Por simetria, devemos calcular apenas

zc. de m. :=
1
M

∫
z dm.



Se A(z) é a seção reta da pirâmide na altura z

dm = ρA(z) dz,

ρ= densidade (uniforme).

M = ρV , massa total.

V = (1/3)A0H, volume.

A0= área da base e H = altura da pirâmide.

Portanto

zc. de m. =
3

A0H

∫ H

0
z A(z) dz.



Da teoria da medida do volume de cones e pirâmides:

A(z)

A0
=

(
H − z

H

)2

.

Segue que

zc. de m. =
3
H

∫ H

0
z
(

H − z
H

)2

dz.

Efetuando a integral obtemos

zc. de m. =
1
4

H.



Portanto, o centro de massa da pirâmide está localizado no
ponto

zc. de . m(0,0,H/4)

O trabalho do agente externo se escreve

Wagente externo =
1
4

Mg H =
1

12
ρg A2

0 H2.



Finalmente...

Substituindo os dados numéricos

Wagentes externos =
1

12
× 2 600× 9,8 × (230,4)2 × (146,7)2

≈ 2.5 × 1012 J.

Em kcal (1 J ≈ 0,24 cal):

Wagentes externos ≈ 6.0 × 108 kcal.



Comparação com Heródoto

Supor que cada trabalhador consuma 1 500 kcal/dia e 10 % do
total sejam utilizados como trabalho útil. (Dieta/eficiência podem ser alteradas.)

Um homem-ano = 360 × 150 kcal ou 5.4 × 104 kcal/ano de
trabalho útil, logo: o trabalho realizado por N homens em n
anos

WNn = Nn homens-ano× 5.4 × 104 kcal .

Nn =
6.0 × 108

5.4 × 104 ≈ 1.1 × 104 homens-ano,

i.e.: 1 100 homens trabalhando durante 10 anos.

≈ 100 vezes menor do que a estimativa de Heródoto!



Comparação com Illig e Löhner

6 700 trabalhadores durante um perı́odo de 10 anos:

1. 1170 trabalhadores nas pedreiras;
2. 1290 transportando blocos de rochas ao longo do Rio Nilo;
3. 1020 trabalhadores no transporte por terra;
4. 1320 trabalhadores in situ e ao pé da pirâmide;
5. 880 trabalhadores nos flancos da pirâmide;
6. ? 200 trabalhadores transportando (na pirâmide) os blocos

de pedra (rocha calcária e granito) ;
7. ? 820 trabalhadores posicionando os blocos no platô da

pirâmide.



Outras estimativas

1. Mark Lehner (egiptólogo): ≈ 20 000 homens em 20 anos.

2. Kurt Mendelssohn (fı́sico e egiptólogo amador): ≈ 70 000
homens em 20 anos.

3. S. K. Weir (egiptólogo): ≈ 10 000 homens em 23 anos
(Duração do domı́nio de Khufu!).



Nosso resultado não leva em conta vários aspectos, e.g.: o
trabalho para cortar e transportar os blocos das pedreiras até o
lugar da construção, posicioná-los, etc.

Recebemos peças prontas e montamos um Lego gigantesco
sem contar o trabalho de moldar e transportar da fábrica até
nós essas peças! Calculamos o trabalho contra a gravidade!



Melhorando a estimativa
Supor que os trabalhadores arrastaram um bloco de massa M
(=massa da pirâmide) ao longo de um plano inclinado até uma
altura H/4:

Warrastar =
1
4

MgHµ cot θ = µ cot θWelevar.



O trabalho total será

Wtotal = Welevar + Warrastar = Welevar (1 + µ cot θ) ,

Para µ = 0.75 (calcário deslizando sobre calcário) e θ = 10 0:

Warrastar = 4.3 Welevar,

ou

Wtotal = 5.3 Welevar = 1.3 × 1013 J = 3.1 × 109 kcal.



Agora,

Nn =
3.1 × 109

5.4 × 104 = 5.7 × 104 homens-ano,

i.e.: 5 700 homens trabalhando durante 10 anos, longe da
estimativa de Heródoto, mas mais próximo de Illig e Löhner

Para θ = 50,

Warrastar = 8.57 Welevar,

Wtotal = 9.6 Welevar = 5.7 × 109 kcal,



logo

Nn =
5.7 × 109

5.4 × 104 = 1.1 × 105 homens-ano,

i.e.: 11 000 homens em 10 anos.



Conclusões

Se Herdoto estivesse correto, dada a ineficiência, trabalhar na
construção de uma pirâmide talvez não fosse tão ruim assim.

A imagem que temos de escravos forçados a construir
pirâmides é incorreta. (D. B. Redford, PSU).

No Antigo Egito, quem trabalhava nas pirâmides tinha direito a
isenções de taxas, vivia em vilas próximas ao sı́tio da
construção e tinha direito à moradia, alimentação e vestuário.

Muitos desses trabalhadores eram artesãos e artistas
altamente qualificados.



Pirâmides ao redor do mundo

Estruturas em forma de pirâmide ou tronco de pirâmide são
encontradas em muitos lugares!

Figura: Pirâmides núbias; Pirâmide da Lua (México); Pirâmide de
Cestius (Roma).



Tamanhos



A forma piramidal: inspirada pelos raios do Sol?.



...ou pela pirâmide escalonada de Djoser? (Terceira
Dinastia).



inspirada na mastaba...



Desastre em Meidum?

Figura: A pirâmide de Sneferu em Meidum.



O que pode ter acontecido? (Mendelssohn)

Figura: Peças mal cortadas =forças laterais.



A pirâmide ‘encurvada’

Figura: A pirâmide ‘encurvada’ de Sneferu em Dahshur.



A Pirâmide perfeita

Figura: Sem forças laterais!



Um modelo para a distribuição da tensão interna

Na base, a tensão interna deve suportar o peso total da
pirâmide, no vértice, a tensão deve ser nula.

E para z arbitrário?



Equilı́brio mecânico

−σ(z + dz) A(z + dz) + σ(z) A(z)− ρg A(z) dz = 0.



Desprezando termos de segunda ordem:

d [σ(z) A(z)]

dz
= −ρgA(z),

Solução formal para ρ e g uniformes

σ(z) A(z) = −ρg
∫

A(z) dz + C,

C=constante de integração.



ou
σ(z)

(
1− z

H

)2
= −ρg

∫ (
1− z

H

)2
dz + C.

Definindo

ω(z) = 1− z
H
, → dz = −Hdω,

Integrando

σ(z)ω2(z) = ρgH
ω3(z)

3
+ C.



A força vertical na base da pirâmide (z = 0) sustenta o peso
total

σ(0) =
Mg
A0

=
1
3
ρgH.

Qdo z = 0, ω(0) = 1, logo C = 0.

Campo de tensões verticais σ(z)

σ(z) =
1
3
ρgH

(
1− z

H

)
, 0 ≤ z ≤ H.



Tensão vertical na base

σ(0) = (1/3) ρg H = 1,2 × 1011 N/m2

Área da base
A0 = (230,4)2 m2

Força na base

F (0) = σ(0)×A0 = 6,4×1010 N ≈ 6 400 000 toneladas-força!

Esta força equilibra o peso total da Grande Pirâmide.

A pirâmide de base quadrada e estruturas similares, suportam
a maior parte do peso da estrutura nas suas partes inferiores.



O peso da pirâmide em função da altura

P(z) =

∫
dm g = ρg

∫
A(z) dz = ρgA0

∫ z

0

(
1− z ′

H

)2

dz ′,

Fazendo ω = 1− z ′/H

P(z) = ρgHA0

∫ 1

1− z
H

ω2 dω,

Efetuando a integral

P(z) =
1
3
ρgHA0

[
1−

(
1− z

H

)3
]

= Mg
[
1−

(
1− z

H

)3
]
.



Peso da parte superior da pirâmide

P∗(z) = Mg − P(z) = Mg
(

1− z
H

)3
,

Figura: P∗(z) = F (z) = σ(z) A(z)



Supor z = (1/4) H:

F (H/4) = 0,42 Mg,

Quase a metade do peso total da pirâmide!



Observação final

A Grande Pirâmide de Giza pode ser um exemplo de problema
interdisciplinar/contextualizado (?)

1. Biologia humana/metabolismo/dietas alimentares.
2. O corpo humano como uma máquina capaz de realizar

trabalho; eficiência.
3. Recursos alimentares para suprir as necessidades de

energia da força de trabalho (geografia econômica).
4. Modelos fı́sicos para a construção, por exemplo: o uso de

roldanas.
5. Curiosidades matemáticas: 22/7 ≈ π origina-se na razão

1 : 4, i.e.: 1 unidade para o lado: 4 unidades para cima!
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