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e O conjunto dos ndmeros naturais:

N=1{1,2,34,...},

e O conjunto dos nimeros naturais incluindo o zero:

W ={0,1,2,3,4,... },

e O conjuntos dos inteiros (que inclui o zero e os inteiros
negativos)

Z=1{0,+1,42 43 +4,...},
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e O conjunto dos nimeros racionais ou fracdes, nimeros que
pode ser postos na forma a/b, onde a,b € Z, mas com b # 0.
Denotamos esse conjunto por Q.

e O conjuntos dos nimeros irracionais |, isto é, aqueles que ndo
podem ser escritos em forma de fragdo, por exemplo:
V2=1,41423... 7 =3,14159---.

e O conjuntos dos niimeros reais, R, que resulta da unido do
conjuntos dos mencionados acima, mais precisamente dos
racionais (que ja inclui os inteiros) e dos irracionais.
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Cardano: Artis magnae sive de regulis algebraicis 1545

No texto, seguinte problema é proposto:

Dividir 10 em duas partes de tal modo que seu produto
seja 40 .

Denotando as partes por x e y, podemos traduzir o enunciado da
seguinte forma:

x4+ y =10,
xy = 40.
Elevando a primeira equagdo ao quadrado:
x? + 2xy + y? = 100,

e multiplicando a segunda por —4:

—4xy = —160.
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Somando as duas equacdes:

x? = 2xy + y? = —60,

ou,
(x —y)? = —60.

logo,

X —y==xv—-60==+2v—-15.

Agora temos o sistema linear:
x4+ y =10,

x —y = +2v/—15.



Segue que:

x =54+/-15,

y=5F+—1b.

E facil comprovar que este é o resultado correto se manipularmos
estes resultados com as regras ordindrias da algebra.

Cardano considerou o resultado final “tdo sutil quanto indtil,
"provavelmente seguindo a tradicao herdada da matemdtica grega,
pois nao lhe encontra uma interpretacao geométrica
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Geometrizacdo

o Casper Wessel (1745-1818) em 1799 publicou uma memdria
nos Anais da Real Academia Dinamarquesa de Ciéncias e
Letras com o titulo Sobre a representacdo analitica da direcdo,
na qual além da representacdo geométrica dos complexos,
apresenta o modo de combina-los.
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o Casper Wessel (1745-1818) em 1799 publicou uma memdria
nos Anais da Real Academia Dinamarquesa de Ciéncias e
Letras com o titulo Sobre a representacdo analitica da direcdo,
na qual além da representacdo geométrica dos complexos,
apresenta o modo de combina-los.

e A solucdo de Wessel, s6 aparentemente muito simples,
consiste em considerar o eixo cartesiano x como representando
0s reais e 0 eixo cartesiano y, os nlimeros puramente
imagindrios. Um niimero complexo a + by/—1 pode ser
considerado como o par ordenado (a, b) no plano cartesiano.

e Jean-Robert Argand, desconhecedor do trabalho de Wessel,
redescobriu a solucdo e a publicou por conta prépria em 1806,
com o titulo Ensaio sobre uma maneira de representar
quantidades imagindrias nas construgoes geométricas. Argand
introduziu também o conceito de médulo de um nimero
complexo. Em 1813, o ensaio de Argand foi republicado na
revista francesa Annales Mathématiques.



Diagrama de Argand
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Figura: O diagrama de Argand.



Pouco a pouco, a natureza dos numeros complexos foi sendo
desvelada. Coube ao matemdtico suico Leonhard Euler
(1707-1783) completar o entendimento dos complexos.
Contribui¢Bes cruciais foram feitas por Karl Friedrich Gauss
(1777-1855). pelo matematico irlandés William Rowan Hamilton
(1805-1865). Hamilton, que abominava a interpretacdo geométrica
dos complexos, considerou o niimero a 4+ bi como o par ordenado
(a, b) e desenvolveu sua algebra. Gauss introduziu o termo
complexo e também desenvolveu uma interpretacao geométrica,
mas fiel ao seu lema, pauca sed matura (pouco, mas maduro), ndo
publicou os resultados até considera-los satisfatérios. O diagrama
de Argand é também chamado (exceto na Franga!) plano de
Gauss.
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A dlgebra dos complexos

As regras basicas para operar com os nimeros complexos sao
essencialmente as mesmas que empregamos com os nimeros reais.
Introduzindo a notacdo: \/—1 = i, devida a Euler, e lembrando
sempre de fazer a substituicdo 2 — —1, quando for o caso, essas
regras sao:



o




(i) Adig3o:

(a+bi)+(c+di)y=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i
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(i) Adig3o:
(a+bi)+(c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i

(ii) Subtragdo:
(a+bi)—(c+di)=a+bi—c—di=(a—c)+(b—d)i

(iii) Multiplicaggo:

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc) i

(iv) Divisdo:
a+bi  a+bic—di ac— adi+ bci — bdi?
c+di  c+dic—di c2 — d?j2

ac + bd + (bc — ad) i
c2 4+ d2
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O valor absoluto de um nimero complexo é definido por:

la + bi| :== /a2 + b2,

interpretacao geométrica: é a distancia da origem ao ponto P do
plano que associamos com o nimero complexo.

Notacdo alternativa: z associado com um ponto do R? descrito
pelo par ordenado z = (x,y), ou na forma "vetorial”

z=x+1ly,
e seu complexo conjugado por:

Zf =x—ly,



A representacao plano-polar de um nimero complexo

z=re? =rcosH+isend

Figura: Representacdo polar de um nidmero complexo.
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E facil ver que um nimero complexo pode ser escrito como:
zZ=x-41iy =rcos 0+ irsenf.

Esta é a forma polar do niimero complexo. A expansdo da fungdo
cosseno é dada por:

6> o4
cos  =1— o1 + — +
e a expansdo da fun¢do seno é dada por:
63 6°
sen9—9—§+—§-~

Por outro lado, a expansdo da funcdo exponencial se I€é:

-1 X X2 X3
=lt g+ttt



Se fizermos a substituicdo x — i na expansdo da exponencial,
obteremos:

o 1L, (02 (0  (i9)*  (i9)
=140+ o g
lembrando que i2=—1, i3 =2 = —i, etc., vemos que podemos

escrever:



Se fizermos a substituicdo x — i na expansdo da exponencial,
obteremos:

o 1L, (02 (0  (i9)*  (i9)
=140+ S g
lembrando que i2=—1, i3 =2 = —i, etc., vemos que podemos

escrever:
e = cos 0 + isenb.




Esta é a férmula de Euler descoberta por volta de 1740, uma das
contribui¢des cruciais de Leonhard Euler (1707-1783) a teoria dos
nimeros complexos. A férmula de Euler permite-nos escrever um
nimero complexo na forma polar como:

z=re
O complexo conjugado z* se escreve:

*

z*=re ¥ =r(cos § —isend).



z=re? = rcosH+isend

z=re ¥ =rcos ® —isend
Figura: Um nimero complexo e seu conjugado representados na forma

polar.

A distancia radial r é o médulo do niimero complexo e dngulo 6, o
seu argumento.



Observe que para um dado r,

arg(z) =46

com:
arg(z) + 2k = 0 + 2k, k€ELZ,

representam o mesmo niimero complexo!

Na representacdo cartesiana, um ponto do R? representa um tinico
complexo, mas na representacao plano-polar, o mesmo complexo
tem infinitas representacoes.
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Produtos escalar e vetorial

O produto escalar entre dois niimeros complexos z; = x; + iy1, €
Zo = xp + Iy é definido por:

1 * *
A (21 7+ 2122) = X1X2 + y1y2;

Z1 - 22 ::2



Produtos escalar e vetorial

O produto escalar entre dois niimeros complexos z; = x3 + iy1, €
Zo = xp + Iy é definido por:

1 * *
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Produtos escalar e vetorial

O produto escalar entre dois niimeros complexos z; = x3 + iy1, €
Zo = xp + Iy é definido por:

1 * *
7120 1= 5 ({22 + 2123) = x1%0 + y1y2;

e o produto vetorial por:

1
7] X zp = o (z2{zo — 2123) = x1¥2 — XoY1-



Préoxima aula:

Curvas, posicdo, velocidade e aceleracdo e dindmica no plano
complexo



Curvas, posicao, velocidade e aceleracdo no plano
complexo

Suponha que ¢(t) e 1(t) sejam duas fun¢des reais da varidvel real
t que supomos continuas para t € [ty, tp]. As equagdes x = ¢(t) e

y = (t) ou:

z=x+iy = ¢(t) +ip(t),

ou ainda, em notacdo informal:

z(t) = x(t) + iy (1),
definem uma curva continua ou arco no plano complexo que une
os pontos Py = z(t1) e P> = z(t2). Se z(t1) = z(t2), para t1 # to,
isto é: P; = P,, a curva é fechada. Uma curva que n3o intercepta
a si mesma em nenhum ponto é dita ser uma curva simples.



Se x = ¢(t) e y = 1(t) tiverem derivadas continuas no intervalo
fechado [t1, t»], a curva serd curva ou arco suave. Uma curva
composta por um nimero finito de arcos suaves é chamada
continua por partes ou secionalmente continua.

P>

Figura: Curva suave.



Posicao, velocidade no plano complexo

A posicao instantanea de um ponto no instante t no plano
complexo é dada por:

2(t) = x(t) + iy(t) = r(t)e®,

A velocidade instantanea é definida por:

Az dz(t)
— lim2Z =
V() =lim 32 =~
At—0

Na representacao cartesiana:

dz(t) dx(t) dy(t)

V() = dt  dt dt ’
e na representacao polar:

ooy = 98 iogey |, 49(8) oy

) == dt e dt



Aceleracao

A aceleracao instantanea é definida por:

s AV(E)  dU(t)  d?z(t)
3(t) = lim At dt dt?
At—0

Na representacdo cartesiana a aceleracao instantanea se escreve:

. d?x(t) .d%y(t)
3(t) = a2 e

e na representacao polar:

sy | 92r(2) do()\*| o . (,dr(D)do(t)  d*0()\ ;
a(t)—[ ) —r<7>]e9+/<2 T +r e >e‘9-




Exemplo: movimento circular uniforme

Como exemplo considere um ponto material que descreve um
movimento circular de raio R percorrendo arcos de circulo iguais
em intervalos de tempo iguais. Tal movimento é dito movimento
circular uniforme (MCU). As coordenadas cartesianas do ponto s3o:
x(t) = Rcos wt, e y(t) = Rsenwt,
onde w é a magnitude da velocidade angular. Multiplicando a
coordenada y por i e somando com a coordenada x:
x(t) + iy(t) = R (cos wt + isenwt),

ou, fazendo uso da férmula de Euler:

z(t) = Rel“t,



A velocidade instantdnea é dada por:

dz . ;
V= — = iwz=¢e"?wz,

dt

que geometricamente significa girar z de 7/2 no sentido
anti-hordrio e multiplicar o resultado por w Figura ??(a). A
aceleragdo instantanea é dada por:
2

3= % = —w?z = "Wz,
isto é: giramos z no sentido anti-horario de m e multiplicamos o
resultado pelo real —w?, veja a Figura 2?(a). A estreita relacdo
existente entre os vetores geométricos (segmentos de reta
orientados) no R? e o plano complexo C permite o abuso de
linguagem representado na Figura 7?(b).



Wz

wt

(a)

U= iwz
2
R/ a=—-w?z
wt
1
(®)



