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Uma equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordemeéequacao da forma:

a(z)y"(z) +b(x)y'(z) + c(z) y(z) = d(=), ey
ou ainda:
y"(z) +p(2) Y (@) + q(2) y(z) = r(2). )
Uma EDO de segunda ordem que nédo puder ser posta nesta foitaaérddo linear. A Eq. (3) é linear eny(x)
ey’(x), mas as fungbesx), q(z) er(x) sdo funcdes em principio arbitrarias:deSer(z) = 0, isto é:
y"'(@) + p(@) y' () + q(z) y(z) =0, ®)

a EDO linear de segunda ordem é ditalsemogénea A Eq. (2) é ndo homogénea ou inomogénea. As funcées
p(z), ¢(x) so muitas vezes chamadasdeficientes Eis alguns exemplos famosos de equacdes homogéneas:

(1—2*)y" (@) -2y () +n(n+1) y(z) =0, (equacéo de Legendre)
" L, v? ~ ~
y' (@) + -y (@) +(1-— ) ylx) =0, (equacéo de Bessel na forma padréo)
xZ xZ
x(1—2)y"(x)+[c—(a+b+1) z] y(z) + aby(x) =0, (equacédo de hipergeométrica de Gauss)

Esses exemplos sdo muito importantes em fisica e apare@rdallidamos com a teoria eletromagnética classica
e amecanica quantica, por exemplo. Muitas vezes, os cogéisida EDO linear de segunda ordem sdo constantes.
E o caso do OHS:

i(t) +w?a(t) = 0.

Mas o OH pode ser forcado levando a uma EDO linear de seguadarggmogénea:

() +w?x(t) = F(t).

As EDO lineares de segunda ordem com coeficientes consteaies a equacao que governa o comportamento do
OHS, podem ser resolvidas com métodos algébricos, mas asmumeficientes funcdes daequerem métodos
mais sofisticados como por exemplo, solucdes em forma dessilzipoténcias em Dependendo das condicdes
exigidas pelo problema fisico, essas séries de poténadisiptransformar-se em polindmios de grau finito.
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EDO lineares de segundo grau homogéneas e o principio da supesicao

A solugéo geral de uma EDO linear do segundo grau homogéneandntervalo aberta I é dada por:

y(x) = Cryi(x) + Cay2(), (4)
ondey; (z) e y2(x) séo solugdes que ndo sdo proporcionais uma a out &to é: ndo sdo da forma(z) =
ky1(z). C1 e Cy séo constantes arbitrarias que podem ser determinadasscoomdigdes iniciais (condigdes
dadas no mesmo ponig):

y(zo) = yo, y'(x0) =y, (problema do valor inicial) (5)
As solucbesgy; (x) e y2(z) formam umabaseou sistema fundamental Em outras palavragy; (z) e y2(x) séo
linearmente independentesLembre que duas solugdes sao linearmente independentes se
Olyl(I)+02y2(I):O<Z>Cl:CQZO. (6)
Para verificar se as solu¢desda (3) séo linearmente indepsdlevemos verificar se o determinante wronskiano
W formado com as solucdes e suas derivadas satisfaz a condicéo
yi(z)  ya(x) H
Wi(x) = 0,
(@) H Vi@ v |7

parax € I.
Para o problema do valor inicial, temos:

Ciyi(zo) + Coya(zo) = o
C1 9y (z0) + Ca y(0) Yo- (7)

Os coeficientes’; e Cy sdo determinados por meio de:

H Yo  ya(wo) y1(wo) Yo
Yo Y'2(x0) y'1(o0) o
A condicdo de independéncia linear nos leva a:
Cryi(z) + Carya(x) = 0,
Cryi(z) + Cayy(x) = 0, 9)

comz € I, mas ainda arbitrario. S& # 0 emz, a solucéo é trivialCy, = Cy = 0, ey, y» S80 linearmente
independentes. Para que uma solugdo nao-trivial exisecesgeario qué/ (x) = 0 parave € I. SeW = 0 em
1, podemos sempre encontrgy e C, ndo-nulos e escrever:

yx) = —% y2(z) (10)

isto é,y; e y» S&o proporcionais. Portanto, o valor do wronskianoletietermina a independéncia linear ou néo
das solucdes.

O teorema fundamental para EDO lineares homogéneas de seglmordem

As EDO lineares de segundo grau homogéneas obedecem a unainipdéeorema:

Teorema Fundamental: qualquer combinacéo linear formadaduas solucdes da Eq[](3) no in-
tervalo aberto/ é solucéo da Eq.[{3) erh. Em particular, para a Eqg.[{3), somas de solucdes ou
multiplos de solu¢des séo solucdes.
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Mas atencédo: se a EDO linear de segunda ordem for inomogén&dinear, o teorema acima néo sera valido.

Demonstre o teorema fundamental para EDO lineares homagéeesegunda ordem.

EDO lineares de segundo grau homogéneas com coeficientesstantes
Vamos restringir nosso interesse as EDOs da forma:

y' () +ay'(x) + by(z) =0, (11)

onde agora(z) = a e q(z) = b paravx € I sédo coeficientes constantes. Como solucéo tentativa testema
funcéo exponencial:

y(z) = exp(Ax), y'(z) = \y(z), y"(x) = N y(x). (12)
Substituindo na Eq[(11) obtemos a equacéo caracteristica:

(A’ +aX+0b) y(z) =0. (13)
Segue que parar € 1,
M taX+b=0, (14)
cujas raizes séo:
— va?z —4b —a—+va?—4b
/\1:(1—1——@’ /\2=¥- (15)
2 2
Temos trés casos a considerar.
Duas raizes reais e distintasa® — 4b > 0
Neste caso,
y(z) = Cy exp (A x) + C2 exp (A2 ) . (a6)

Duas raizes complexas e distintasi? — 4 b < 0

Neste casoy/a? —4b — /—1vV4b— a? = iw, logo,
y(x) =exp(—ax/2)[Crexp (iwx) + Cy exp (—iwa)]. a7)

Raizes reais e iguaisu? — 4b = 0

Quando as raizes da equacéo caracteristica sdo iguaisost®#emente uma solucéo:

y1(x) = exp (—g :C) . (18)

Para obter a segunda solucéo fazemos uso de um caso pad@ulétodo da redugao de ordeque aqui consiste
em escrever:

ya(x) = u(z) y1(x) = u(z) exp (—g :C) ) (19)

As derivadas primeira e segunda séo:

Yo =u'y +uyy, (20)
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ys ="y +2u'y'y +uy’y (21)
Substituindo na Eq[{11) obtemos:
u vy +u 2y +ay) +u (Y +ay'y +byr) = 0. (22)
Ambos os parénteses sdo nulos. Para verificar isto obseeveaga um deleg, (z) é solugdo da Eq[{11), e para
0 outro basta usar a forma explicitagléx) e verificar quey; = —ay;. Ficamos entdo com:
Wy =0, = u'=0 = ul®)=caz+ec. (23)

E suficiente consideraf = 1 ec, = 0, logo:

o) =z exp (52). 2

€, consequentemente:

y(x) = (C1 + Carx) exp (—g .I') . (25)

Atencao: se\ for uma raiz simples, isto é:= 0, entdo a solugdo acima néo é solucdo dalEq. (11).

Solucdes em forma de série de poténcias

Considere a equacéo diferencial que descreve 0 O.H.S.:

i(t) + w? a(t) = 0. (26)
Considere agora:
x(t) = i an t". (27)
Calculemos as derivadas: -
i(t) = i na, " (28)
n=1
i(t) = i n(n—1)a,t" 2 (29)
Substituindo na EDO: -
in(n—l) an t"2 + w? iantnzo. (30)
n=2 n=0

No primeiro somatério do L.D. desta equacao fazemos a madang 2 — »/, logo:

Z (n+2) (n+1) an+2t”+w22ant”:0, (32)
n=0 n=0

onde fizemos uso do fato qué é um indice mudo para rescrevepara primeiro somatorio. Agora, a equagao
acima pode ser rescrita como:

i [(n+2) (n+1) anse+w’a,|t" =0, (32)

n=0

logo,
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(n+2) (n+1) apio+w?a, =0, (33)
ou ainda
2
w
an+2 = —m Q- (34)

Vejamos alguns valores dos coeficienigs

w? w?
“CET0ry 0rn T T
w? w?
BT T ATy arn T 32
w? w? Wt
“UTTRTY e DT 1T T
w? w2 o
BB B ® T 5 4% 5132
w? w? w6
T T ) @+ )™ T 65T T6.5.4.3.2.17
w? w? w6
TG )6+ T 6T T6.5-4-3.2""
w? 2 W8
BTG 6+ 57 TS T 654321
w? w2 W8
ag——(7+2) (7+1)a7——ﬁa7—+9.8'7 6 5. 1.3.2M
Segue que
““:§NM“men+@ﬂ+%ﬁ+m. (35)
n=0

Como o operador diferencial associado ao OHS é pat.em

2

. d .
D(t) := =t w? = D(—t),

podemos esperar dus solugdes linearmente independerstes. d6lu¢cdes podem ser escritas como duas séries,
uma par e outra impar emt. Uma série dependera dg e a outra dependera de.

Wit w w wB 8 ai WIS WAt W
2(t) = ao (1_ ST TR TR _"'>+E<wt_ FT R | +> (36)

Reconhecendo as séries de Taylor para o seno e o cosserptdenos finalmente:

2(t) = ag cos (wt) + % sen (wt), (37)

ou ainda:

x(t) = C1 cos (wt) + Casen (wt). (38)
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