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Diferenciais inexatas e o fator integrante

Vimos que a EDO implicita:

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, (1)

€ exata se e apenas se:

OM (z,y) _ ON(z,y)

Ay oxr 2)
Suponha que
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0, 3)
n&o seja exata, mas que exista uma fungéoy) tal que:
F(z,y) P(z,y) dz + F(z,y) Q(z,y) dy = 0, 4)

agora seja exata. O problema entdo é determinar esta fiit{gdg) que transforma a equacéo diferencial original
de inexata em exata. esta fungéo € chamadatdeintegrante. Vejamos um exemplo simples.

Exemplo 1 Considere

ydr —xdy = 0. (5)
Vemos queM (z,y) =y, e N(z,y) = —z. Aplicando o teste de exatid&o:
OM(z,y) _y  ON@y) _ | (©)
oy Ox

logo, esta EDO implicita ndo & exata. E facil inferir gogr, y) = 1/2% é um fator integrante (embora n&o seja o
anico). Multiplicando a EDO implicita por este fator intagte:
1
Lde — —dy = 0. @)
x X

Agora temos uma diferencial exata e podemos aplicar a g quie discutimos na UGltima nota de aula.

A determinacéo do fator integrante nao € uma tarefa faciitddwezes podemos inferi-lo ou mesmo deduzi-
lo por tentativa e erro. Eis um método que funciona em algass Se a Eq[](4) for uma diferencial exata
entdo:

9(FP)  9(FQ)
oy Oz ®)
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ou, desenvolvendo:

F,P+FP,=F,Q+FQ,, (9)

que néo representa uma grande avanco. Suponha, poréii,-gqué(x). EntdoF, = 0 e F, = F’. Segue que:

dr
FP,=—Q+FQ,. (10)
dx
Com um pouco de algebra podemos escrever:
LdF 1 (0P 0Q
Fdr Q\0y 0x)’
Se o lado direito desta equacéo depender somenteide® é for uma certa funcéB(x), podemos integra-la e
obter:

(11)

F(z) = exp (/ R(x) d:c> . (12)
Exemplo 2 Considere a EDO implicita:
2 sen (yQ) dx + xy cos (y2) dy = 0. (13)
Aqui
P(z,y) =2sen (y*),  Q(x,y) = zy cos (y°) . (14)
Como:
1 (foP 0Q\ _ 3
3 (a_y_%) = R(z) = o (15)

Segue qué’(z) = 3.

EXERciclOo 1:| Mostre que no exemplo acinfa(z) = 3.

Se agora supusermos ghie= F'(y), entdo vocé pode mostrar que:

1dF 1 (0Q 0P

757 (5 %) (o)
Novamente, se o lado direito desta equacéo depender sodeaptentao:

F(y) = exp ( / R(y) dy) : (17)

ObtenhaF(y).

A questao da diferencial exata € muito importante, por eemma termodinamica. Se uma quantidade
termodindmica néo for uma diferencial exata, esta quathtiddo pode ser associada com uma fungéo de estado.
Por exemplo, calor e trabalho ndo sdo functes de estado. &guentidade termodindmica for uma funcéo de
estado, basta saber o seu valor no estado incial e no estatiodia calcular a sua variacdo. No caso do calor e do
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trabalho, temos de acompanhar a evolugéo do sistema paass@gessas quantidades dependeréo do caminho
escolhido no espaco termodinadmico em questnao. O exempgua dustra o que queremos dizer.

Exemplo 3 A entropia de um gas ideaBeja um gés ideal monoatdmico cuja energia interna se escrev

U(T) = g nRT, (18)

onden € o numero de mole§; é a temperatura B € a constante dos gases. Se uma certa quantidade dé@alor
for fornecida ao gas, a sua energia interna sofrerd umaecdtaiU e o gas realizara um trabald®l’. De acordo
com a primeira lei da termodinamica (conservacao de energia

dQ = dU + dWw. (19)
Lembrando que a equacéo de estado do gas ideal se escreve:

nRT

V,T) = 20
p(V.T) v (20)
e quedW = pdV, ondeV é o volume do gas, temos:

dQ:ganT—i—nRTdV. (1)

Serad() uma diferencial exata? Facamos o teste da exatiddo. Idantiicx — 7' ey — V e as funcbed/ e N
temos:

nRT

M(T,V)zgnR, N(T,V) = =5 (22)

v~ 9TV
Portantod@ nédo é uma diferencial exata! isto significa glég¢ ndo é uma fungdo de estado. TenterhdE como
fator integrante:

oM _ .,  ON _nR 23)

dQ 3 dl' nR
Repitamos o teste:

oM ON
7 =0 5= =0. (25)

A quantidade diferencial:

dQ 3 _dT' nR

€ uma diferencial exata e fisicamente represeetai@pia do gas ideal monoatdomico. A func&oé uma funcéo
de estado. Em um processo ciclico, por exemfl, = 0.

s =

A equacéo de Bernoulli

A EDO de primeira ordem:

y'(z) + p(x)y(x) = g(x) y* (), (27)

€ chamadaquagédo de Bernoulli Paraa = 0,1, a equagao de Bernoulli é linear. A equagdo de Bernoulli
€ um dos exemplos de EDO néo-linear que pode ser formalmaetzizada sem hipéteses adicionais sobre o
comportamento da solucéo. O processo de linearizacéo ésinipefinindo:
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w(z) = [y(=)]' ", (28)
logo,
w=1-a)y Ty =(1-a)y Y. (29)
Mas,
Y =g9y* —py, (30)
logo:
w=1-a)y * (gy* —py)=(1-a) (g —py'™®), (31)
ou ainda usando a Eq._(28),
w=(1-a)y™® (gy* —py)=(1—a) (g —pw). (32)
Rearranjando obtemos finalmente:
w'(@) + (1= o) p(z) w(z) = (1 - a) g(@). (33)

Que é uma EDO de primeira ordem linegre sabemos resolver.
Exemplo 4 A equacdo logistica

Considere a EDO:

y(t) = Ay(t) = =By*(1), (34)
onde A e B sdo constantes positivas. Esta EDO descreve a evolucdort&nde uma determinada populagéo
(modelo de Verhulst). Vejamos a sua solugdo gerak: 2, p(x) = —A, eg(x) = —B, a verséo linearizada se |é:

w(t) + Aw(t) = B. (35)
A solucgéo é dada por (ver a Nota de Aula anterior a esta):
t)g(t)dt
u(t)
com

u(t) = exp < / 0 dt) : (37)

onde agora(t) = A, eg(t) = B. O célculo deu(t) é imediato:

u(t) = exp ( / Adt) = exp(At), (38)

_ Jexp(At)Bdt +C (B/A) exp(At) + C

w(®) exp(At) B exp(At) (39)
Simplificando:
B
w(t) = 1 + C exp(—At). (40)
Podemos agora inverter a transformacéo dada peld Hg. @8biando quer = 2:
1
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temos, finalmente

1
Z +C eXp(—At)
Esta equagdo é também chamaddedéogistica do crescimento populacional O termo—B y2(t) € um termo
“resistivo” que impede que a populagéo cresga indefinidéen€uandad3 = 0, a populagéo cresce exponencial-
mente (ei de Malthus):

y(t) = C exp(—At). (43)

Se o termaB /A néo é nulo, a populacao inicial grande ou pequena tende @dieiquComo sempre, a constante
C' deve ser determinada com uma informacéao adiciaiia)) = yo (problema do valor inicial).
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Figura 1: Modelo de Verhulst de 1845 para a evolugdo temparpbpulagdo dos Estados Unidos da América. No
modelo de Verhulstd = 0.03, B =1.6 x 10~* ey(0) = 5.3.

Problema 1 A Figura[d mostra a aplicagdo da Ef.](42) a evolucéo temparpbgulagdo dos Estados Unidos
da América. O modelo foi proposto pot Verhulst em 1845. Oodath tabela abaixo sdo modernos e podem ser
usados para comparar as previsdes de Verhulst com as offsesv&ompare os dados da tabela com as previsdes
da Eq. [4R). Os dados que vocé precisa estdo na legenda da g8yu

1800 | 1830 | 1860 | 1890 | 1920 | 1950 | 1980 | 1990
5.3 13 31 63 105 | 150 | 230 | 250

Tabela 1: Dados observacionais sobre a evolugéo tempopalpldacao dos Estados Unidos da América.
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