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1 O fator integrante

Suponha que a EDO de primeira ordem seja da forma:

y'(z) +p(z)y(z) = g(x). 1)
Multiplicando a EDO po(x):
u(z) y'(x) +u(z) p(z) y(z) = u(z) g(z). 2
Definindo:
u'(x) = u(w) p(z), 3)
ficamos com:
u(z) y'(x) +u'(2) y(z) = u(x) g(z), 4)
ou ainda:
dlu(z)y(z)] = u(z) g(x). (5)
Portanto,
u(@) (o) = [ u(e)g(e) da + C. (6)

ondeC é uma constante de integragnao que deve ser determinadamaweondi¢do adicional sobggz). Segue
que:

u(z) g(x)dx +C
u()
Para obter o fator integranigz) voltamos a Eq{3) :
LD — () pla). ©
Usando o método de separacgao de variaveis rescrevemos|eat@e na forma:
du
= = pla) da. ©)

Integrando obtemos:
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lnu:/p(a:)da:—i—K, (10)

u(z) = exp ( / p(z) d:v> . (11)

Exemplo 1 A lei de resfriamento de Newto8ejal' a temperatura do meio ambienté(¢) a temperatura de um
corpo imerso nesse meio. A lei do resfriamento de Newton izogue:

ou ainda fazend& = 0 e invertendo:

do

=
ondex é uma constante, a constante de resfriamento, que depewdadiedes especificas ao meio e ao corpo.
Para obter uma solugéo geral desta equacéo com o métodedmfagrante escrevemos:

—k(0-T), (12)

do
E+I€9—I€T7 (13)

e fazemos as identifica¢begt) = x e g(t) = xT'. Segue que:

u(t) = exp /Iidt =exp (K1), (14)
e, logo,
_ Jexp (kt) kT dt+C kT exp(rt)/k+C
N exp (kt) N exp (kt)

Para determinaf’ deve-se conhecer a temperatura do corpo em um determinstdatet, (problema do valor
inicial) 0(to) = 6o.

o(t)

=T+ Cexp (—kt). (15)

Mostre que sé(ty) = 6, a temperatura do corpo varia de acordo com:

0t) =T+ (6o —T) exp [—k (t — to)] . (16)

ExXERCIiCIO 2:| A que mecanismo de transmissao de calor a lei de resfriarderitewton esté associada?

Exemplo 2 CSI - Rio Suponha que um cadaver seja encontrado em condi¢des agspeinstantey, = 0. A
temperatura do corpo € medida imediatamente pelo perit@moabtido &, = 29 °C. O corpo é retirado da cena
do suposto crime e duas horas depois sua temperatura é nieamedida e o valor encontradéd£€= 23°C. O
crime parece ter ocorrido durante a madrugada e corpo fongrazlo pela manha bem cedo. A pericia entdo faz a
suposicédo adicional de que a temperarura do meio ambietnéeeeimora da mortg,, e a hora em que o cadaver foi
encontradd, tenha se mantido mais ou menos constdnte 20 ° C. A pericia sabe também que a temperatura
normal de um ser humano vivo é 8e° C. Com esses dados como a pericia pode determinar a horarcri

Solucédo O primeiro passo é reunir os dados. Terps: 0 (por simplicidade)dy = 29°C ;t; =2h,0; = 23°C;
T = 20°C. O segundo passo é determinar a constante de resfriampata este caso com a solugad (16):

91 T = (90 — T) exp (—Htl) . (17)

Aplicando logaritmos e substituindo valores:

1 (6-T\ 1 (23-20\ 1 (1\ ___
K= t11n<90—T)_ 2111(29_20)— 2ln<3)~0.55h . (18)
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Agora usamos uma vez mais a solu¢ad (16) para estimar a horart&,,, :

Om =T + (0o —T) exp (—0.55,,) . (19)

Procedendo como no calculo de

1 (0T 1 37 — 20 1 17
= ——In ()= ] -~ () ~-116h 20
511(%—T) 0.55 n<w—ad> 0.55 n(9> 0 (20)

Portanto, o crime ocorreu ha um pouco mais de uma hora antasplo ser descoberto.
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Figura 1: Curva de resfriamento.

EXeRciclio 3:| Quais sao os pontos fracos desta técnica pericial?

Diferenciais exatas
Dada uma fungéo de duas variaveis, y) sua diferencial total ou exata se escreve:
du = — dx + — dy. (22)
X

Suponha agora qugx, y) = C, ondeC' € uma constante. Entao:

du(z,y) = 0. (22)
Exemplo 3 Considere:
u=x+ 2%y =C. (23)
A diferencial exata desta funcéo é
du = (1 + 2Iy3) dx + 3xy*dy = 0. (24)
Segue que:
@ = (1 + 2:I:y3) (25)

de 3122
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Isto siginifca que se nos fosse dada esta Ultima EDO, padesiananipula-la algebricamente colocando-a na
forma de uma diferencial exata e depois integra-la.

Resuminda uma EDO de primeira ordem da forma:

M (z,y) de + N (x,y) dy =0, (26)
é dita serexatase o L.E. desta equagao diferencial for uma diferencial tot&xata de uma fungagzx, y), isto
é:
ou ou
— =M — =N ) 27
e (=), 99 (2,9) (27)

Neste casoy(x,y) = C é asolugdo implicita da EDO. Por outro lado, é possivel prgwa a condi¢éo necessaria
e suficiente para que a E. [26) seja uma diferencial exata:é qu

OM (z,y) _ (“)N(x,y).

28
y Ox (28)
Exemplo 4 Resolvendo uma equacao diferencial exalansidere
(2 + 3ay?) do + (3z%y +y*) dy = 0. (29)
Comecamos fazendo o teste de exatid&o:
M
M(z,y) = 2* + 3zy?, w = 6xy, (30)
ON
N(z,y) = 32y +y°, % = 6ay, (31)
logo, a ED é exata. Podemos escrever:
u:/M(x,y)da:—i—K(y):/(:173+3:17y2) dx + K(y)., (32)
ou ainda:
4
u= % + gxzyQ + K(y). (33)
Para determinaK (y) escrevemos:
ou
— =N 34
5 = (34)
ou
32y + Ak ly) _ 327y + y°. (35)
dy
Segue que:
dK (y) 3 y!
7= K(y) =2 +C. 36
a0 v, )=+ (36)
Portanto, a solucéo é
1
u(z,y) = 1 (z* +62°y* +yt) = C". (37)
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Exemplo 5 Um contra-exemplo Considere:

ydr —xdy = 0. (38)

AgoraM (z,y) =y e N(x,y) = —z. Segue qué/,(z,y) = 1 e N,(x,y) = —1. Portanto a equacéo diferencial
acima ndo € exata, 0 que nao significa que ndo possa ser desohas o método que usamos acima falha. Para
verificar esta afirmativa procedamos comadaxemplo 4

u:/M(w,y)dm—i—K(y):ya@—i—K(y). (39)
ou dK (y)
6_y =N=zx+ Q- (40)
MasN(z,y) = —z, logo:
s+ W (41)
dy
ou ainda:
B _ _y, (42)
dy

que € uma contradi¢éo ja giee dK /dy dependem somente ge

Resolva a EDO:

ydx —xdy =0, (43)

pelo método de separacao de variavBisspostay = Cz.
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