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1 Preambulo

O Homem se interessa mosmoglesde a Antiguidade. Os registros asfnmicos mais antigos
nos remetem aos chineses, bahitos, asisios e efpcios que viveram aproximadamente 3000 anos
antes de Cristo. Na @cia, entre 600 a.e.c. e 400 e.c, @nia antiga alcancou sépice. Nasce-
ram neste berco os primeiros conceitos de Esfera Celestseguendo os Gregos, tratava-se de uma
esfera de material cristalino que girava em torno de um e@ssgndo pela Terra. Entretanto, uma
contribuido nosé, em especial, interessante: Por volta de 150 a.e.c., @asip grego Hiparco
de Nicgia comparou observaes pbprias de determinadas estrelas com obséescealizadas por
Timocharis de Alexandria e Aristyllus de Alexandria 150 siaotes e notou uma pequena, mas per-
cepivel diferenca nas longitudes das estrelas. Naturalmtodas as estrelas eram referenciadas na,
por hipbtese, estacid@ria dire@o fixa da linha de interse&g entre os planos rotacional e orbital da
Terra. Todavia, Hiparco foi levadiconcluo de que esta dirag rioé perfeitamente estaciana.

De fato, a dirego do Sol nos equatios rao é constante em relag as estrelas fixas, mas tem um
precesao de aproximadamente 0,0127 graus por ano, conforme gigiddiparco. Como assim?

Figura 1 - A preces® dadrbita elptica
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O plano orbital da Terra em torno do Sokssencialmente constante. Os planos orbital e equa-
torial da Terra 8o defasados 235tal que se cruzam ao longo de umica linha cuja dirego
permanece constante, supondo que 6pios planos mantenham cotas fixas. Nos gugios de pri-
mavera e outono, o Sol se localiza precisamente nesta |xdnari direges opostas da Terra. Como
esta linhaé eshvel, &€ utilizada como refé@ncia direcional para especificar as posg de objetos
celestes e, por convesig, a longitude de objetos celestes toma comoé&atga a dirego desta linha
apontando ao equacio de primavera come destacado em [1, 2].

Notavelmente, a preva® de Hiparce muito boa quando comparada com o valor aceito hoje
para a preceé® dos equiacios queé de 0,01396 graus por ano. Entretanto, a paevisrica e
as observaies o concordam quando estudamdshita do planeta Mefaio. Em relag@o a nossa
linha de equinbcio, a previdoé de que a preceds aparente de Melico fosse de aproximadamente
5025 segundos de arco pdcsilo, assumindo que o eixo Gebitaé estacioario. Todavia, os dados
experimentais revelaram uma taxa de preaeske 5600 segundos de arco pecwo. Se levarmos
em conta a atra@p gravitacional de outros planetas, contuglqossvel determinar que os efeitos
gue estes produzem bebita de Merério &€ da ordem de 532 segundos de arco adicionaisguuis.
Restam-nos ainda 43 pequenos e incomodos segundos de aseoylorgue a Me&nica Newtoniana
nao fora capaz de justificar. Este, um problema @ueojde ser considerado antigo, foi tratado inicial-
mente, pelo mateatico fran&s Urbain Le Verrier que, em 1860, percebeu o problema da&g@ec
e sugeriu que poderia ser resolvido se fosse consideradst@neia de um planeta movendo-se entre
Merclrio e o Sol; este chamaria-se Vulcano.

Figura 2 - Urbain Le Verrier

Posteriormente, sugeriu-se que aoésnda forca ser proporcional ao inverso do quadrado da
distancia, o expoente fosse 2,00000016. Esta alternativataento, foi abandonada por apresentar
problemasa luz da Lei de Gauss. Como destaca [3], muitas outras altersddram propostas. No
entanto, em nosso trabalho optamos pela gaucadicional, obtida atr&s da teoria da relatividade
geral de Einstein por a considerarmos mais consistenteueahatAcerca desta sola@, Abraham
Pais, fsico e bografo de Einstein, em “Sutéd o Senhor” [4] destaca a imparicia desta descoberta
para Einstein. Em suas palavras: “esta descoberta foireditw; a expegéncia emocional mais forte
da vida cierifica de Einstein, talvez de toda a sua vida. A natureza tiallaal® com ele”.



Concordemente, apresentamos a peavidewtoniana, comecando pelo modefassico em que
nao se admite preceds, o chamado problema de Kepler. Em seguida, abordamo$lepra de Ke-
pler de pertubado, ou seja, resolvemos o problema de Kemhsiderando pequenas pertubes do
sistema advindas da assimetris do sistema e d&mfla de outros planetas. O problema pertubado
seia estudado via consenag do vetor de Laplace-Runge-Lenz. Por fim, apresentamosigaeol
relafvistica atraes do estudo do movimento gé&sico do planeta na&trica de Schwarzschild.

Salientamos queao € nossa interéip, em nenhuma hipese, propor algo novo acerca da pre-
ces§o do perlio de Merdirio. Antes, revisamos contribudies que consideramos significativas para
o tema, as estudamos e arranjamos de um modo que, esperpmesnée-se harmonioso e interes-
sante ao leitor.

2 A previsao Newtoniana

Esta sego € devotada ao estudo da prédschssica do avanco do pelio. Comecaremos con-
siderando o problema de Kepler onde obteremos, @rda me&nica andtica, a equago dadrbita de
uma paricula sob ago de um forca central. Subsemtemente, analisaremos o problema de Kepler
pertubado via conservag do vetor de Laplace-Runge-Lenz, que nos permite calcufdlu&ncia
dos outros planetas na precasdo perelio de Merdirio.

2.1 O problema de Kepler

Consideremos um planeta movimentando-se solaa de uma forca central. Em coordenadas
esfkricas, a langrangeana do sistema formado pelo planeta &pkfjlue podem, sem perda de gen-
eralidade, ser tratados como peutas,e

. . M
L= % [7;2—%7“292‘““281“299252 + “ “ (1)

r

Imediatamente, as equizgs de Euler-Lagrange oferecem, para cada uma das cooadenad
mr [02 + sin? 6’9252} — GTQm = E(mfn) — mi; @
2 - ) d 9
mr®sin 6 cos 0¢~ = d_t(mr 0); 3)
d oy

0= E(mr sin” 0¢). ()

Entrementes, as equags anteriores permanecem invariante ser — §. Enfao, para um problema
de valor inicial comd(0) = 7/2 e #(0) = 0, qualquer solu&o com(r(t), (), ¢(t)) imediatamente
oferece-nos uma outra soayr(t), 7—6(t), ¢(t)), 0 que contraria o teorema da unicidade da swug¢
do problema do valor inicial. Como qualquer problema de valmial pode ser reduzido a esta
situa@o, assumiremos que= 7/2. Neste caso, as equies de Euler-Lagrange ganham a forma
simplificada

GMm

mrqﬁz — 2

mf (5)
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d

E(mr%b) =0. (6)

Analisemos as expreBss anteriores. De (6), obtemos que due mr2¢ & constante. Sé & nulo,
teremos—GMm/r? = i < 0 e enBo, para algum instante do tempo= 0, 0 que corresponde a
situa@o em que o planeta espira-la reduzindo o raéachbcar-se com o Sol. Logicamente, podemos
nos restringer a situées em qué. # 0. Em termos dd. = mr2¢, (5) ganha a forma

mit = — Wer(r). @)
dr
em que
L? GMm
‘/Ef(r> - 2mr2 + 7"2 . (8)

Assim, nosso problema de uma pewta movendo-se sob ad@gde um forgca central foi reduzido a
um simples problema unidimensional com um potencial maific Deveras, se desejarmos saber
comod(t) varia, resolvemos (7), obtemésem seguiday(¢). Por fim, usamos o fato de = mr2¢
para obtek(t). O método descrito acima permiti-nos determinar como as coadies da paicula

no tempo. No entanto, mui frégntemente, procuramos a eqaaglaorbita, ou seja, procuramos
r(¢). Com este intuito, pela regra da cadeia, temos que

d dpd L d

& ode  mtds ®)

Ademais, introduzindo a vavelu = r—! temos que

L dr Ldr=! L du

_Loar __Ldu 10
"Ti?de T m do mdo (10)
© dd L d Ld L? | d?
poddr  Lod( Lduw) L )
dtdt  mr?deo mdo r2  de¢?
Assim, podemos re-escrever (7)
L2
p= L 10 (12)
m-er m
em quef(r) = —4 (<X4™) e usar as expre8ss obtidas acima para obter em faagle u que
d?u m 1
- S - 13
o tu=—f (3) (13)

em que dividimos ambos os membros pdr De fato, uma vez calculada a forca que atua sobre
parfcula, (13)é aequago diferencial da orbita da particula. Em nosso caso, comf(r) =

—4 (€Mm) (13) reduz-se a

(14)



em quek = GMm. (14) €& uma equ&p diferencial de segunda ordem het@&megn cuja sol@pé

1 k
;:uzﬁ—i—ecosqﬁ—(bo, (15)
em que
2FL2]?
=1 16
€ l + ka} ( )

€ uma constante que determina a formaédbdta eé obtida a partir de um estudo dos gusss pontos
de retorno darbita. Ses = 0, abrbitaé circular; sé) < ¢ < 1, aorbitaé elptica; sec = 1, abrbita

€ parablica e sec > 1, a6rbitaé hiperlblica. Alem disso, determina a orient@p. No caso de
Merclrio, assim como os demais planetas do sistema sofahita é eiptica com o Sol ocupando
um dos focos. Estéltima afirmativa constitui-se &* Lei de Kepler obtida por Johannes Kepler
atraes de dados observacionais de Tycho Brahe, que o anteceddeuastbnomo do imperador
em Praga. Aps seis anos estudand@kbita de Marte, Kepler obteve qu@s planetas se movem
em elpses tendo o Sol como um dos focoBjdavia, o estudo que apresentamos acigwatmite a
precesao debrbitas, ou seja, se desenvolve ancorado na SlgmdE que 0 movimento ocorre sempre
no mesmo plano, o quén condiz como os dados experimentais. N&segguinte apresentaremos,
ainda no ambiente da méetica chssica, um ratodo de estudo para o problema de Kepler pertubado,
ou seja, o0 problema dabita de um planeta sobag de forca central modificada por uma pertimac

2.2 O problema de Kepler pertubado por meio do vetor de Laplace-Runge-
Lenz

A dedu@o que realizamos acima, naturalmente, corresponde a tunagsi idealizada em que
desconsideramos umarge de fatores que podem interferir@rbita do planeta, em particular, na sua
precesdo. Entre estes podemos destacar a assimetria do campagjnal solar (a simetria égica
€ apenas uma idealiZag), a pres#o radiativa do Sol, o fluxo de patilas devido a o vento solar,
o atrito e atrago gravitacional de outros planetas. No estudo que corginas a seguir, consider-
aremos pequenas pertubag que implicaram numa vargtemporal de uma constante do problema
de Kepler. Naturalmente, supomos que o leitor esteja faaniiado com o vetor de Laplace-Runge-
Lenz

A :=p x £ — mkr, a7)

em quer & o unifrio na dire@o radial & = GMm, da forma como este, em geral, apresentado em
textos de me@nica chssica da graduag [5]. Ademaisg possével provar que

A? 2E(*
T 1+ "y (18)
e que
2 /mk

(19)

r= ,
A

1+ 7 cog¢ — ¢o)

em que|A|/mk = . De agora em diante passaremos a uma déscdg procedimento a ser real-
izado para determinag da corrego do problema de Kepler pertubado por meio do estudo da&aria
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temporal do vetor de Laplace-Runge-Lenz.
Consideremos que a mesma jarta estudada na s&g anterior esteja agora sujeitaima forca

resultante i
F=——1+f, (20)

712
ondek = GMm € uma constante positivd € uma pequena perturldag|éf| < k/r? que pode ou
nao ter o caater central. Utilizando as equies

dp k. de
E——ﬁ —|—5f e %—I‘X(Sf, (21)
a taxa de variggp temporaltlA /dt no problema perturbadadada por
dA

cabe-nos ressaltar que cétndo a ser apresentado se baseia no fato de que o Aeamonta na
direcdo do semi-eixo maior darbita elptica, 0 que pode ser facilmente percebido pekdisa de
(17. Aidéia a seguir consiste em determinar a velocidade de peerdsérbita, ou seja, determinar
a taxa temporal com que gira o vetdr Isso pode ser feito mediante alculo das radias temporais
em um peiodo daodrbita rio-perturbada. Nosatculos dos valores adios, poderemos utilizar as
relagdes \alidas nadrbita rio-perturbada. Tomando &nia temporal da equag (22), obtemos

<%§>:@Hx@+4px@xaﬂ> (23)

onde, por definigo, a nédia temporal de uma fug f no intervaloAt &
1 t+At
= — Ndt'. 24
U= [ e (24)

Caso a fungo seja pefidica, de pdodor, a nedia temporal em um piedo independe do tempo, de
modo que a equag anterior pode ser escrita na forma

1 t+71 1 T
=1 [ s =2 [ e (25)
T Jt T Jo
Entrementes; conveniente expressarm@s\ /dt) na forma
dA
<E>—QXA (26)

pois, desse modo, identificamos a velocida@elimde preced® comd2. Alem disso, na determinag
da inflencia dos demais planetas do sistema solar no avanco @ligpde Merdirio, calcularemos

médias de fun@es perddicas do tipof (r(t), go(t)). Nesse caso, a equax(24) se reduz a

(o e®)) =1 [ (0 0t0)) 27)

T
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Como réo temos as depe@dcias temporais dee ¢, mas apenas a equagdadrbitar(y), € conve-
niente transformar a integrag emt¢ numa integrago emy. Fazemos isso com o diliv da rela@o
o ={/mr?:

1 2

_ ! r o) %
U (r@.9®)) = Fre)

T Jo
m [* 9
= |7 (w)f(r(w)w) dep. (28)

T Jo
Uma vez descrito nossoétodo de trabalho, passemos atcalo propriamente dito. Antes gamn,
concebamos algmas lafeses simplificadoras: (1) Os planetas que perturbanbita de Merério
témorbitas circulares com centro no sol (cujo movimeatesprezado) e em um mesmo plano e (2)
cada um desses planetasaseonsiderado como um anel horéogo de massa igualdo planeta em
considerago. O que faremos? Calcularemos, inicialmente, o poten@altgcional criado por um
anel na posigo de Merério e, desse modo, obteremos a for¢a perturbadora de tauztan Apli-
caremos, e, o netodo baseado no vetor de Laplace-Runge-Ldfigura 2.2 mostra, a grosso
modo e fora de escala,Gbita (elptica) de Merério e aodrbita circular de um planeta perturbador
apenas. O potencial do anel na pasigle Merario & dada por

B,(r) = — / Apds My (29)

nel ’I‘p - I" B 271—7’17'

—dM, = Apds

Figura 3 -Orbita elptica de Merario. Anel circular representando o planeta perturbadendssaV/,,.

Definindoa = r/r, € ¢ como oangulo entre er,, reescrevemo$(r) como

o(r) = — G / d¢ (30)
™y Joy/1 + a2 — 2acosp

Apb6s uma pequena manipuleg; a express anterior pode ser escrita na forma

O(r) = —GMP K(a), (32)

TTp




ondeK € a fun@o elptica del® esgecie, definida por

TP dd
K(a) = : 32
(@) /0 V1 — o?sert (32)
Para calcularmos a for¢a perturbadéfa= —mV ®, utilizaremos a identidade
OK(a 1 [E(w)
S - K 33
ondeF € a fun@o elptica de2* esecie, definida por
w/2
E(a) = / V1 — o?serd db. (34)
0
A forca perturbadora causada pelo planeta sobre Mieré dada, efdto, por
B oe(r) . 0P (r) da
of = —m 5 L= M 5 b (35)
0 que nos fornece o resultado final
of = 2GM§ml [E(O‘) . K(a)] F,oa=_. (36)
T, o 11—« Tp

Aplicando o neétodo baseado no vetekx para essa forca perturbadora, obtemos a velocidade de
precesdo causada em Mdrdo por um planeta qualquer, a saber,

2M, 2 E(a) A
Q=-——7"_ 0 - K cog dl £ 37
Tmer, M /0 r() {1 —a? (a)] ’ (37)
)
onder & o pefodo de Merério, M & a massa do Solf) = ffg 628)9. Avaliando numericamente

a expres3do anterior, podemos obter as contrili@is newtonianas de cada planeta para a pr&eess
de Merdirio apresentadas na tabela 1. A expaiesdlculo exataosignifica que o alculo foi realizado
levando-se em conta que @bitas planeirias 0 elpticas e que edb em planos diferentes.



| Planeta | Q (segundos/sed) Calculo exato)

\Venus 292,65 277,37
Terra + Lua 95,83 90,92
Marte 2,38 2,48
Jupiter 156,84 154,09
Saturno 7,57 7,32
Urano 0,14 0,14
Netuno 0,04 0,04
Total 555,45 532,36

3 A previsao Relativistica

A solugdo chssiceé constrida a partir da ratrica de Minkowski em coordenadasé&stas
ds® = dr® + r’d¢? — dt?, (38)

em que impusemos a condi supracitadd = /2. No entanto, a caminho para a obtéagla
solu@o relatiistica demanda uma reinterpreéiage nossa n@p de espaco-tempo. Ao assumirmos
gue o sok esfericamente sigtrico e esitico, a nétrica apropriada para nosso probleena nétrica
de Schwarzschild ,

R R

ds? = — ll — —] dt? + [1 — —} dr? + r*de?, (39)

T T
em que,R = 2GM. A obten@o da nétrica de Schwarzschild, entrementes, escapa o escomo dest
artigo. Consideremos num espaco-tempo Riemanniano dadisgpare B. Pelos pontos A e B podem
passar um infinidade de curvas. Parametrizando a curvagmefmotpdprio, se a curva for a geédia,
vale o prinépio da Minima a@o

5/{—[1—§}i2+[1—§}_ f‘2+r2(j52}d7—0, (40)

em quel = dt/dr, etc. Valem tamiém as equdies de Euler-Lagrange

d, . 5; d R] .
donde segue que '

L=r e E=1iR/r—1) (42)
s3o constantes do movimento. Ademais, como a g€ tipotempo, ds?/dr = —1. Assim,

diferenciando (39) em relap adr e multiplicando ambos os membros per obtemos

-1
1:[1—5}752—[1—?} e

r

B 7 r
CR/r—1 (R/r—1) 12
R L* RIL?

= (B 1)+ — - S (43)



Se assumirmos quk # 0, podemos admitir que = ¢(7) e com isso escrever r em fuigde¢ de
modo que’ = Lr’/r?. Assim teremos que

(r')? = 73 r4+§;3 r* + Ryr. (44)

Para que tenhamdsbitas fechadas precisamos que> 0, o que imde restries adicionaisa L , E
e R, e na exigéncia de dois pontos de réficiaR, e R_ em quer’ = 0, respectivamente, @lio e
perielio. Logo, oangulo entre estes dois pontslado, no caso assico, por

d

Ry r
—¢_ = / ) (45)
- \/E2 1 RS'rf” r2 4+ Ryr
Se fizermos RR R A ROR?
E2—1: B s+< ++ *)s (46)
R.R (Ry+ R_Rs) — (Ry + R_)?R;
e
—R?2R?R,
I? = B (47)
RiR (Ry+ R_Rs) — (Ry + R_)?R;
e introduzirmos os termos R.R
D= _~—*T— 48
R, +R_ (48)
© R
€ = ma (49)
é possvel aproximar
E?—1 R, 1— E?
72 r4+L2 r—r? 4 Ry = 7z (Ry —71)(r—R_)(r—e)r (50)

de modo que (45) pode ser reescrito como

—-= V 1— E? /R+ )(f,» —“R.) (1 - ;>_1/2' (51)

Usando a expa@d® de Taylor(1 — ¢/r)~%/2 a1 + ¢/2r, com um erro limitado po&s < 3/8(1 —
e/T)"%2(e/7)* < 3/8(1 — ¢/R,)~*?(¢/R_)? podemos escrever

Bt 1+ F €/2
\/1—E2/ r2/(R, R) " r/ (R —r)(r—R,)dr' (52)

Usando uma tabela de integrais, podemos obter o valor deucadas termos, a saber

Bt dr(1+ E) w1+ E)
/ ~r2/(Ry —r)(r—R_) 3)

R.R_
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/R+ dr(e/2) _ 1 me (54)
~r/(Ry —r)(r—R.) VR{R_4D
Assim teremos
B T 1 Ry/D T
¢+—¢__——1_RS/D <1+41—R5/D) + —1—RS/DE' (55)

Se usarmos os valores observadbs = 69,8.10°%km, R_ = 46,0.10°km (donde obtemos que
D = 27,7.10%m) e Ry = 2,95km, obtemos queZ = 4,88.107'°. Ademais, podemos aproximar

\/#7/13 (1 + i%) ~ T+ 2,515.10~7 obtendo assim uma estimativa razel paray. — ¢_
para metade de uma revoig; em radianos; considerando que Mei@completatl5, 2 revoluges

por €culo e que &360.60.60/27 arcos de segundo por radiano, obtemos que @lgede Merdirio
avanca os desayeis

360.60.60

™

(2,515.1077)(2) ( ) A415,2 = 43,084 segarc/sec. (56)

4 Conclusao

Como pretendido, d® apresentarmos nosso problema, estudamos asotissica do prob-
lema de Kepler. Em seguida, estudamos o problema de Keptaibpdo, por meio do qual obtive-
mos as contribui@es dos demais planetas do sistema solar na péecdsspekglio de Merdirio, via
conservago do vetor de Laplace-Runge-Lenz. Adiante, apresentam@sligional corrego rela-
tivistica do problema, que nos contempla com os 43 segundo ce jpov £culo que a relatividade
Newtoniana Ao fora capaz de justificar. Destacamos, por fim, que estagaorconstitui-se um dos
testes @ssicos que corroboram com a cor@isia da teoria da relatividade geral.
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