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Massa Inercial e massa gravitacional

Particula de massa inercial m e massa gravitacional mg:

d2r

mW:ZF(F_ﬁ(,\T_\Tk,t)‘i‘mgg, (1)
k
Considere agora a transformagéo néo-linear:
I |
F=r"+3gt? ()
2
Segue que:
sz, = (=) =1 2 =/ =
M-z =) F (/" =R,V =V t) + (mg —m)g. 3)
k
Se, como os experimentos indicam, a m = mg:
LIS o3 I R T )
dt2 - ” k> k> 9
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e se a particula estiver isolada do resto,

dZF'
mF =0, 5)

isto é: a particula estara em queda livre!
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O principio de equivaléncia de Einstein

Entdo ocorreu-me o pensamento mais feliz de minha vida, na
forma seguinte: O campo gravitacional tem existéncia relativa
... pois para um observador em que cai livremente do telhado
de uma casa ndo ha — pelo menos nas suas vizinhangas
imediatas — campo gravitacional. De fato, se o observador
deixar cair alguns corpos entdo estes permanecerao em
repouso ou de movimento uniforme relativamente a ele,
independentemente da sua natureza quimica ou fisica
particular. O observador tem o direito de interpretar o seu
estado como o de repouso.
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Ou, suscintamente:

Todos os laboratérios em queda-livre, ndo girantes sédo
equivalantes no que diz respeito as leis da fisica.

Evidentemente, os laboratdrios em queda livre sdo os referenciais
inerciais de Lorentz, e as leis da fisica sao as leis formuladas
relativisticamente.
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Por exemplo, em um laboratério em queda-livre, ndo-girante, mas no
qual ha campos eletromagnéticos, para uma particula de massa
inercial m e carga q que se move com trivelocidade v em relacédo ao
mesmo vale a equagéo de movimento:

m du
dr
onde F é o quadriforca que atua sobre a particula:

=F,

E.V - Lo
F= <fqu,fqu +vQqVv ><B).
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A constatacdo de que um campo gravitacional uniforme pode ser
eliminado se o observador passar para o referencial em queda-livre
coloca, no contexto, a gravitagdo no mesmo nivel das forgas inerciais
da mecénica newtoniana, a for¢ca centrifuga, a forca de Coriolis e
outras, pois tais forcas s aparecem em referenciais inerciais
acelerados e podem ser eliminadas se o observador passar para um
referencial inercial galileano.
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A duracédo temporal em campos gravitacionais

/ 1

al = a =
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De acordo com as transformacdes de Lorentz para a (tri)aceleracéo:

0 observador inercial medird uma (tri)aceleracao:
)\ 3/2

a=2—g —\C/—’Q =g(1—ﬁ£)3/z,
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Fazendo (A(0) = 0, segue que

(%)
Ba(t) = I
t
1- (%)
O fator cinematico v se escreve:
1

2
Ya(t) = Tﬂi =1/1+ (gt/c) :
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A relacdo entre a duragdo marcada pelo relogio acelerado, que mede
tempo préprio, e a duragdo marcada pelo relégio em repouso C, que
mede tempo coordenado, € dada por:

g, e de

() 14 (gt/c)z

Se gt <« c, et =ta € 0 instante em que o reldgio A passa pelo relégio

C, podemos escrever:
~ 9’2
dTAthC (1— 202 .

Da mesma forma, quando o rel6gio B passa pelo relégio C:
242
-~ 97t
dTdetC( —2—C2> .
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A razdo entre as duracoes é:

d7a (1 — ﬁ) 242 gztﬁ gzté gh
— = 2 g°tg \ ~ - =A 1+ | ~1—=
d7g ¢ (1 CZB) c? c?

30 v2 — 2
onde usamos a relagdo vy = vg + 2gh.
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Métrica em presenca de um campo fraco

Os resultados acima sugerem a seguinte generalizagdo: em um
campo gravitacional fraco, mas n&o uniforme:

(ds)? = — (1 + 2q;2(r*)> (cdt)? + (d£)?,

onde ¢ () é o potencial gravitacional e (d¢)* ¢ a métrica
(independente do tempo) do (tri)espacgo convencional.

Para uma distribui¢éo localizada de massa esfericamente simétrica,
como por exemplo, no modelo idealizado de uma estrela de raio
(aproximado) R, (o nosso Sol, por exemplo):

onde M é a massa total da distribuicdo e r > R é a distancia de um
ponto externo a origem da distribuicao.
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E possivel mostrar que para uma métrica estatica, isto €, uma métrica
que néo depende do tempo coordenado, podemos escrever:

dsy? = —e2 ez

cdt)? + (d)?.
Na aproximagao de campo fraco:

2d(r r
e (_)/Cz zl—i-zt#.
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O principio de minima acéo e a gravitacdo newtoniana

Considere dois eventos no espacotempo, digamos, A e B. A distancia
tipo tempo entre esses dois eventos € dada por:

B
CTaB :/ CdT,
A

cdr = /—nagdxadx? = \/(cdt)? — (dx)? — (dy)? — (dz)>.

onde,
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Se a curva no espacotempo for descrita em termos de um parametro
invariante, digamos o, definido em um intervalo apropriado, isto é:

X* =x%o), o€ |oa, o8],

a distancia tipo tempo assume a forma:

o= [ o () - () () ()"

O principio de minima acao no espa(;otempo guadridimensional se
escreve:
78 dxe dx?
0 do\/ —Nap———— | =
(/UA 7\ Ty da)
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que nos conduz as equacdes de Euler-Lagrange:

oL B i oL
ox® do dx_a
do

onde L é o lagrangiano que aqui assume a forma:

) @) @) @)

Segue que:

=0, a=0,1,2,3; (6)

d2xe

dr?
gue é a equacao newtoniana para uma particula livre no espacotempo
quadridimensional.

=0,
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Consideremos agora o efeito de um campo gravitacional fraco:

car= (1+220) ()" (007 - o0 + ).

c /Bcd /thdt\/lJrZ(b(F) v
TAB = T = — o
A ' c2 c2

onde o tempo coordenado t funciona como parametro,

v2—d—xz+d—y2+d—22
~\ dt dt dt ) -

logo:
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Se o0 campo gravitacional for fraco, podemos escrever:

v2

s o (F 2 B
/ cdt <1+2 (2)>—V—2%/ cdt<1+¢(x’z’z)
ta c c A c

As equacdes de Euler-Lagrange se escrevem:

oL d oL
IxK  dt oxK =0, k=x,y,z,

onde:

c? c?
€ o lagrangiano associado com a métrica.

)

5 2 4,2 52
L(Xk,).(k,t) :C+¢(X7yvz) (X +y +Z)
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Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange, obtemos a equacgéo de
movimento:

od .
W—I—szo, k:X7y727
ou ainda:
dér
— = —-Vo.
dt2 v
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Fim da aula 5
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