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O espacotempo de Minkowkski

As transformacdes de Lorentz (redescsobertas por Einstein) mostram
que o tempo deve ser tratado como uma coordenada ordindria. Isto
permite imaginar uma fusdo do espaco e do tempo em uma Unica
entidade: o espacotempo. Foi Hermann Minkowski, antigo professor
de Einstein na ETH, quem introduziu e desenvolveu matematicamente
0 conceito em um ensaio de 1908. A citacéo abaixo é famosa.

As visdes de espaco e de tempo que quero apresentar-lhes
brotaram do solo da fisica experimental, e nisto reside sua
forca. Elas séo radicais. Doravante, 0 espaco em si mesmo e
0 tempo em si mesmo estdo condenados a esmaecer
transformando-se em simples sombras e somente uma
espécie de unido dos dois persevara uma realidade
independente.
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Invariante de Lorentz fundamental:

(ds)2=—c? (dt)?+ (dx)?+(dy)? + (dz)?. (1)
O invariante (d 5)2, pode ser negativo, nulo ou positivo. tipo tempo se
(ds)? <0, tipoluz se (ds)®>=0,e tipoespago se (ds)®>0.Uma
trajet6ria no diagrama espacotempo é chamada linha de universo ou
linha de mundo .
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A duracdo medida por um reldgio que se move ao longo da linha de
universo é definido por:

(ds)®

(d7)* = -

(2)

Este € o tempo proprio e, por construcao, € um invariante de Lorentz.

O tempo préprio € sempre menor do que o intervalo de tempo
coordenado dt.
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Simultaneidade
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Quadrivetores

0s quadrivetores unitarios se escrevem:

eo (1,0,0,0), 3)
e; = (0,1,0,0), (4)
e; = (0,0,1,0), (5)
es = (0,0,0,1). (6)

(7)

Um quadrivetor a pode ser expresso como:
a=a'e +a‘e+a e +a’ey, (8)
ou de forma equivalente:

3
a:aoeo+a1e1+a2e2+a2e3:2a‘”ea. 9)

a=1
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A convencao de Einstein:

3
) a%e,=a"eq; (10)
a=1

logo, podemos escrever:

a=a%e,. (11)

Ha formas alternativas muito comuns de representar quadrivetores:

a® = (a',a*,a’,a?); a*=(a’ al); a*=(a’ a), (12)
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O quadrivetor de posi¢do em relagcdo a um sistema inercial é definido
por:

x=x"ep+x'e; +2 e, + 2% e;,
onde x° := ct. Ou ainda:
x® = (x%,X).
A separac¢do entre dois eventos A e B no espacotempo é definida por:
AX = Xg — Xa,
ou:
AX* =x& — X
(Esta ultima equacéo equivale a quatro equacgdes.)
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A caracteristica marcante dos quadrivetores é o seu produto escalar
que é definido por:

a-b:=-ab%+alb!+a?b?+abd (13)

O produto escalar tem as propriedades usuais:

a-b = b-a; (14)
a-(b+c) = a-b+a-c; (15)
(Aa)-b = X(a-b). (16)
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Com as propriedades do produto escalar podemos escrever (soma
dupla impicita):

a-b=(a%e,)- (bﬁ eﬁ) = (e, -€5)a*b”, 17)
Definindo:
Nag = €a - €g, (18)
escrevemos:
a-b=mn.,za*b’. (19)
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A soma dupla pode ser desenvolvida e o resultado é:

a-b = nga’b® 4 o a®bt + 1y a’b? + 1oz a’ b3
+ M0 alb° + n11 atb?! + MN12 al b? + 1m13 alb®
+ n208”b° + 11 8% bt + mpp @2 0% + Mg a®b®
+ 730 a’b® + 731 a’b + 732 a’b? + 733 a®bs. (20)

Mas (o PE é comutativo!)
TNapg = NBac- (21)

e Como:
a-b:=-ab%+alb!+a?b?+abd (22)
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Todos os coeficientes 7,z devem ser nulos, exceto os coeficientes
para os quais o = 3. Segue também da definicdo do produto escalar

que: noo = —1,m1 =1,m0=1,en33 =1.

100 0
0 100

=1 o0 o010 (23)
0 00 1
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Frente as transformagdes de Lorentz na direg&o do eixo x que vimos
anteriormente, um quadrivetor deve transformar-se como o
quadrivetor de posicéo x¢, isto é:

a® = ya’—qpa (24)
al = —ypa+~at (25)
a? = a (26)
a® = al (27)

(28)
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A quadrivelocidade

Como na geometria euclidiana, convém descrever a curva no espaco
gquadridimensional por meio de uma representacao parameétrica bem
definida. Neste caso, a curva fica descrita por:

X =x%o), (29)

onde o é um parametro conveniente. Muitas séo as possibilidades de
escolha do pardmetro, mas uma delas é a natural: o tempo proprio 7
que relaciona-se com a distancia percorrida pela particula ao longo da
sua linha de universo medida a partir de um ponto de referéncia.
Neste caso, a representacdo paramétrica da linha de mundo se
escreve:

X = X (7). (30)

O parametro 7 pode ser medido com um relégio que viaja com a
particula.

Tort (IF-UFRJ) IF-UFRJ Informal 16 /20



A quadrivelocidade é definida por:

d x
= — 1
ou em termos das componentes:
dx@
(6%
- = 2
u e (32)
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As quatro componentes da quadrivelocidade se escrevem:

dx© dt
0 = _— = _— =
u’ = 9- ch ~vC, (33)
dxt dt dx?!
ut = F:EWZVVlz’YVx’ (34)
dx?  dt dx?
S L A 39
dx®  dt dx®
R L B A (36)
(37)
ou ainda:
u=(yc,yVv). (38)
A quadrivelocidade satisfaz a relagéo:
u-u=—c? (39)
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Fim da aula 3
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