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1 Funcoes

1.1 Definicao. Uma fun@o f de um conjuntdd em um conjuntadB € uma relago
de A com B que relacionzadaelemento ded com umuinicoelemento des.
Denotamos a exigéticia de uma tal furdo pelo smbolo f : A — B, queé lido: f
é uma fun@o deA emB. O conjuntoA € chamadalominio de f e o conjuntab,
contradominio. Sef relaciona o elemento de A com o elementg de B,
dizemos quef associaax 0 elementq, e denotamos esse fato escrevendo
f:x— youy = f(x). Nesse caso tamdm dizemos qug é aimagemde z pela
funcao f, ou quef transformaz emy. E comum indicar a furéio pelo §mbolo
compostof : A — B : x — y, tamkem escrito na forma

f:A— B

Ty . (1)

Duas fun@esf e g saoiguais se €m o mesmo domio, digamos4, o mesmo
contradonmio, e f(x) = g(x) para qualquer. em A. O conjunto de todas as

fungdes ded em B & denotado poB“.



1.1.1Exemplo. SejaBB o conjunto dos brasileiros vivos hojg,= {0,1,2,...} e

I : B — N afun@o que associa a cada elementddcria idade enk.
1.1.2Exemplo. SejaR o conjunto dosamerosreaise: N — R :n+— /na
funcao que associa a cadamero natural a suaimquadrada. Assin,(4) = 2,
r(2) =1,414... etc.

1.1.3Exemplo. A funcaoq : R — R que associa a cadamero real o seu
quadradog(z) = z* para qualquex emR.

1.1.4Exemplo. As fungdessen : R — Recos: R — R.

1.1.5Exemplo. Seja& o conjunto dos pontos do espaco (euclidian¢)B) 2

um sistema de eixos cartesianos. Por meio desse sistentgass® a cada ponto
P de & umadnica trinca de ameros reaisx, y, z), as coordenadas derelativas
aOXYZ. Com isso fica definida a fuBg M : £ — R3 comM(P) = (z,y, 2).
Um outro sistema de eixd®’' X’)’ Z’ define uma outra furdp, em geral
diferente, M’ : £ — R? com comM/'(P) = (2, /', 2").

1.1.6Exemplo. Uma regua define uma fud@ d que associa a cada par de pontos
do espaco umanico rumero real, a digincia entre eleg] : £ x £ — R.



1.1.7Exemplo. SejamC(R) o conjunto das furiges corinuas deR emR e Aj a
funcao que associa a cada f@wgdeC (R) o seu valor na origem,

AO C(R) —> R
 f— (0) . (2)

Assim,Ag(sen) = 0eAg(cos) =1.

1.1.8Para qualquer conjuntd, definimos a fungoid4 : A — A : z — z,
chamadduncao identidadeem A.

1.2 O conjunto das imagens de todos os elementos dardome uma fungoé
chamadamagem da funcao. Obviamente, a imagem de uma fao@ um
subconjunto de seu contradomo. Sef : A — B, aimagem d¢g & o conjunto
f(A) ={y € Bly = f(x) paraalgumz € A} . Assim, sen(R) = [—1,1].

Uma fun@o € ditasobrejetora se sua imagem coincide com o seu contraichoon
1.2.1Exemplo. s : R — R definida pors(z) = 2z + 1 & sobrejetora.
1.2.2Exemplo. tg : (—7/2,7/2) — R & sobrejetora.



1.2.3Exemplo. A funcaoq do exempldl.1.3naoe sobrejetora, pois sua imagem
q(R) = R>, o conjunto dos reaisan-negativos, queaoé igual ao seu
contradonmio R. A funcdo@ : R — R, definida porQ(z) = z*, & sobrejetora.
1.3Uma fun@oé ditainjetora se cada elemento de sua imagemagem de um
unico elemento de seu damo.

1.3.1Exemplo. I do exemplal.1.1naoe injetora e- do exemplal.l.2€ injetora.
1.4Uma fun@obijetora € uma fun@o quee injetora e sobrejetora. Se

f : A — B € bijetora, er#io existe uma, e somente uma, fao¢ ! : B — A tal
quey = f(x) se, e somente se,= f~1(y). Afuncdo f~! & chamada inversa de
f.Ainversadef—!ef.

1.4.1Exemplo. tg : (—7/2,7/2) — R € bijetora e sua invergaa fun@o
arcotangentetg ! = arctg.

1.4.2Exemplo. A funcaoq do exemplal.1.3e a fun@o () do exempladl.2.3nao
s30 bijetoras. A fungoQ : R> — R> : z — z* & bijetora e

R:Rs - Rs iz — /zésuainversaR = Q1.

1.4.3Sa0 bijetoradd 4, s do exempladl.2.1e M e M’ do exemplal.1.5



1.5Funcao constante Seja a fungos : R — R que associa a cada elemento do
dominio R um tinico elemento no contradonmo R, digamos o iimero 7; nesse
casos(x) = 7 para qualquer emR. Esse2 um exemplo do que chamamos
funcao constante. Como a imagem da fangao muda ao variarmaos € costume
dizer que a imagem(x) independe da vavelz. De um modo geral, a fudp

f: A — B e ditaumduncao constantge se a imagem da fudg emB é
constituda por uminico elemento, digamgs; assimf(x) = (§ para qualques
emA. Agora, sejaa furiip S : R x R — R definida porS(z,y) = 7+ y°. A
ImagemS|(x, y) dessa fungo muda ao variarmgge rao muda ao variarmos
dizemos que a images\(z, y) independe da vavelz e queS & uma fun@o
constante na vaavelx. Nesse caso, podemos pensar em substituir &tusic
pela funo S; : R — R definida porS; (y) = 7 + y> e obtida deS pela
elimina@o da “varavel” x, que rao afeta a imagem de. Esse procedimento de
elimina@o de “varaveis” pode ser conveniente em alguns casos, mas
iInconveniente ou proibitivo em outros, nos quais mantemadad as “vaaveis”
nas fun@es, mesmo que algumadadependam dessa ou daquela ‘asl”.



1.6Sef: A— B,g: By — C,eocontradonmio B de f esta contido no
dominio B; deg, enfio existe uma, e somente uma faago f : A — C definida
por (gof)(x) = g(f(x)) para todar em A. Chamamogo f fungcdo compostade
g e f. A composi@o de fundeseé associativa mas, em gerahae comutativa.
1.6.1Sef: A— Beg: B — A,enfiog = f~! se,esomente sgof =idy e
fog =idp. Em particular,f “lof =ids e fof~! =idp

1.6.2Exemplo. Dadas as furiiessen : R - Rer: R — R, r(z) = 2x + 1,
temos as compostésenor)(x) = sen(2x 4+ 1) e (rosen)(z) = 2sen(z) + 1.
1.6.3Exemplo. Sejaafun@oL : R x R — R definida porL(q, q2) = ¢% + q3.
Ela transforma um par de&umeros em unainico mumero. Assim/ transforma o
par(5,1) no numero26, i.e., L(5,1) = 26. Agora, sejam as fuildgssen : R — R
er:R— R,r(x) =22+ 1. Com elas podemos formar uma f@eg cujo
contradonmio esa contido no dommio de L. Com efeito, esse o caso de

g : R — R x R definida porg(x) = (sen(x),r(x)) = (sen(z),2x + 1). A
composta dd. eg & Log : R — R dada po(Log)(z) = sen?(x) + (2x + 1)?;
denotando-a pok, temosL; : R — R e Li(z) = sen?(z) + (2x + 1)2.



Na prtica, para obter essa fuaw composta deixamos imgita a defini@o deg e
seguimos um algamo muito simples. Escrevemos

g, ) =¢ +¢, q=sen(z), ¢=22+1 (3)

e substitimos essas exprdasss daj; e ¢g» em fun@o dex na expresso da fun@o
L para obter, imediatament®; (z) = sen?(x) + (22 + 1).
1.6.4Exemplo. As fung@des M e M’ do exemplal.1.5dao origema fun@o
bijetoraM 1o M’, queé uma trasformaip de coordenadas.
1.7Sejaafungof : (a,b) — R, na qual o dormio & um intervalo abertQu, )
deR. Sex € (a,b) e 0 limite

lim flx+ h})L — f(z)

(4)

existe, eleée chamadalerivada de f emx e denotado podf (x)/dx. Sef tem
derivada em cada ponto de, b), fica definida a fungo f’, chamadduncao
derivada de f, que associa a cada ponto desse intervalo a derivaglandsse
ponto,i.e, f’: (a,b) — Rcom f/'(x) := df (x)/dx.



Representemos pGi(a, b) 0 conjunto de todas as fudes corhuas dea, b) em
R, e porCt(a,b) o conjunto de todas as fudes cujas funges derivadasi®
contnuas. Agora, definimos uma fuiag D que transforma furies em funges,

D :C'a,b) — C(a,b)
f—f (5)

Mais especificamente, transforma uma famem sua furégo derivada,

D(f) = f'. A propria fun@o D pode ser chamadierivacao.

1.7.1Exemplo. Sejam as fun@esp,, : (—1,1) — R definidas pop,,(x) = ="

(n € N). Usando a fungo D (no caso em qué&z, b) = (—1, 1)), obtemos que)
transforma a fur@op,, na fun@o Dp,, dada por(Dp,,)(z) = nz" ! (n € N*).
1.7.2Exemplo. Tomando o intervalda, b) como senddR temos para as fuiees
sen € cos citadas no exemplt.1.4 D(sen) = cos.



1.8SejaCla, b] 0 conjunto das furiges corhuas que&m por donmio o intervalo
fechado|a, b] deR e por contradofimio o proprioR. Agora definimos uma furgo
f[%b] gue transforma furigies em ameros, especificamente, ela associa a cada
funcao do conjunt@|a, b] a sua integral no interval@, b]. Temos

f[a’b] : Cla,b) — R
F e () ©)

- / flayda 7)

A funcao f pode ser chamadategracao no intervalo|a, b].

1.8. 1Exemp|o Tomando|a, b] como sendg—1, 1] e usando as furdes
fn:[-1,1] — R (n = 1,2, 3) definidas porfy(z) = 1, fi(z) = z e fo(x) = 22,
obtemosf[_l’l](fo) = 2, f[—l,l](fl) =0 ef[_l,l](fg) = 2/3.

onde



1.9 Nomenclatura e nota@o.

1.9.1Algumas palavras qua&s usadas como $inimos de fungo foaplicacao,
mapa e mapeamento

1.9.2Alguns tipos espaticos de fun@es recebem nomes especiais. Assim, uma
funcao como a derivap D definida em (5), que transforma fuoes em funges,
costuma ser chamadi@ansformacao. Ja uma fun@o que transforma fudgs em
numeros, costuma ser chamddacional; a fungao integrego f[a,b] definida em
(6) e (7), e afungo A, definida em (2) 8o exemplos de funcionais. A
importancia do funcional integrapé bem conhecida. Apesar de sua
simplicidade Ay, um exemplo déuncional de Dirac, € tamlam de extrema
importancia em ksica e Materatica. Mais a frente veremos qua im
significado mais geral para os conceitos de transfoamagde funcional.

Muitas fun@es §0 chamadasperagdes Essee 0 caso, por exemplo, da
funcao que associa a cada par deneros reais a sua soma, e que chamamos
opera@o de adigo de reais. Outros exemplos de nomes que designam tipos
especiais de furies &ooperador e tensor.



1.9.3E muito comum usar para fudes o que podemos chanratacao

desleixada Ela consiste em usar o mesnmmbolo para representar a flage 0s
elementos da imagem da flaw@; Assim, em vez de escrevermps: f(x),
escrevemog = y(z). A nota@o desleixada tem a virtude de economizar letras no
formalismo e, com isso, facilitar o desenvolvimento daleglos que nele

aparecem. No entanto, como nessa radagma dada letra designa dois conceitos
distintos, devemos saber o que ela significa em cada caseypamaconfuses.
1.10Praticamente todos os conceitos dsi¢a e todas as suas leis camto

conceito de fungo. Se uma figura vale por mil palavras, uma famgale por mil
figuras.



